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O. ESTRUCTURA DE LA PRESENTACION

1.- Método Numeérico para resolucion de EDOs
(Runge — Kutta).

2.- Reseia de MATLAB y ejemplo de resolucion de
cinética de Michaelis — Menten.

3.- Metodo Numerico para resolucion de EDP
(Diferencias Finitas).

4.- Ejemplo de transmision de calor transiente.




1. RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Una ecuacién diferencial es una expresion matematica que relaciona de manera
no trivial a una funcién desconocida con una o mas de sus derivadas con respecto
a una o mas variables independientes.

o Sila funcion desconocida depende de una sola variable la ecuacién diferencial se denomina
ordinaria.

o Sila funcion desconocida depende de mas de una variable la ecuacién diferencial se
denomina parcial.

EDO: ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Fx, y, y9, y@, . y®) =

y: funcion dependiente de x
X: variable independiente
n: orden de la derivada (nimero natural)




1. RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Unicidad de solucion:

Un problema de valor inicial o de Cauchy Un problema de valores en la frontera o de

Dirichlet
d"y _ d"y _
= f Xl 1 (1)1 L | (n 1) = f ] ) (1)1 b | (n 1)
v (X, y, Y y" ) ™ (X Y,y y' )
y(Xo) = Yo Y(Xo) = Yo
y(l)(xo) = % y(x1) =Y
y(Z)(Xo) =Y, y(xz) =Y

y(n_l)(xo) = yn—l y(Xn—l) = yn—l




1. RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

(IMPORTANTE!

Una EDO de orden mayor que 1 siempre se puede convertir en un sistema EDO
de primer orden:

dny ) (n-1) _ = y |
an - f(x’ y’ y PR | y ) _ ﬂ _
m, dx 1,
y(X%) = Y, d?y /g
M, =
y(l)(xo) =Y x ~ g
(2) Y = : , F¢, Y = .
y (Xo) =Y, _ .
cambio de _ .
variables ~ 3
_d™ly fx Y, vS e v
M = n-1 - -
dx

y(n_l) (Xo) = Y




1.1 METODOS NUMERICOS

Nos avocaremos a encontrar la funcion y(x) definida en el intervalo [a, b]
gue cumpla:

(dy \ _
— = f& vy, ,Vxe QDb
J dx ( Yo l i
\Y((():: Yo

- Método de Euler

- Método de Trapecio

- Método de punto medio
- Métodos Runge - Kutta




1.1 METODOS NUMERICOS

Método de Euler:

g' ‘(n’yn:z yn+1h_ Yn — Vou = Y, + h-s' (n’ Y,
Método del Punto Medio:
S'((n,yn:% yn+1_yn_1 — yn+1 = yn—l T 2h1:(n’ yn/
2-h
¥ ¥y




1.1 METODOS NUMERICOS: RUNGE - KUTTA

Los métodos Runge — Kutta (RK) se pueden expresar como:
yn+1 — yn +W(Xn’ yn ! h)h

w(X,,Y,,N) : Funcién de incrementos

La idea basica detras de los métodos RK es hallar la pendiente en x; y
estimarla en otros puntos intermedios, se combinan linealmente, se
multiplica este valor por hy se suma ay;

W(Xn1yn1h)zzwi .ki h
=1

-1
k.= x +ch,y +Zaijkjh], i=12,...,v;¢c,=0
1

j:




1.1 METODOS NUMERICOS: RUNGE - KUTTA

Yo = Yo %Xy, Yo, M)N
Visto de una manera mas amable:
w(x.,Y,,h) :ZV:Wi ‘K. -h
i=1
Ky = T(X:: Yn)
k, = f(x,+c,h, y, +a,kh)

k, = f(x,+c;h, y, +a,kh+a,k,h)

Dondec,,c;,...,C,,Cy;, Cy gy YW, SONEN Principioarbitrarics




1.1 METODOS NUMERICOS: RUNGE - KUTTA

Método de RK de cuarto orden:

Yo = yn+%(k1+2kz+2k3+k4)h
kl — f(Xn’ yn)
1 1
K, = £ (%, + 20,y k)

1 1
k,=f(x. +—h,y +—k.h
3 (n 2 yn 22)

k, = f(x +h,y +k;h)
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Ahora...
MATLAB




A% MATLAB

BEX]

File Edit Debug Desktop Window Help

D ﬁ' .:'n{- @ ) Cu ﬁ 59 @ @ Current Directary: | CA&rchivos de programaMATLABT 1 wvark

Shortcuts [2] Howe to Add [Z] What's Mewy

o ot
oo

A
fa B L= ~ | Stack
Marme |VaMe |Cbss
H A 123456 double
E 10 double
HH ans [1 4916 25 36] double
Objetos creados
<]
A
""" pE = Pl * eXpl-T]; Al

Command Window

To get started, select MATLAE Help or

»» a=10

Ventana de

comandos

10

»>» A=[1,2,3:4,5,6]

escalar

Operacion escalar matriz

L=
. 2 3 ——mMmatriz
4 5 5]
xxoarh
ans =
10 20 3o
<
40 50 60
Fx AFR!
ans =
14 32 <—
32 i
h,wh
3 =
4 <
16 z5 36
=

Operacion de matrices

Producto punto




A% MATLAB

File Edit Debug Desktop Window Help

D ﬁ' ‘ .:'n{- & ) Cu |ﬁ 59 @ | @ |Currer‘d Diren:tory:|c:1.ﬂ.rchi\-'ns de programa A TLAET 1 wwark

Shortcuts [2] Howe to Add [Z] What's Mewy

A X
':ﬂgﬁéPﬁ‘@' Stack:l:l s> eye (2,2
Marne - |Value |Class
A (123,456 double || 305 = -
A - 10 double Matrices
HH ans 55 double o .
Bt 123456789 ... double 1 espeC|aIes
»x EEras (2,2)
ans =
0 0
u] u]
»» £=1:1:10 . s ey - . .
< Definicion util de matriz fila
£ =
< I (2]
Command History 1 Z 3 4 . 6 7 8 2 10
)
Fx 3init)
ans =
0.8415 0.9093 o.1 -0.7568 -0.95389 -0.2794 0.6570 0.9g894 0.4121 -0.5440
>x BXPIT) . .
< Funciones sobre matrices
ans =
1.0e+004 *
0.0003 o.0007 0.0020 0.0055 0.0145 0.0403 0.1097 0.z2981 0.3103 2.2026
[(_] [ m ‘il




A% MATLAB -2 /E3
File Edit Debug Deskiop Window Help

D ﬁ' ‘ r:u% ‘ . LR ] |ﬁ ﬁ @ | @ |Currer‘d Directory:|c:1.l\.rchivns de programahATLAET 1 wwark Mg

Sh%s@s [#] How to Add (2] Ywhat's Mew
Workspage 7 X |Command Window

': .\aé§|:i‘-' Stac:k: S
Mame - \ | Walue | Class

[123456] double
double
double
double

Editor de Comandos
a o]

/

Command History 2

o\ maTLAB »

ﬂ Toolboxes ]

W Simulink »

ﬁ Elocksets »

Shorkcuks ]

E‘E‘ Deskkop Tools  # Command History
O Web ¥ [T Current Director
% Preferences... @ Wiew Source Fi
d§) Find Files. . Editor

@ Help Path M
Q Demos Waorkspace m

4\ start




.

File:

)

—

File Edit ‘iew Insert

Toaols

Edit Debug Desktop Window Help N
>
O | & B v o ﬁﬁf E @ Current Diret@and SettingsMicolds Escritorioiclase jusves )

~| Definir “lugar de trabajo’

Desktop  Window  Help

DEedE kh RANE € 0E 50

ejermplo

': BE =5 | B | [V " | Stack -
Marme | “alue | Clazz
H A [123456] double
HHt (1234586789 . double B0 .
EW | O N ol Y O I i s W o al Ll
¥ L
N Resultado gréafico > s
40+
Set de instrucciones Sl
\l/ 0k
C:\Documents and Settings\Hicolas\... E]@
< File Edit Text el Tools Debug Deskkop » N File Edit Text el Tools Debug Deskkop
DS E o o & i D@ RRe o & 4
..... =
_____ 1 1 - clear all; olc: 1 function o = sumwait)
..... ol 27 A= [1,2,3:4,5,8]; 2 - aux = zeros (1, lengthit));
_____ o 3- t = 1:1:10; 3 - aux(l)l=tc(1):
_____ S ¥7 W= swmalt); 4 — for i = 2:1:length(t)
_____ 1 5 - x = 10%sinit); 5 - aux(i)= t(i)+ auxii-11:
_____ o 6 - § = expl:t],f’lDDDL' 6 — end
..... gl 7 opletit,x, t,y. towl: T - o= aux:
_____ = 8 - title('ejemplo'):
_____ . 9 - legend|'seno(t)','expit)', 'sums');:
10
..... =
11
..... e
..... =
_____ I:ip’f Ln & Cal 16 T Ln 2 Col 1B
----- help for
----- clo
----- help lenght [
----- help lengrth il

» N

»

sena(t)

expt)
suma

Definicion de funcioén




A% MATLAB E]

File Edit Debug Desktop Window Help

D EF: .H:- @ Ky O ﬁ ﬁ @ @ Current Directory: | C\Documents and SettingsMicoldzEzcritoriolclaze jueves b [:]
Shortcuts [#] Howto Add  [#] What's Mew
# X |Command Window
': g S & " Stack: =% help for
e |Value |Class FOR Rﬂpeat statements a specific nuwber of times.
EA [123456] double The ggneral form of a FOR statement is:
Hit [123456789... double
HE‘W [136101521 28... double FCOR wariable = expr, statewment, ..., 3tatement END
H = [B.4147 909314, double
EH}‘ [0.002?183 0007 . dauble The oglumns of the expression are stored one at a tiwe in
the wvariable and then the following statements, up to the
END, gre executed. The expression i=s often of the form X:Y¥,
in which case its coluwns are simply sScalars. Sowme examples
[asswpe N has already bheen assigned a value) .
for R = 1:N
for C = 1N
AR, C) = 1/ (R+C-1);
end
gnd
<
2 x Step § with increwments of -0.1
----- ETE £, 4] Ea for 3 = 1.0: -0.1: 0.0, do_some_task(3), end
----- ZEBros (i, 2)
----- 1:1:10
----- En caso de problemas, la
----- eye [&,2) / . .
----- zeros (2,2) Fression appears
_____ mejor ayuda... lejos
o\ MATLAB b
<€5~ Toolboxes » The BREALK statement can be used to terminate the loop prematurely.
i Simulink ]
ﬁsh;.ckgets » Zee also if, while, switch, hresk, continue, end, colon.
Shorteuts ]
Elﬁ‘ Desktop Tools ’ht Reference page in Help hrowser
@ eh ' th doc for
% Preferences...
fi] Find Files. .
@ Help “
4 Demos > >

4\ start



2. EJEMPLO DE MICHAELIS - MENTEN

Modelo Cinético:
% = —K, -[S][E]+ K, -[ES]
E+S——>ES

d[ES] _

— ™ '[S][E]_ Kz ’[ES]_ K3 ’[ES]
K2 ‘ dt

ES—=>E+S d[E]

K3 ——==-K,-[S][E]+ K, -[ES]+K; -[ES]
ES———>E+P ddé
o KT

Cuasi Estacionalidad:

d[ES] _, diPl_ _dIS]_y gy, [S]
dt ‘ dt dt % K, +[S]
[Eo] = [E]+[ES] K = KK,

" ®




concentraciéon [mol/lt]

2. EJEMPLO DE MICHAELIS - MENTEN

RESULTADOS:

Modelo Cinético:

100

90

80

70r

60

50+

40~

30+

20+

10

Cinetica de Michaelis - Menten

| + |
01 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9
tiempo

K1=K2=0.005; K3=0.1

1

concentraciéon [mol/lt]

Comparacion Michaelis - Menten con cuasi estacionario
100 ‘ ‘

90

80

Scs
Pcs

70r

60

50+

40~

30+

20+

101

0 1 1 1 1

|
0 01 02 03 04 05 06 07 0.8
tiempo




Ahora...

Ecuaciones en
Derivadas Parclales




3. RESOLUCION DE EDPs

Expresion analitica

Las PDE de segundo orden pueden escribirse de forma general
(para dependencia de 2 variables):

2 2 2
ou bau ou d@u

ou
a— + +C—+ +e—+f.-u+g=0
OX oxoy oy OX

En que:
X e y son las variables independientes.

u es la variable dependiente.
Sia, b, c, etc. no son funciones de u, se dice que la ecuacion es lineal.

Complementariamente, las PDE se clasifican
segun la relaciéon entre sus coeficientes. Si:

b? — 4ac < 0 - eliptica
b2 — 4ac = 0 - parabdlica
b2 — 4ac > 0 - hiperbdlica




3. RESOLUCION DE EDPs

Para resolver numéricamente este tipo de problemas existen 3 grandes métodos a saber:
- Diferencias Finitas
- Volumenes Finitos
- Elementos Finitos

Se analiza los métodos numeéricos mas comunes para resolver PDE mediante el
MDF. En particular, se hara mediante la ecuacion de transmision de calor (o de
Fick) simplificada.
) simp ) 1 ou
Viu=——
k ot

Junto a la ecuacion, la interpretacion fisica de una PDE va acompafiada con condiciones
adicionales. Para la ecuacion de calor hay 2 tipos de condiciones:

1.- Condicién inicial: U()?,O) _ Uo ()q() /¥ & Dominio

2.- Condiciones de borde:
2.a.- Condiciones tipo Dirichlet:

Consiste en imponer _ _ _
! MPOMEE U, 1) =, (X) Vte[0,T], Vxe Borde
2.b.- Condiciones tipo Newmann: “Flujo de calor en el borde del dominio es conocido”‘

%(i,t)zwo(i) Vte[0,T], VX e Borde
n




3. RESOLUCION DE EDPs

MDF se basa en la expansion en series de Taylor aproximando la
derivada parcial por cociente donde se realiza una discretizacion del
dominio obteniendo una malla de trabajo:

0 a2 1 i i+l itz %
Primer orden Error Segundo orden Error
Dif. hacia delante . —Uu. 2 _
a_U — Uiy — U; O(AX) o°u _ Ui 2l'li+1 +U; O(AXZ)
OX AX ox? AX?
Dif. hacia atras ou u, —u,, o%u U, —2u;; +u, )
o Ax 0(A%) S 0(Ax?)
Dif. central ou U .-—uU. % U, —2u, +U,_
x| M| S| o)




3. RESOLUCION DE EDPS: ELIPTICA

El caso estacionario de transmision de calor para una placa cuadrada (2 dimensiones) es:

o°T o°T -
—+— =0 ecuacion de Laplace
ox® oy
Yy O°T  Tiay = 2T + Ty O*T  Tiju =21 +T,
i G AX? oy’ Ay*
/ Reemplazando:
— ,_Fﬂ—_'da—fi'l'l,j Ti+1,j _2Ti,j +Ti—1,j +Ti,j+l_2Ti,j +Ti,j—1 _0
L] =
T [ B By A’ Ay?
Considerando una malla en que Ax = Ay:
. . Ty T+ i+ T4 47, =0




3. RESOLUCION DE EDPS: ELIPTICA

C.B. tipo Dirichlet:

":I.?ll
T'l:-l
IR EHIREE
T.
LWl
@0 e s ] v
LU L2 |3
0.0 Ty E
A
-4 1 0 1 0 0 0 0
1 -4 1 0 1 0 0 0
0 1 -4 0 0 1 0 0
1 0 0 -4 1 0 1 0
0 1 0 1 -4 1 0 1
0 0 1 0 1 -4 0 0
0 0 0 1 0 0 -4 1
0 0 0 0 1 0 1 -4
0 0 0 0 0 1 0 1

A-T = b, y la solucién estard dada por T = At-b

T b
0 Ty 'TblT - Ths
0 T, “Ip
0 T “To1 - Tha
31 T
0 T b3
12 O
0 Ty
1 T “Tha
32
0 T “Tho - Ths
13 T
1 T, b2
i Tas “Tpo - Tha




3. RESOLUCION DE EDPS: ELIPTICA

C.B. tipo Newmann:

Ti1 Tio + Tigo T Tig 4T,0 =0

Ti1.0" T, *Tiv1 .0 Aproximando la derivada en la dimensién y mediante
I diferencia finita central:

M _Tu"li T, =T, —2Ay%T

oy 2y

Reemplazando:

Tiaot+Tige+2T, - ZAV%I- —-4T,, =0




3. RESOLUCION DE EDPs: PARABOLICA

La ecuacion de calor unidimensional (a través de una barra delgada) es:

o°T ot

K
ox: ot

- Método explicito

- Método implicito




3. RESOLUCION DE EDPS: PARABOLICA

- Método explicito:

Para éste caso se utiliza una diferencia finita central para estimar la derivada espacial
y una diferencia finita hacia adelante para aproximar la derivada en el tiempo.

o°T T\ -2T'+T!, or T -T
Ox* AX? ot At
Sustituyendo:
T 2T +T, T -T| 141 | | | |
k I — v ) [ =T +0(-(Ti+1 — 2T, +Ti—1)
Con: o = kAt /(Ax)?
(Ax)°®
Criterio de convergencia: a<1l/2 —oAt<




3. RESOLUCION DE EDPS: PARABOLICA

- Método implicito:

Si bien en el método explicito es bastante simple, existen problemas de inestabilidad de
la solucidn. Este problema se soluciona implementando un método implicito, en el que la

derivada espacial se aproxima mediante una diferencia finita central, pero en un tiempo
|+1:

aZT _ Ti|+-;-l . 2Ti|+l +TI|_+]—-1 a-l- ~ Ti|+l _Ti|
Ox° AX? ot At
Sustituyendo:
T-I+1 _ 2T-I+1 +T-I+1 T-I+1 _T-I | | | |
k - .~ = _ — ) ol 0+ 1+ 2a0)T, " —aT, 0 =T,




3. RESOLUCION DE EDPs: PARABOLICA

Ambos casos pueden escribirse de

manera matricial

(114 (1-2a «

:1 a 1-2«
T|+1 — a
T|+l
L NX I

Tll _a'fo(tl) |

AT |+]0

TI\le _0!' fm+1(tl)_

(1+2a -«
-a 1+20 —«o

-

AT, =|Ta |+]0

- Método explicito

__I_1|+1_ Tll r fO (t|+1) -

T | [T LFma )]




3. RESOLUCION DE EDPs: PARABOLICA EN 2D

Finalmente se analiza el caso en que se tiene transmision de calor en estado
transiente sobre una placa.

o°T 0o°T) oT
K + =
x> oy’ ot

Para la resolucion numérica de este problema se utiliza el método de las lineas.
En este se aproxima el problema PDE a un sistema de EDOs lineales, por eso su nhombre.

]

ot

ot _ kLTm,j _2Ti,j +Ti—1,j +Ti,j+1 _2Ti,j +Ti,le

AX? Ay?
La ecuacidn anterior se realiza para una malla. Considerando Ax = Ay:

~

oT, .k

1, ]

a AX?

o T +T + T, — 4T,

i,j+1 i,j—-1 ij -

(Ax)*
4k

Criterio de convergencia: ot <




Ahora...
MATLAB... otra vez
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