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Una prestigiosa Escuela de Ingenieria afectada por una serie de robos los tltimos meses,ha decidido
aumentar los niveles de seguridad dentro de sus dependencias. Debido a que las medidas de supervisacién de
entrada (por ejemplo exigir una tarjeta de identificacién a todos los que entren a la facultad) han sido més
impopulares que efectivas, se ha decidido contratar a 2 guardias (Jack y Tony) que vigilardn desde el interior
del recinto.

Se sabe que los ladrones entran a la facultad segin un proceso de Poisson de tasa A [ladrones/hora].
Si un ladrén entra y estd disponible alguno de los guardias, comenzard una persecucion desenfrenada entre el
guardia y el ladrén, persecucion que dura un tiempo aleatorio segin una distribucién exponencial de media
1/4; [horas/persecucion] para Jack y 1/d, [horas/persecucién| para Tony. En la persecucién el guardia siempre
apresa al ladron, lo deja detenido y luego sale inmediatamente a seguir con su turno. Si un ladrén entra y no
hay guardias disponibles, roba la mochila a alguno de los indefensos estudiantes y sale del campus al instante
(considere que el tiempo que se demora en elegir a su victima, robar y escapar es despreciable). Considere
ademas que si entra un ladréon cuando los dos guardias estan disponibles, siempre serd Jack el que lo persiga
(quedando Tony disponible por si ingresa otro ladrén).

Lamentablemente Tony no es muy responsable con su trabajo y se duerme ocasionalmente. El tiempo
que permanece despierto es una variable aleatoria exponencialmente distribuida con media 1/+ [horas/periodo-
despierto]. La improvisada siesta (o tiempo que pasa dormido) toma un tiempo exponencialmente distribuido
con media ﬁ [horas/siesta], tiempo después del cual despierta y sigue con su turno inmediatamente (esperando
que nadie se haya dado cuenta). Considere que Tony no estd disponible cuando se encuentra dormido y que no
puede comenzar a dormir mientras ocurre una persecucién (ya sea suya o de Jack).

1. (1.5 puntos) Modele el estado de ocupacion de los guardias en la facultad con una Cadena de Markov
en tiempo continuo.

Soluciédn:

(0.7 puntos) por los estados, (0.8 puntos) por las flechitas.

Observacién: descontar poco (0.3 puntos) a quienes se confundieron y pensaron que si Jack iniciaba una
persecucion y Tony dormia, éste lo despertaria.



2. (1.0 punto) Justifique la existencia de probabilidades estacionarias y plantee el sistema de ecua-
ciones que permitirian calcularlas.

Solucidn:

La cadena admite probabilidades estacionarias porque es irreductible y finita (0.2 puntos).

El sistema a resolver es:

Upaur (0 +A) = Hpp -7+ Hodur - §; (1)
pp(A+7) = Hpo-0:t+1lop - 6; + pgur - p (2)
Hop (A+6;) = Tloo 0t +Upp - A+ odgur - 1 (3)

Hodur (0 +9;) = Ipaur - A (4)
Opo (A+0;) = Moo -0 (5)
H00(5t+5) = Ilpo-A+1Ilpp- A (6)

1 = Ipgur +1pp +1lop + Hogur + lIpo + Hoo (7)

(0.1 punto por cada una de las primeras 6 ecuaciones y 0.2 punto por la tltima).

3. Suponiendo conocidas las probabilidades estacionarias y que el sistema lleva operando por mucho tiempo,

responda las siguientes preguntas:

a)

b)

(1.0 punto) ;Cudl es el nimero medio de robos por unidad de tiempo en el largo plazo?
Soluciédn:
Moo + Hodur)

(1.0 punto) En el largo plazo, jcudl es la tasa de ocupacién de cada uno de los guardias (fraccién
de su tiempo que estdn en persecuciones)?
Solucidn:

TasaOcup joer = oo + op + Hogur

TasaOcuprony = lloo + Ilpo

(1.0 punto) Si Jack acaba de empezar a perseguir a un ladrén, estando Tony disponible. ;Cuél es
la probabilidad de que Jack termine de capturar al ladrén antes de que Tony inicie una persecuciéon?
Solucidn:

Se debe hacer una carrera de exponenciales entre el tiempo de persecucién de Jack (se distribuye
exp(d;)) v el tiempo que demora llegar un nuevo ladrén para que Tony lo persiga (distribuye exzp(X)).
Luego el resultado pedido es:
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(0.5 puntos) Considere que un robo le genera una pérdida de C' pesos a la universidad. Encuentre
el valor en pesos por hora de w, el maximo que la universidad estaria dispuesta a pagar por el tiempo
que cada uno de los guardias pasa persiguiendo ladrones.

Soluciédn:
Se debe cumplir que

CAXIoo + ogur) = w(IIpo + 2Hoo + Hop + Hodur)
Luego:
_ CXIoo + odur)
IIpo + 2llpo + op + logur

Observacién: Pueden haber considerado w como un pago conjunto a los dos guardias. Considérenlo
bueno también




