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Problema 1

1. Los estados son los siguientes:

(0): La consulta estd vacia y el doctor tocard guitarra durante esa hora.

(1,1,0): Hay un paciente atendiéndose, el cudl estd en su primera hora de atencién y la sala
de espera esta vacia.

(1,1,1): Hay un paciente atendiéndose, el cudl estd en su primera hora de atencién y en la
sala de espera hay una persona.

(1,2,0): Hay un paciente atendiéndose, el cudl estd en su segunda hora de atencién y la sala
de espera esta vacia.

(1,2,1): Hay un paciente atendiéndose, el cuél estd en su segunda hora de atencién y en la
sala de espera hay una persona.

(1,2,2): Hay un paciente atendiéndose, el cuél estd en su segunda hora de atencién y en la
sala de espera hay dos personas.

Es importante notar que sélo se puede estar en el estado (1, 1,2), si se parte en él. Como asumimos
que el consultorio parte vacio, entonces nunca se llega a dicho estado y por lo tanto podemos no
incluirlo en la cadena.

La cadena se muestra en la siguiente figura:

Vemos que existe una tnica clase recurrente, aperiddica, conformada por la totalidad de los estados
de la cadena. Por lo tanto, existen probabilidades estacionarias.

2. En esta parte consideramos conocido el vector II de probabilidades estacionarias.

a)

Para responder a esta pregunta debemos ver que condiciones deben darse en cada estado
para que existan pacientes que se retiren indignados. Esto sucede en los siguientes casos:

= (0): Todos los pacientes que lleguen después del segundo (i.e., a partir del tercero).
= (1,1,0): Todos los pacientes que lleguen después del segundo.

(
(

= (1,1,1): Todos los pacientes que lleguen, menos el primero.
(1,2,0): Todos los pacientes que lleguen después del segundo.
(

= (1,2,1): Todos los pacientes que lleguen, menos el primero.

= (1,2,2): Todos los pacientes que lleguen.
Por lo tanto, denotando por F a la esperanza de la cantidad de pacientes que una hora se
retiran indignados se tiene que

By = Ilp- Z(k —2) - aor + a0 - Z(k —2) a1+ - Z(k —1) - o
k>2 k>2 k>1
+1I(1,2,0) - Z(k =2)-a +Hagn) - Z(k —1) o + 129 Z k- asy .
k>2 k>1 k>0



b) Si un paciente logré entrar al sistema pudo haberlo hecho en los siguientes estados: (0),
(1,1,0), (1,2,0), (1,1,1) o (1,2,1). Por lo tanto, dado que el paciente entré al sistema, los
“casos favorables” a considerar son los asociados a estos cinco estados.

Para determinar los “casos favorables” analicemos lo que sucede en cada uno de estos estados.

= Estados (1,1,1) y (1,2, 1): En estos estados el paciente nunca serd atendido en la siguiente

hora, ya que ya habfa una persona esperando y ella serd atendida antes (recuerde que el
médico atiende por orden de llegada).

= Estado (0): El paciente serd atendido en la préxima hora si es el primero en llegar. Esto
puede suceder si es el Unico en llegar o si llegan méas de uno y es el primero de ellos.

= Estado (1,1,0): Este caso es andlogo al anterior, pero hay que considerar la posibilidad
de que el paciente que actualmente se estd atendiendo requiera una segunda hora con el
médico.

= Estado (1,2,0): Este caso es andlogo al caso del estado (0).

Denotemos por Ilgor a la probabilidad de estar en alguno de los cinco estados “favorables”,
es decir

Her = o + 11,0y + Ha,2,0) + i + a2, -
Por lo tanto, la probabilidad pedida es:

1
Po= Hor (Mo (@01 + 3ady) + 1,0y P (an1 + 5ay) + M 2,0) (@21 + F03)]

¢) Los pacientes que disfrutan de la musica de Pepe, lo hacen cuando llegan y logran entrar
mientras el médico estd desocupado. Luego la esperanza pedida es:

E2 = Ho(l -1+ 2- a6r2)

Problema 2

1. La cadena de esa parte es:

1-q q

G e

1-r-s 1-u t
r 1-t

En la cual se tiene que los estados A y B forman un clase transiente y los estados C'y T'. Si la cadena
inicialmente se encuentra en el estado A y queremos calcular el nimero esperado de transiciones
hasta visitar por primera vez el nodo terminal, podemos descomponer esta esperanza como la
suma de los siguientes 2 términos:



= El nimero esperado de transiciones hasta llegar al estado C, partiendo de A, lo que corre-
sponde a Wy si utilizamos la estructura de contador de permanencia en el transiente.

= El niimero esperado de transiciones hasta llegar por primera vez al estado T, partiendo de
C'. Sea esta esperanza E¢c 1.

Si denotamos a la esperanza pedida como E 4, se tiene que:

Epa=Wy+ EC,T

Para calcular Wy, utilizamos la siguiente estructura de costos de contador de permanencia en el
transiente:

En esta caso g = 0, ya que los estados transientes que tienen costos distintos de cero tienen
probabilidades estacionarias nulas, por lo que debemos resolver el sistema:

[-PW=F We=0 Wp=0

Reemplazando con los valores de la cadena:

1000 1—g¢q q 0 0 Wa 1
01 0 O 7 T 1—r—s s 0 Wl |1
0 01 0 0 0 1—u wu Wel |0
0 0 01 0 0 1—t ¢ Wr 0
Luego se tiene que:

q —q 0 0 Wa 1

-r r+s —s 0 We| |1

0 0 u  —u Wel |0

0 0 t—1 1-t Wr 0

Dado que W = Wr = 0, del sistema matricial anterior se obtiene el siguiente sistema de 2X2.

qWa—qWp =1 —rWp+(r+s)Wy =1
De donde facilmente se obtiene que:

r+s—+gq
q-s

Wi =

Para calcular el término de Ec 1 se tiene que:

oo
Ecr=Y k-(1-uw)f"'-u
k=0

1Corresponde a los estados recurrentes



o0
Reordenando y usando la serie Y ka* = ﬁ entregada en el enunciado, se tiene que:
k=0

> liqikz (1 iz U l—u 1
C,T:— . — U = . 2 = —
¢ = l—u wu U

Este resulatdo también se puede obtener directamente observando que la variable aleatoria a la
cual le calculamos la esperanza es una geémetrica, cuya valor se entrega en el enunciado.

Finalmente:
r+s+ 1
B, o Ttsta 1
q-s u
Para la siguiente cadena:
1-q4 9% . -
1-n-m - 1-u; t
C\ n 1 1-ry-s, 1t
m
a, Sz u;
G O (¢ .
l'qz 2 l'rz'SZ 1't2

Si inicialmente se encuentra en el estado X y queremos calcular el niimero esperado de transiciones
hasta visitar por primera vez alguno de los nodos terminales (EX7T17T2)7 podemos separar esta
esperanza en 3 partes:

= Esperanza del niimero de transiciones hasta salir del estado X. Llamemos Ex a este valor.

» Sila cadena al salir de X evoluciona a la sub-cadena 1 (con probabilidad Px, 4, ), inicialmente
se encuentra en el estado A; y queremos calcular el nimero esperado de transiciones hasta
visitar por primera vez el nodo terminal T, lo que calculamos en la parte 1, para el caso
general.

= Sila cadena al salir de X evoluciona a la sub-cadena 2 (con probabilidad Px 4, ), inicialmente
se encuentra en el estado Ay y queremos calcular el niimero esperado de transiciones hasta
visitar por primera vez el nodo terminal T5, lo que calculamos en la parte 1, para el caso
general.



Esto es:
Exrom=Ex +[Ea, /X~ A1]- Px,a, +[Eay1/X ~ Ao - Px. a4,

El primer término se calcula de la misma forma que el segundo término de la parte 1. Esto es:

1
n—+m

Ex =

Los términos [Ea, 1, /X ~ A1] y [Ea, 1,/X ~ Asg)], corresponden a la esperanza calculada en la
parte 1 para 2 casos particulares. Es decir:

1 1
7’1+S1+Q1+_ [EAQ,TQ/XWAQ]:T2+52+Q2+_

EA,T X ~ A] =
B/ 1 q1 - $1 Uy g2 - S2 U

Por 1ltimo las probabilidades de ir a la sub-cadena 1 y 2 respectivamente, dado que se salié de X
estan dadas por:

n m
P = P =
XA = T XA = 0T
Por lo tanto:
1 1+ s1+ 1 n ro 4+ So + 1 m
BExr1, = n 1 1 Q1+_ ] + 2 2 Q2+_ ]
n—+m q1 - S1 w1 n-—+m g2 - S2 Uo n—+m
Problema 3

1. Pendiente

2. Después de cada test, D crece en uno con probabilidad P;(1 — P,), baja en uno con probabilidad
(1 — P1)P, o queda igual con probabilidad P; Py + (1 — P;)(1 — P2). S6lo nos interesan los pares
en que D cambia, por lo tanto si descartamos los pares en que D no cambia, la diferencia sube en
uno con probabilidad

p = P[sube 1]subié 1o bajé 1]

Pi(1—Py)
P(1—P)+(1—P)P,

y baja 1 con probabilidad

(1—P)P,
P(1—Py)+ (1— PP,

g=1-p=

La probabilidad de que el test afirme que P, > P; es igual a la probabilidad de que el jugador
que gana un ficha con probabilidad p baje M antes de subir M. De acuerdo a la ecuacién de la
parte 1 (F; = M), coni= M, N =2M, esta probabilidad estd dada por

1-(q/p)N
1—(¢/p)™
Pltest afirme que P, > Pj|=1— ——————
[ e £ > B 1— (q/p)*M
B 1
L+ (p/gM
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