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Problema 1

1) (1 pto.) Para las siguientes funciones, determine si los puntos entregados son
optimos, ya sea locales o globales. Para esto, utilice las condiciones de primer y
segundo orden vistas en clase.

a) f(x,y) = (x-2)?> + (y-5)3 en el punto (x,y)*=(2,5)
b) f(x) = ++/x en el punto x*= 4%
X

c) f(x) = x**-5 en el punto x*=0

2) (1.5 pto.) Describa el método general de descenso para f(x)OC!R")
partiendo de X,. Como podria hacer mas eficiente este método, refiérase a los

parametros que éste considera y mencione algin ejemplo basado en los
métodos vistos en clase.

3) (1.0 pto.) El método de Newton se caracteriza por considerar la expansion de

segundo orden de (). Determine a partir de ésta la expresién para la direccién
de descenso que utiliza este método de optimizacién.

4) (0.5 pto.) Para la minimizaciéon de las siguientes funciones, équé método
recomendaria, Newton o Gradiente?

a) f(x,y) = x* + 3y?
b) f(x) = x3 + exp(-x?)

5) (2 ptos.) Para los siguientes problemas de optimizacién (P) y (P’)

(P)  MinF(x, y):X_2+M (P')  MinF(x,y): (x=1)2 +(y+1)?
16 9 ; even
9,(xy)=x*-y<0 0,(x y) =15x* -5y <

g,(x,y)=x*+(y-2?%<4

a) Desarrolle las condiciones de KKT para ambos problema. Evalle las
condiciones en el punto (0,0) y analice su cumplimiento. Analice
optimalidad. Justifique.

b) Grafique los problemas (P) y (P’) e identifique el éptimo graficamente.



Problema 2

La conocida tienda por departamentos ZIPPY & CO. desea determinar su plan de
abastecimiento y distribucion para los préoximos T dias. La empresa cuenta con un
centro de distribucidon Unico, y con I tiendas a lo largo de todo Chile, las que
ofrecen N productos diferentes.

El centro de distribucidn recibe productos de sus proveedores, los que son enviados
inmediatamente a la zona de despachos, donde son procesados y despachados a
las respectivas tiendas, o bien son enviados a bodega. Esta bodega se encuentra
ubicada en el mismo centro de distribucién y cuenta con un espacio de H[m?].
Considere que cada unidad de producto n tiene un volumen F,[m3/unidad]. El
centro de distribucion tiene, para cada periodo t, una capacidad de recepcién de
MaxR; y una capacidad de despacho de MaxD; unidades de cualquier producto, esto
debido al espacio y mano de obra acotados. Considere que los costos de

procesamiento en el centro de distribucidn el dia t son de a,[$/unidad] y el costo

diario de almacenamiento en bodega es de M[$/m>]. Al comienzo del horizonte, el
centro de distribucion cuenta con R, unidades de producto n en bodega.

Debido a las limitantes de espacio y mano de obra, se tiene la opcidén de arrendar
por dia alguna de las K posibles bodegas externas. Estas bodegas no tienen la
capacidad de almacenar en inventario, pero sirven para procesar productos que la
empresa recibe de su proveedor y despacharlos a las tiendas durante el mismo dia,
con el objetivo de disminuir la carga de trabajo en el centro de distribucion. Cada
bodega externa k tiene capacidad para procesar hasta MaxP unidades al dia de

cualquier producto a un costo unitario S, [$/unidad]. El costo de arriendo de la
bodega k es A[$] por dia.

El costo de transporte desde el centro de distribucion a la tienda i es de [ [$/m®] y
desde la bodega externa k a la tienda i es de A,[$/m°’]. Los envios desde el centro

de distribucién o cualquier bodega externa hasta la tienda i demoran 9, dias en

llegar. Ademas, cada tienda i ha acordado el envio de D, unidades del producto n
para cada dia t> 9, (es decir, los primeros O, dias, la demanda de productos por

parte de la tienda i es cero). Considere ademas que el centro de distribucion puede
dejar demanda insatisfecha por motivos operacionales. El costo de dejar demanda

insatisfecha del producto n en la tienda i es de 8, [$/unidad].

Suponga que cada producto n es adquirido a un Unico proveedor (es decir, hay N
proveedores, uno para cada producto) a un costo unitario C,[$/unidad], siendo los
proveedores los responsable de transportar los productos al centro de distribucion o
bodegas externas arrendadas en el periodo. Los proveedores han informado que
para el periodo t, puede vender a la empresa hasta B,; unidades del producto n.

Plantee un modelo de programacion lineal mixto, que minimice los costos de
abastecimiento y distribucion de ZIPPY & CO. en el horizonte de T dias.



Pauta:
Pregunta 1
1)

a. Calculamos Of (X,Y) :( 2(x-9) ]

3(y-5)*

0
Evaluando en (x,y)=(2,5) => Of (25) = (OJ , se cumple condicion de primer orden.

0
Calculamos ahora Hf (25) = (O Oj' es semi-definida positiva. Como no es
definida positiva, entonces no se puede concluir nada de este punto.

1

2Jx

b. Calculamos Of (X, y) = —iz +
X

1 1
x_ U3 _ 13y — _ + - .
Evaluando en x*=4 > Of (47°) 25 s 0, condicién de primer
orden.
2 1 1/3
Calculamos  ahora Hf (X) =— - 55 €valuamos en x*=4 =>
x°  4*X

1 3

4% 2 =§>O es definida positiva. Con esto, se puede decir que el
punto 43 es minimo local. Ademds, la funcién es convexa (deberdn bosquejar un
grafico para verlo), por lo que se concluye que es minimo global.

2
Hf 4"°) == -
()4

2
c. Calculamos [If (X) ZW' No se puede evaluar en el punto x*=0, no se cumple
X

condicién de primer orden, la funcién no es C! y no es posible concluir si el punto es
minimo o no para la funcidén con estas condiciones. Sin embargo, es facil ver que el
punto x*=0 es efectivamente el minimo.

2)

Require: x? = R", f e C'(R"), = = 0.
-k — 0, 65 — | VF(x®)|.
. while % = - do .
Buscar xk+1 : f(x*) = f(xk+1),
SR — || VE(xXRET)|.
k—k+1.
:return x* = x*.

5 ih A =

Se busca un punto estacionario de una funcién escalar f. Se generan iterativamente
una sucesiéon de puntos {x}; k=0, 1, 2... tal que la sucesién correspondiente
{f(x*)}; k=0, 1, 2... sea mondtona decreciente. Una sucesién que verifica esta
propiedad se dice que es una sucesion de descenso para f.

Este método general de descenso podria hacerse mas eficiente en la forma que se
determina el siguiente punto X**! en cada iteracién. En clase se vio que éste se



determina segin X**'=x*+cd, luego escogiendo el paso c y la direccién de descenso
d de manera “inteligente”, podra aumentarse la eficiencia del método. Por ejemplo,
en gradiente la direccion de descenso corresponde a la direccion de maximo

descenso de f, —Uf(X) y el paso A, como el paso que minimiza el valor de

f(x* +A,d). Para newton, la direccién de descenso es — Hf (x)™'0f (x), y el paso

es unitario. En el algoritmo de blUsqueda binaria, la direccion es dada (pero debe
ser de descenso) y el paso se escoge de manera de “encerrar” al 6ptimo en un
intervalo y en cada iteracion va “achicandolo” segun la exactitud que se le exija.

1
3) Por Taylor de segundo orden, f(x+d)=f(x)+0f(x)'d +§dtD2 f (x+Ad)d
para algin A (0)). Por continuidad, y para d pequefios, aproximamos
O0%f (x+Ad) a O?f(X).
1
Asumiendo [0%f (X) >0, minimizamos f(x+d) = f(x)+0Of (x)'d +§dtD2 f(x)d .
«  Eléptimo es d =—(0%f(x)™)Of (x).
«  Notemos que d'0f (x) = -0Of (x)' (0* f (X)) " Of (x)
« i.e.si O°f(x) >0, d es direccién de descenso.
4)
a) la funcion es de forma cuadratica y (estrictamente) convexa, por lo tanto newton
termina en una iteracién en la basqueda del éptimo.
b) con gradiente es suficiente para encontrar el 6ptimo, pues la funcién no se
caracteriza por tener comportamiento excéntrico y dado que el método es menos

costoso (computacionalmente) es preferible. (poner newton no esta mal tampoco,
pero quitarle un poquito de puntaje, siempre que argumenten bien).

5) Problema (P):

Primero se lleva el problema a la forma estandar

(P) MinF(x,y): I—;+@

g, (x,y) =x*-y<0
g,(x,y) =x>+(y-2*-4<0

Ahora calculamos los gradientes de f y g;

( 2x /16 J (ZXJ ( 2X J
f= ; Ug,= ; Ug,=
2Ay+3)/9 = 20y -2)

Asi, se tiene que las condiciones de KKT son las siguientes:

2x /16 N *2x+ 22X —o
2y+3)/9 Kol oq T 2(y-2)



H* (x*-y)=0
H* (X*+(y=-2)*-4=0

Evaluemos el punto (0,0), nos queda:

My (0-0=0 =, 00
M O+ (0_2)2 -4=0 = u, 00

S lf(2) -

A primera vista no podemos despejar los valores de los multiplicadores, sin

Entonces,

0 0
embargo debemos notar que ( :Jy ( j son linealmente dependientes, iel

punto no es regular! Luego, no podemos concluir nada de este punto con

KKT. Sin embargo, graficamente se vera en la parte b) que éste si es el éptimo del
problema.

Problema (P’):

Notamos que el problema ya esta en forma estandar:

(P)  MinF(xy): (x=1)*+(y+1)°
g,(x,y) =15x* -5y <0

Ahora calculamos los gradientes de f y g;

[ﬁ:(ax—nj ; D%;(4agj
2(y+1) -5

Asi, se tiene que las condiciones de KKT son las siguientes:
2(x-1 2
(D), (457
2y+1) -5
#* (15¢ -5y)=0
Evaluemos el punto (0,0), nos queda:

4* (0-0=0 = 44,00

Entonces,



De aqui -2=0, icontradiccion! Esto se debe a que la regidon no es convexa, luego el
punto no cumple KKT. Es légico que no lo cumpla, ya que graficamente se vera en
b) que el punto (0,0) no es el éptimo.

b) Grafico problema (P):

-1
El 6ptimo esta en el (0,0).

Grafico problema (P’):
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Aqui no es necesario que expliciten cual es el 6ptimo (pues las ecuaciones son
dificiles), pero si deben darse cuenta de que el 6ptimo no es (0,0) como se daba a
entender con la parte A) cuando se pidid KKT.



Pregunta 2

a)

Variables de decision: (1 pto.)

X,. = Unidades compradas de producto n en periodo t.

Xnkt = Unidades compradas del producto n que son enviadas a la bodega externa k
en periodo t.

Y. = Unidades del producto n enviadas a la tienda i en periodo t.

Y, = Unidades del producto n enviadas desde bodega externa k a la tienda i en
periodo t.

I, = Unidades del producto n en inventario en el Centro de distr. en t.

S, = Unidades de demanda insatisfecha del producto n en tienda i en t.

1 Si se arrienda bodega externa k en t
AP
Restricciones:

1. Naturaleza de las variables: (0,2 ptos.)

X >znk'(’Y ?nkit’I

nt? nit ? nt?

Z, 0{o1}

S, LIN
2. Satisfacer disponibilidad de productos: (0,5 ptos.)
Xy + Y Xy <By On,t
k

3. Satisfacer la demanda de cada tienda: (0,5 ptos.)

Yoia * D Yaira = Doy =Sy Oni [DOttalque & <t<T
k

4. Capacidad de almacenamiento del centro de distribucién: (0,5 ptos.)

> Fl,<H Ot

5. Capacidad de recepcién del centro de distribucion: (0,4 ptos.)

> X, < MaxR Ot

6. Capacidad de despacho del centro de distribucién: (0,4 ptos.)

D Y, < MaxD, Ot
nt



7. Ecuacion de inventario del centro de distribucion: (0,5 ptos.)

In,t—l + Xnt - Sni,t—l = Int + zYnit - Snit Dn Dt >1
i
no olvidarse de la condicién de borde:
Rn +Xnt = Inl-i_ZYnil_Snil Dn

(podrian definir también I;=R, y So=0 en vez de la anterior, y restricciéon 7 queda
“para todo t”).

8. Continuidad de flujo de las bodegas externas: (0,5 ptos.)

D Xy < MaxP-Z,, Ok, t

9. Capacidad de procesamiento de cada bodega externa: (0,5 ptos.)

Xk zzvnkit On Ot

Funcion objetivo: (1 pto.)

minZ = (ch'xm + zcn'>_(nktJ +(Z:ui 'Fn 'Ynit + Z/]ki 'Fn 'Vnkitj-'-(zat 'Ynit + Zﬂk 'Vnkit
n,t

n,k,t n,t n,i,k,t n,,t n,i,k,t

+;Mt'Fn'|nt +;Ak'zktt +29nt'snit

n,,t

Nota de correccion: En algunas restricciones pudieron haber puesto [t <T -0,
esto porque como el envio tarda O, dias en llegar, no hace falta decidir el envio de

productos después de T —0. dias. Si lo pusieron en las restricciones correctas (las
relacionadas con envio de productos a las tiendas), esta bien.

Dudas y/0 comentarios a:
André Carboni
andre@carboni.cl
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