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Modelo de Regresién con 2 Variables
©00000000

Método de Minimos Cuadrados Ordinarios

De la seccién anterior teniamos que el error estimado era:

& = yvi—J¥

= yi— b= X
es decir, los residuos son simplemente la diferencia entre los valores
verdaderos y estimados de y;.
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Modelo de Regresién con 2 Variables
0®0000000

Método de Minimos Cuadrados Ordinarios

Si queremos que la funcién de regresién muestral sea lo mas
cercana posible a la poblacional, debemos tratar de escoger los
coeficientes de regresion (los Os) de forma tal que los errores sean
lo mas pequenos posible.

De acuerdo a esto un criterio para escoger la funcién de regresion

muestral podria ser minimizar la suma de los los errores:
> 0; = > (yi — 7i), sin embargo este criterio no es muy bueno.
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Método de Minimos Cuadrados Ordinarios

De acuerdo al grafico, existe una gran diferencia en la magnitud de
los errores, sin embargo en la suma de los errores todos reciben el
mismo peso...

... es posible que la suma de los errores sea muy pequena cercana a
0, incluso cuando la dispersién de los errores en torno a la funcién
de regresién muestral es alta.
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Método de Minimos Cuadrados Ordinarios

Este problema puede ser solucionado al considerar la suma de los
errores al cuadrado como criterio a minimizar, en este caso los
errores mas lejos reciben un mayor peso:

Y& = > vi—n)?
= Z(YI — B = X))

El Método de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) escoge
b1y B2 de forma tal que para una muestra dada, Z@? sea lo mas
pequeiio posible.
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Método de Minimos Cuadrados Ordinarios

Entonces el problema que este método propone resolver es el
siguiente:

mn >

B1,52
las condiciones de primer orden de este problema son
o> w? A A N
7ZA L= =2) (i—Pri—BeX)=-2) ;=0
P
oy 02
823’ = =2 (vi—B—BX)Xi=—-2) b
2

— B — B2 X;)?

Xi=0
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Método de Minimos Cuadrados Ordinarios

Reordenando obtenemos las ecuaciones normales:

Syi = b+ X
DyiXi = B Xi+Bd X

Debemos resolver un sistema con dos ecuaciones y dos incégnitas.
De la ecuacién anterior podemos despejar (1:

By = Syi—BYX
1= n

reemplazando obtenemos...
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Método de Minimos Cuadrados Ordinarios

obtenemos...
By = ny yiXi—=>  XiY yi
nyX? — (30 X)?

El que puede ser escrito de la siguiente forma:

b= 22
I

donde?,-:X,-—)_(,- e)7,-:y,-—)7,-, con X,‘Z%Z?le,' (S
_ 1 n
Yi = ;Zi:lyi-
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Método de Minimos Cuadrados Ordinarios

Ejemplo: Tenemos los siguientes datos de portales de internet, con
los cuales queremos ver el impacto promedio del ndmero de visitas
en el valor de la empresa:

VEMPRESA | VISITAS | Y, =61+ 35X, | u; =Y, — 8; — 3:X;

AOL 134844 50 98976.5 35H867.5
Yahoo 55526 38 70403.7 -14877.7
Lycos 5533 28 46593.1 -41060.1
CNet 4067 8 -1028.3 5095.3

Juno Web 611 8 -1028.3 1639.3

NBC Internet 4450 16 18020.3 -13570.3
Earthlink 2195 D -8171.5 10366.5

El Sitio 1225 2 -15314.7 16539.7
PROMEDIO 26056.4 19.4 26056.4 0
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Método de Minimos Cuadrados Ordinarios

Utilizando los datos obtenemos:
S (Xi—X)? = 2137,9

> (i —y)(Xi— X)) = 5,090,422,9
. 5,090,422,9
62 - W — 2,381, 1

f1 = 26,056,4 —2,381,1-19,4 = 20,076,8
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Supuestos detras del método MCO

En el anélisis de regresién nuestro objetivo no es sélo obtener los
valores de 51 y (B2 sino también hacer inferencia sobre los
verdaderos (31 y Bo:

@ Nos interesa saber que tan cerca estan 31 y 8> de sus
contraparte poblacional

e O, que tan cerca esta y; de la verdadera E(y|X;).

Los supuestos hechos sobre X; y ¢; son fundamentales para lograr
una interpretacién valida de los valores estimados de la regresién.
Mientras no se especifique la forma como se generan X; y €;, no
hay forma de hacer inferencia estadistica sobre y; ni sobre 31 y 2.
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Supuestos detras del método MCO

@ Supuesto 1: Modelo de regresion lineal, el modelo de
regresion es lineal en pardmetros:

yi = P1+ B Xi

@ Supuesto 2: Los valores de X son fijos, X se supone no
estocastica. Esto implica que el andlisis de regresidn es un
analisis de regresién condicional, condicionado a los valores
dados del regresor X.

@ Supuesto 3: El valor medio del error ¢; es igual a cero. Dado
el valor de X, el valor esperado del término de error ¢; es cero:

E(6,|X) =0

Estadistica para la Economia y la Gestién IN 3401



Modelo de Regresién con 2 Variables
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Supuestos detras del método MCO
Lo que nos dice el supuesto 3 es que los factores que no estan

considerados en el modelo y que estdn representados a través de ¢;,
no afectan sistemdaticamente el valor de la media de y.

E(y) = By + B

Es decir, los valores positivos de €; se cancelan con los valores
negativos de ¢;. De esta forma, el efecto promedio de ¢; sobre y es
cero.
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Supuestos detras del método MCO

Supuesto 4: Homocedasticidad o igual varianza de ¢;. Dado el
valor de X, la varianza de ¢; es la misma para todas las
observaciones:

var(e|X;) = Ele; — E(e;)|X/]?
— E(e,?|X,-) por supuesto 3

= 0’2
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Supuestos detras del método MCO

El supuesto 4 implica la variacién alrededor de la recta de regresidn
es la misma para todos los valores de X.
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Supuestos detras del método MCO
Por el contrario, el el siguiente grafo observamos el caso cuando la
varianza del término de error varia para cada X;, en este caso
particular la varianza del error aumenta en la medida que la
eduacién auementa.

flwageleduc)

wage

~ - 2

-
e " Elwagelédud) =

12 Bo + Bieduc

educ

Esto se conoce como Heterocedasticidad o varianza desigual, lo
que se expresa de la siguiente manera:

var(ei|X;) = o2
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Supuestos detras del método MCO

Supuesto 5: No existe autocorrelacién entre los errores. Dado dos
valores de X, Xjy X;, con i # j, la correlacién entre ¢; y ¢; es cero:

cov(ej, €| Xi, X;) = E{ei — E(&;)|XiHe; — E(¢))| X}
= E(e]|X)E)(€1X))
=0

Si en la Funcién de regresidn poblacional Y; = 81 + 52X + €;, €
esta correlacionado con ¢; , entonces Y; no depende solamente de
Xi sino también de ¢; .

Al imponer le supuesto 5 estamos diciendo que solo se considerara
el efecto sistematico de X; sobre Y; sin preocuparse de otros
factores que pueden estar afectando a Y, como la correlacién entre
los errores.

Estadistica para la Economia y la Gestién IN 3401



Modelo de Regresién con 2 Variables
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Supuestos detras del método MCO

Supuesto 6: La covarianza entre ¢; y X; es cero E(¢;X;) = 0:

cov(ej, X;) = Elei — E(€&)|E[Xi — E(Xi)]
Ele; Xi — E(X))]

E(eiXi) — E(ei)E(X))
E(€iXi)

-0

Se supone que X y € tienen una influencia separada sobre Y
(deterministica y estocastica, respectivamente), ahora si X y eu
estdn correlacionadas, no es posible determinar los efectos
individuales sobre Y.
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Supuestos detras del método MCO

Supuesto 7: El nimero de observaciones n debe ser mayor que el
nimero de pardmetros por estimar. El nimero de observaciones
tiene que ser mayor que el nimero de variables explicativas, de otra
forma no se puede resolver el sistema de ecuaciones.
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Modelo de Regresién con 2 Variables
0000000008

Supuestos detras del método MCO

Supuesto 8: Variabilidad en los valores de X. No todos los valores
de X en una muestra deben ser iguales, var(X) debe ser un
nimero finito positivo. Si las X son las mismas = X; = X, de esta
forma ni B> ni B pueden ser estimados.

Supuesto 9: El modelo de regresidn esta correctamente
especificado.

Estadistica para la Economia y la Gestién IN 3401



Modelo de Regresién con 2 Variables
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Errores estandar de los Estimadores Minimos Cuadrados Ordinarios

La medida que utilizaremos para medir la precisién del estimador es
el error estandar, que es la desviacion estandar de la distribucién
muestral del estimador, la que a su vez es la distribucién del
conjunto de valores del estimador obtenidos de todas las muestras
posibles de igual tamano de una poblacién dada.

Recordemos el estimador MCO de (;:

b= 250
57

donde y; = ox; + ¢; (modelo poblacional en desviaciones con
respecto a la media).
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Errores estandar de los Estimadores Minimos Cuadrados Ordinarios

De esta forma reemplazando y; en el estimador de (35:

s 2 Xi(Baxi +€i)

222
A
= [+ %ﬁ;'

= p2
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Errores estandar de los Estimadores Minimos Cuadrados Ordinarios

Aplicando valor esperado a la expresidn anterior:

- nre(55)
_ 52+<Z§(;2)>7i>
= P2

La ecuacidn anterior nos dice que en valor esperado el estimador
MCO de 5 es igual a su verdadero valor. Esta propiedad del
estimador MCO se conoce como insesgamiento.
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Errores estandar de los Estimadores Minimos Cuadrados Ordinarios

Ahora procedamos a calcular la varianza de el estimador MCO de
Ba:

~

var(B) = E[B>— E(B)]?
= E(B—B)?

Por supuesto 4, E(e?) = 02 y por supuesto 6 E(eje;) = 0, esto
implica que:

N 0'2

var(f32) = ﬁ
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Estimador Minimo Cuadrado Ordinario de o2

Ahora debemos estimar el parametro poblacional o2, como este
corresponde al valor esperado de 6,2 y €; es una estimacién de ¢;,
por analogia:
52 — 2o &°
n
pareciera ser un estimador razonable. Pero los errores de MCO,

estdn estimados imperfectamente si los comparamos con los errores
poblacionales, ya que dependen de una estimacién de 31 y fo.
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Estimador Minimo Cuadrado Ordinario de o2

Partiendo del Regresién poblacional expresado en desviaciones con
respecto a la media:

Vi = PBoXj + (ej — €)

y recordando también que:

Ui = yj — Poxi

sustituyendo se obtiene...

& = BoXi + (i — €) — Poxi
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Estimador Minimo Cuadrado Ordinario de o2

Elevando al cuadrado la expresién anterior, aplicando sumatoria y
tomando valor esperado:

E(Zé) = E(B— B ZX —i—E[Z e,—e)]
(1)
— 2E|(B - B2) Y xilei )]
(i)
= var(B) ZX-2 + (n — 1)var(ej)

— 2E [ZX'E' Zx, €; ]
= %4 (n—1)0? - 25°
= (n—2)o?
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Modelo de Regresién con 2 Variables
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Estimador Minimo Cuadrado Ordinario de o2

Por lo tanto se define el estimador de la varianza 62 como:

n—2

2

De forma tal que, 62 es un estimador insesgado de o2:

1
A2 2\ 2
7 _n—2E(Zei>_U
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Modelo de Regresién con k Variables

Ahora abandonemos la simplificacion de solo usar dos variables, de
ahora en adelante generalizaremos el modelo de regresién lineal
para que pueda tener hasta k variables explicativas.

El Modelo de Regresién Poblacional en este caso es:

Yi = B1+ Poxio + B3xiz + ...+ Buxik + €,  i=1,..,n
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Modelo de Regresién con k Variables
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Representacion Matricial del Modelo de Regresion Lineal

El modelo con k variables explicativas puede ser expresado en
notacién matricial:

%1 1 x12 ... Xk B1 €1
y2 1 X ... Xk B2 €2
= +
Yn 1 X2 o0 Xpk B €n
Y = X3 +e

donde Y es un vector de dimensién n x 1, X es la matriz de
variables explicativas de dimensién n X k y € es un vector
correspondiente al término de error con dimensién n x 1.

Estadistica para la Economia y la Gestién IN 3401



Modelo de Regresién con k Variables
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Representacion Matricial del Modelo de Regresion Lineal

Ahora debemos expresar la distribucién del término de error en
términos matriciales:

E(El)
E(e2)
E(e) = : = 0px1
E(cn)
E(eie1) E(eie2) ... E(eren) o2 0 ... 0
, E(eze1) E(e2e2) ... E(ezen) 0 o> ... 0
E(ec’) = : . . = S .
E(ene1) E(ene2) ... E(enen) 0 0 ... o2

Por lo tanto:
E(ec') = P loxn
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Modelo de Regresién con k Variables
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Representacion Matricial del Modelo de Regresion Lineal

De los supuestos 3, 4 y 5, tenemos entonces que el término de
error tiene la siguiente distribucidn:

€~ (0n><1a U2|n><n)
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Modelo de Regresién con k Variables
[ 1]

Estimador Minimo Cuadrados Ordinarios

El método de MCO, plantea que los pardmetros del modelo pueden
ser estimados minimizando la suma de los errores al cuadrado

A

(Se(B)), la que en términos matriciales equivale a:
Se(h) = S e

donde € = Y — X 3. Entonces el problema de minimizar la suma de
los errores al cuadrado se expresa de la siguiente forma:

mingSe(8) = ming[(Y — XB)' (Y - XB)]
= ming[Y'Y —28'X"Y + B'X'X ]
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Modelo de Regresién con k Variables
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Estimador Minimo Cuadrados Ordinarios

Las CPO del problema son...

05e(B) _ _Hx Y +2X'X3=0

el estimador MCO de 3 es:
Buco = (X'X) XY
de la ecuacién anterior podemos ver que:
X' (Y=XB)=0=X'e=0

que es la condicién de ortogonalidad.
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Modelo de Regresién con k Variables
[ 1]

Propiedades del estimador MCO

Notemos que el vector Byco es un vector aleatorio, ya que
depende del vector de errores:

Buco = (X'X) XY = (X'X) IX/(XB + ) = B+ (X'X) X'
por lo tanto:

E(Buco) = E(B)+ E[(X'X)"1X¢]
B+ (X' X)IX'E[€]

La esperanza de (3 es el mismo parametro, ya que este es un
constante (valor poblacional), y por supuestos 2 y 3 el segundo
término de la expresion anterior es cero,

E(Bmco) = B

Es decir, el estimador MCO es insesgado.
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Modelo de Regresién con k Variables
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Propiedades del estimador MCO

Podemos definir el error de estimacién o sesgo como
B—p = (X'X)1X'e

Ahora calculamos la varianza de SByico

A

var(8) = E[(B—E(B))- (5 - ED))]
= E[(B-5)-(B-0)]
= E[(X'X)"IX'ed X(X'X)™]
= (X'X)"X'E[ed]X(X'X)71
= (X'X)" X2 1,X(X' X))t
— 0_2(X/X)71
Para poder estimar la varianza de BMCO necesitamos reemplazar

o2 por su estimador insesgado:

NN

o €€
n—k
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Modelo de Regresién con k Variables
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Teorema de Gauss-Markov
Se dice que /3, es el mejor estimador lineal insesgado (MELI) de
si se cumple lo siguiente:

@ El lineal, es decir, es una funcidn lineal de una variable
aleatoria, como la variable y en el modelo de regresién.

e Es insesgado, es decir, su valor esperado, E(f3), es igual a el
verdadero valor, .

@ Tiene varianza minima dentro de la clase de todos los
estimadores lineales insesgados; un estimador insesgado como
varianza minima es conocido como un estimador eficiente.
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Modelo de Regresién con k Variables
°0

Teorema de Gauss-Markov

Proposicion: El estimador MCO es el estimador lineal insesgado
6ptimo, en el sentido de que cualquier otro estimador lineal e
insesgado tiene una matriz de covarianza mayor que la del
estimador MCO. Es decir, el estimador MCO es MELI.

Demostracion: Sea B: Zy un estimador lineal de 3, donde A es
una matriz de k x n. Denotemos A = A — (X’X)71X’, de modo
que:

B = [A+(X'X)"I XY
[A+ (X' X)IX)(XB +¢€)
AXB+ B+ [A+ (X' X)X e
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Modelo de Regresién con k Variables
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Teorema de Gauss-Markov

Aplicando esperanza a la expresién anterior:
E(B) = AXB+B+[A+ (X'X) " XE(e)

AXB+
El estimador 5 serd insesgado sélo si la matriz A es tal que
AX = Ok k. De esta forma:

B=B+[A+(XX)"Xe
y su matriz de covarianza sera:
cov(B) = E[(B—E(B)-(B—EB))]
= o%AA + (X' X)H
Y
cov(Bumco)

Como la matriz AA’ es semidefinida p05|t|va se concluye que la
diferencia entre la covarianza de B y ﬁ es una matriz semidefinida
positiva, con lo que la covarianza de 8 es mayor o igual a la
covarianza de BA
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Bondad de Ajuste y Analisis de Varianza
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Modelo de Regresidn Lineal en Desvios

Sea el modelo poblacional usual con k variables:

Vi = B1+ Poxoi + B3xzi + ... + Brxii + €;

donde i =1, ..., n y cuya contraparte estimada es:
yYi= Bl + BZXZi + 33X3; + ...+ kak,- + &

donde podemos reescribir el modelo estimado en desviaciones
respecto a la media:

Vi = BoXoi + B3Xai 4 - + BrXui + €

Esta dltima expresidn es similar a la anterior, excepto por dos
importantes diferencias. Primero, el modelo no posee constante y
segundo, las variables se encuentran expresadas en desvios con
respecto a la media. A pesar de ello, note que los coeficientes y los
residuos son los mismos en ambos modelos.
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Bondad de Ajuste y Analisis de Varianza
oe0

Modelo de Regresidn Lineal en Desvios

De lo anterior surge un importante corolario respecto del término
constante de nuestro modelo.

En general, el interés del investigador se centra en el impacto de
los regresores sobre la variable dependiente, por lo cual, el término
constante no es mas que una correccidon que garantiza que los
promedios muestrales de ambos miembros del modelo
econométrico coincidan.
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Bondad de Ajuste y Analisis de Varianza
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Modelo de Regresidn Lineal en Desvios

Para transformar en desvios con respecto a la media un modelo en
términos matriciales, introduciremos una matriz fundamental para
el analisis de esta seccién. Denotaremos por M° una matriz de

n x n, definida como:

11 _1 _1
21"y 1
MO — [ — n n n n
— In - . .
n .
1 1 1
5 T -3

donde /, es la matriz identidad de orden n e i corresponde al
vector unitario de dimensién n. M° es singular, simétrica e
idempotente. M? se conoce como la matriz de desvios.
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Bondad de Ajuste y Analisis de Varianza
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Analisis de Varianza

Suponga entonces el siguiente modelo poblacional:
Y=XB+¢€

Buscamos entonces definir la variacién de la variable dependiente
(Suma de los cuadrados totales = TSS) como:

TSS = (vi—¥)
i=1

Para encontrar entonces una expresion para la ecuacién anterior,
de la ecuacién poblacional tenemos que nuestro modelo estimado
en desvios con respecto a la media es:

MOY = M°X 3 + MO¢

Estadistica para la Economia y la Gestién IN 3401



Bondad de Ajuste y Analisis de Varianza
oce

Analisis de Varianza

Con lo cual, al particionar nuestra matriz X en X = [i X3], nuestro
vector de parametros en 3 = [3;1 f32] y considerando que M%i = 0
y que MO¢ = &, tenemos que:
MOY = MPOiB; + M°Xsf35 + MO¢
= M°Xyf, + ¢
Por lo tanto, para formar la TSS, multiplicamos por Y’ la ecuacién
anterior:
YMOY = Y/(M°Xaf3 +¢)
= (XB+8)(M°Xop2 +¢)
= XM Xofo + €2
TSS = ESS+RSS

donde el segundo y el tercer término desaparecen gracias a que los
residuos estimados son, por construccién, ortogonales a las
variables explicativas.
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Bondad de Ajuste y Analisis de Varianza
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Bondad de Ajuste: R? y R?

Definimos entonces la bondad de ajuste del modelo a través del
siguiente estadigrafo llamado también coeficiente de determinacién:

, ESS
~ 7SS

es decir, como la proporcidn de la varianza de Y que es explicada
por la varianza de la regresidn. Alternativamente:

RRoq_ 5
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Bondad de Ajuste: R? y R?

Note que:

1. El coeficiente de determinacién es siempre menor a 1. Ello
porque RSS < TSS y por lo tanto ’;gg <1.

2. El anélisis de varianza anterior fue derivado bajo el supuesto que
el modelo incluia una constante (por ello utilizdbamos la matriz
M?©). En dicho caso, necesariamente R? > 0. Qué sucede si el
modelo no posee constante?

3. Al agregar regresores al modelo, el R? nunca decrecera (se
mantendrd constante o aumentarad).

4. No es claro cudn bueno sea como predictor de ajuste.
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Bondad de Ajuste: R? y R?

Segtn el punto 3, el coeficiente de determinacidén probablemente
crecerd al incluir regresores. Ello plantea incentivos a incluir
regresores no relevantes para nuestro modelo, con el fin de obtener
un mejor ajuste.

Por esta razén se cred el coeficiente de determinacién ajustado, el
cual corrige el R2 original por los grados de libertad del numerador
y el denominador. Entonces, definimos el R? ajustado (R?) como:

— &e/(n— k)
RE=1- Y'MOY /(n — 1)

o equivalentemente:

RR=1-(1- R2)E:_ 11(;
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