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Multicolinealidad

Multicolinealidad

Es practicamente imposible encontrar dos variables econémicas
cuyo coeficiente de correlaciéon es una determinada muestra sea
numéricamente cero, dicho coeficiente puede tomar valores
pequefios pero nunca llegar a ser cero.

La Multicolinealidad aparece cuando las variables explicativas en
modelo econométrico estdn correlacionadas entre si, esto tiene
efectos negativas cuando se quire estimar los parametros del
modelo por MCO.
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Multicolinealidad

Existen diversas fuentes de la multicolinealidad:

@ El método de recoleccién de informacién empleado, obtencién
de muestras en un intervalo limitado de valores de los
regresores en la poblacién.

@ Restriccién en el modelo o en la poblacién objeto de muestreo.

@ Especificacién del modelo.
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Multicolinealidad

Consideremos el siguiente modelo:

Yi = B1+ Poxoj + ... + Brxii + €

Si existe la inversa de X’X, el estimador MCO de este modelo
viene dado por Buco = (X’X)71X"Y y su matriz de covarianzas
es V(B) = 02(X’X)*1.

Supongamos que xj; tiene un alto grado de correlacién con las
demds variables explicativas de modelo, es decir, que la regresién
lineal:

Xji = 01 + 020 + ... + 0j_1Xj—1i + Oj41Xj+1i + .. + OkXki + Vj

tiene un coeficiente de determinacion alto.
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Multicolinealidad

En estas condiciones la variable xj; puede escribirse
aproximadamente como una combinacién lineal del resto de las
variables explicativas del modelo, lo que se puede apreciar en la
ecuacién.

Como consecuencia una de las columnas de la matriz X, la
correspondiente a xj;, puede escribirse como una combinacién lineal
aproximada de las demds columnas de X, y de esta forma X’'X
serd aproximadamente singular.

En la medida que el determinante de X’X sea distinto de cero,
existird (X'X)~1, y por lo tanto también existira el estimador
MCO, el cual sigue cumpliendo con la propiedad de MELI, pero se
tienen consecuencias.
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Multicolinealidad

Algunas consecuencias...

© La solucién del sistema de ecuaciones normales estd mal
definido.

@ Pequeias variaciones muestrales por incorporar o sustraer un
nimero reducido de observaciones muestrales podrian generar
importantes cambios en la solucién 3 del sistema de
ecuaciones normales.

© Al ser la matriz X’ X casi singular, es muy pequefia. Como
consecuencia la matriz de covarianzas serd muy grande, por lo
tanto el estimador MCO es poco preciso en este caso.
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Multicolinealidad Exacta y Multicolinealidad Aproximada

La presencia de multicolinealidad en un modelo de regresién lineal
puede ser de dos formas:

@ Multicolinealidad Exacta: una de las variables explicativas es
una combinacién lineal deterministica de todas las demas (o
algunas de ellas).

@ Multicolinealidad Aproximada: ocurre cuando una de las
variables es aproximadamente igual a una combinacién lineal
de las restantes, como en la ecuacién anterior.

En la practica, contrario a lo que se pudiera esperara es mas
complicado la multicolinealidad aproximada que la exacta.
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Deteccion de Multicolinealidad

Puesto que la multicolinealidad es un problema de naturaleza
muestral, que surge principalmente por el cardcter no experimental
de la mayoria de la informacién recopilada en las Ciencias Sociales,
no tiene una manera Unica de ser detectada. Lo que se tiene son
algunas reglas practicas detalladas a continuacién:

1. El R? es alto, pero los pardmetros no resultan ser
individualmente significativos.
Por ejemplo: Considere los siguientes datos:

Periodo y; xj» X3 X

1 20 5 10 10
2 12 2 8 6
3 28 7 12 16
4 26 6 4 12
5 14 4 16 8
6 24 8 14 14
7 16 3 6 4
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Deteccion de Multicolinealidad

Las variables x3 y x4 tienen las mismas observaciones numéricas
solo que en distinto orden, de forma tal que la correlacién entre x;
y estas dos variables son: py3 = 0,32y pps = 0,93, altamente
diferentes entre si. Una regresién de y; sobre xp;, x3; y una
constante generd las siguientes estimaciones MCO:

reg ¥y x2 x3

df Ms Number of o ?
F¢ 3 24.49
= 0.0057

= [0.9245

ed = 0.8868

6 38.6666667 oot E = 2.0925%

214.486486 2 107.243243
17.5135135 4 4.37837838

nf . Intervall

2.918919 4175976 29 0.002 1.759482 4.078356
-.5405405 .2087988 59 0.061 -1.120259 .0391779
10.81081 2.557774 .23 0.013 3.70929 17.91233
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Deteccion de Multicolinealidad

Una regresion de y; contra una constante, xp; y xa;, produjo las
siguientes estimaciones:

of ohs =
O

%
10

b 38B.6666667

Coef . Std. Err. t [95% Conf. Intervall

1.333333  1.610153 E . -3.137168 5.803835
.6666667 -8050765 z 4 -1.568584 2.901917
6.666667 3.269225 < 3 -2.410156 15.74349

Ambas regresiones no incluyen las mismas variables explicativas y
por lo tanto, no son comparables. Sin embargo, en el segundo
modelo donde el grado de correlacién entre las variables
explicativas es alto, podemos apreciar que a pesar de que el R? es
alto, los parametros resultan ser insignificativos individualmente
(t4 = 2,78)
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Deteccion de Multicolinealidad

2. Pequeiios cambios en los datos, produce importantes variaciones
en las estimaciones minimo cuadraticas.

3. Los coeficientes pueden tener signos opuestos a los esperados o
una magnitud poco creible.
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Deteccion de Multicolinealidad

(a) Métodos basados en la correlacién entre variables
explicativas
Si descomponemos la matriz X de la siguiente forma:

X = i Xl

donde x; es un vector columna correspondiente a la j-ésima variable
explicativa y X; una matriz de n x (k — 1) con las observaciones de
las restantes variables. Entonces, X’X puede escribirse como:

- / /
Xixj XX,
De esta forma, el elemento (1,1) de (X'X)~! es (Demostrar):
[(xix5) = X X (X7 X))~ (Xi)] ™ = (M)~

donde M; = I, — XJ-(XJ-’Xj)_lXj’ y donde x;M;x; corresponde a la
suma de los residuos al cuadrado de una regresion de x; sobre X;.
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Deteccion de Multicolinealidad

De esta forma se tiene que:

0.2

V%) = g

J

Lo que tiene la siguiente expresion:

o2

VI(B:) = €
donde ST; es la suma total de la regresién entre x; y X; y Rj2 es el
coeficiente de determinacién de esta misma regresién.

La varianza de Bj depende de tres cosas:

@ La varianza del término de error, que es independiente del grado de
correlacién entre las x’s.

@ La suma total propia de la variable xj, la que depende solo de esta
variable.

@ El coeficiente de determinacién F\’j2 , €l que si depende del grado del
grado de correlacién entre la variable x; y las restantes, es decir,
depende del grado de multicolinealidad.
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Deteccion de Multicolinealidad

La cota inferior para la varianza de f3; , cuando R? =0, es:

2

A o¢
V(3 = 2=
J

Por lo que la relacién entre las varianzas de la estimacién de 3; en
un caso de correlacidn entre variables explicativas y el caso de
independencia lineal es:
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Deteccion de Multicolinealidad

. reg x2 x3

ar MS Num
FC
2.89285714 1 2.89285714 Pr
25.107142% 5 .02142857 R}

6 4.66666667

F. § Ere. t

1607143 -2117408 0.76 0.482 .3835829 .7050114
3.392857 2.280519 1.49 0.19? -2.469403 9.255117

. reg x2 x4

Source | daf ns
24.1428571 1 24.1428571 - 002
3.85714286 5 .771428571 0.8622

0.8347

6 4.66666667 Root MS -87831
Std. Err. t . i 9 . Intervall

-4642857 - 0829925 5.59 .2509467 .6776247
-3571429 -8938566 0.40 -1.94058% 2.654874

De acuerdo con este andlisis, los coeficientes de determinacién
obtenidos en las regresiones de cada variable explicativa con el
resto son un buen indicador de una posible situacién de
multicolinealidad.
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Deteccion de Multicolinealidad

(b) Métodos basados en el tamaiio de la matriz X’'X:
Cuando tenemos multicolinealidad la matriz X’ X es casi singular,
de esta manera una medida de tamafio de esta matriz nos permite
detectar la presencia de multicolinealidad.

El determinante no es una medida buena, ya que tiene problemas
de sensibilidad a los cambios de unidades.

Pero sabemos que el determinante de una matriz simétrica es igual
al producto de sus valores propios, y por lo tanto el examen de
estos valores nos da una idea del tamafo de la matriz.
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Deteccion de Multicolinealidad

De esta forma, Belsley propone la siguiente medida para ver el
grado de multicolinealidad:

)\ max

Amin

f‘}/:

Esta medida se denomina ndmero de condicion de la matriz X, y
nimeros de este indicador mayores 25 suelen considerarse
problematicos.

Los \'s corresponden a los valores propios de la matriz

B = S(X'X)S, donde S es la siguiente matriz diagonal:

1
0 0
\/ Xhx2
0 L 0
S = \/Xx3
: 0 0
0 ... 0 L

/!
Xka
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Deteccion de Multicolinealidad

Esta matriz nos permite librarnos del problema de unidad en el
tamafio de los valores propios, ya que normaliza cada una de las
variables al dividir todas las observaciones por su desviacién
estandar.

El ndmero de condicién de la matriz X (vy), implica que mientras
mayor es este valor, el valor de \,;, es realmente pequeiio al
compararlo con Apax, indicando el potencial problema de
multicolinealidad.
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Remedios contra la Multicolinealidad

Se han propuesto varios métodos para hacer frente a la
multicolinealidad. La solucién mas sencilla es eliminar de la
regresion las variables que se sospeche son la causa del problema.
Obviamente de este método surgen problemas de especificacion.

Las soluciones propuestas en la literatura (estimador de ridge o
estimador cresta y estimador de componentes principales) tienen
como caracteristica buscar un estimador ligeramente sesgado pero
cuya varianza sea mucho menor, es decir, un estimador con menor
error cuadratico medio.

No existe una metodologia que permita eliminar el problema de alta
multicolinealidad sin alterar las propiedades y la interpretacién de
los pardmetros. Estas metodologias tienen poco respaldo intuitivo,
por lo tanto la interpretacidn de los parametros es desconocida.
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Error de Medicion

Una dificultad en todo trabajo empirico en Economia es la
imposibilidad de disponer de las observaciones muestrales de las
variables de interés.

Por ejemplo, las variables de contabilidad nacional como el PIB,
stock de capital o consumo, son sélo estimaciones de conceptos
tedricos que no se observan en la realidad.

En otros casos, como la Renta Permanente, inteligencia o habilidad
de un trabajador, no disponemos ni siquiera estimaciones, y
debemos utilizar variables Proxies, que aproximan los conceptos
que se quieren utilizar. Asi por ejemplo se utilizan afos de
experiencia del trabajador para aproximar su habilidad.
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Error de Medicién

Podemos adelantar que el error de medicién o el uso de variables
proxies generard sesgos en las estimaciones por MCO, el que serd
menor:
@ cuanto mas se aproxime la verdadera variable que deberia
incluirse en el modelo con que que incluyo efectivamente.

@ cuanto mas independiente sea el error de medida de las
restantes variables del modelo.
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Error de Medicién

Consideremos el siguiente modelo lineal simple:
Vi = Bxi + € i=1,..n

en el que la variable dependiente y; estd medida con error, es decir,
solo observamos:

*_

yi=vyvi+vi i=1..,n

donde asumimos que v; ~ N(0,02) y es independiente de x; y ;.
Reemplazando

yi = 0Bx + (e +vi) = Bxi+¢i

Bajo los supuestos mencionados es facil darse cuenta que el
estimador de (3 serd el mismo que si observaramos el verdadero
valor de y;. En consecuencia, los errores de medida en la variable

enddgena no producen ningln problema importante al estimar por
MCO.



Error de Medicién

Ahora supongamos que la variable x; esta medida con error, es
decir:
X' =xi+wj, i=1..n

donde w; ~ N(0,02) y es independiente de ¢;, x; y de y;.
El modelo en términos de las variables observables es:
yi = Bxi + (€ — Bwi) = Bx; +¢&;

en este caso tenemos dificultad al estimar por MCO, ya que el
término de error ¢; esta relacionado con x;, lo que va en contra del
supuesto 6, veamos:

Cov(ei,x') = Cov(e;i — Bwi,xi + wi)
= Cov(ej, x;) — BCov(wj, x;) + Cov(ej,wi) — BCov(wi,wi)
= 0-3-0+0- 302

Esto hace que el estimador MCO de 3 sea sesgado:
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s Xy 1/n -
D > 3 AR i

plim: 3" xty;
plimL Y~ 2
p/im% Z(X,‘ + w,-)(ﬂx,- + 6,')
plim: 3 (x; + w;)?
p/im% Z(X,' + w,-)(ﬂx,- + € + Pw; — Bw,-)
plim% 3™ (x; + w;)?
plimL 37 (x; + wi) (e — Bwy)
plim% 3" (x; + wi)?
—Bo2,
S+ 02

1
donde S? = plim= - exist
y onde ™ plngX existe

plim3 = B+
B

2
1+ %
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Error de Medicién

El resultado en términos generales es que el estimador MCO en
presencia de error de medicién estard sesgado hacia en origen.

En el caso del modelo de regresién miiltiple:

Y = XB+e
X" = X+4+w

donde todas las variables pueden estar medidas con error.
Extendiendo lo desarrollado anteriormente:

plim/@MCO = 6 - [Zxx + wa]_lzwwﬁ
donde T = plimXX y T, = plim<e.

Lo que implica que un sélo error basta para generar inconsistencias
en todos los coeficientes del modelo.
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Estimacion por Variables Instrumentales

La estimacion consistente de los parametros en presencia de errores
de medida es posible si se dispone de instrumentos.

Definicion: Un instrumento es una variable no incluida en el
modelo, que cumple con:

@ No estar correlacionada con el término de error.

@ Esta correlacionada con la variable explicativa para la cual
acttia como instrumento (en este caso la variable medida con
error).
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Estimacion por Variables Instrumentales

Volviendo al modelo anterior, el sesgo del estimador MCO de
surge por la correlacién entre la variable x* y ;. Supongamos
ahora que se dispone de la variable z;, tal que:

*
E(zej)=0 E(zix') #0
Entonces el estimador de variables instrumentales para este caso es:
Bv =S
En un modelo de regresién miiltiple, tenemos que encontrar una

matriz Z que contenga los instrumentos de las variables medidas
con error.
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Estimacion por Variables Instrumentales

El estimador de Variables Instrumentales se obtiene de una regresidn
MCO en dos etapas:

@ En la primera etapa, se hace una regresion entre X* y la matriz de
instrumentos Z, para obtener el valor estimado de X*:

X" = Zop+e
é — (le)—lz/X*
X = z2(22)7'7'x*

© En la segunda etapa se reemplaza el valor estimado de X* en el
modelo de regresidn original:

Y = X'B+¢
Y = X*B+¢
y obtengo el estimador de 5 mediante MCO:
By = ()A(*/)A<*)_1)A<*/Y
= [XYZ(Z2)7'Z’X*|7\X*'Z2(Z2’2)7*Z'Y
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Estimacion por Variables Instrumentales

Si todas las variables explicativas estan medidas con error cada una
de ellas se necesita un instrumento, entonces Z tiene dimensidn
n x k al igual que X*, en este caso se puede demostrar (Hacerlo)
que:

BAIV — (Z/X*)—IZ/Y

con matriz de varianzas y covarianzas (también demostrar):

V(B) = o2(Z’X*) N Z'2) (X" Z) 7
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Test de Hausman

Notemos que:

@ Bajo errores de medida, el estimador MCO es inconsistente,
mientras que el estimador de variables instrumentales es
consistente.

@ Si en realidad no hubiese errores de medida, ambos
estimadores serdn consistentes, y MCO es ademas eficiente, lo
que no ocurre con cualquier estimador de variables
instrumentales (es un estimador en dos etapas, lo que hace
perder eficiencia).

Para contrastar la existencia de errores de medida Hausman
plantea realizar un test estadistico comparando (Bmco — fvi) con
su matriz de varianzas y covarianzas.
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Test de Hausman

La hipdtesis nula es que no existe error de medida, es decir:
Ho : Bmco — Bvi =0

Hausman demuestra que la matriz de varianzas y covarianzas de

(BMCO - BVI) es igual a V(Bv/) — V(BMCO). De esta forma, se
puede construir el siguiente estadistico de Wald para la hipdtesis
nula anterior:

W = (Buco — Bvi) (V(Bwi) — V(Bmco)) *(Buco — Bvi) ~ X2
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