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Chapter V

RELATIVIDAD ESPECIAL:
CINEM ATICA

V.1 Introduccion

La relatividad especial, de acuerdo a Sir E. Whittaker [1], fue introducida por H. PejrtdaA.
Lorentz, G. F. FitzGerald, y puesta en su forma final por A. Einstein en 1905.

Las ecuaciones de la relatividad especial, ciertamente fueron introducidas por Lorentz, pero
Einstein las reinventy les db una interpretaéin fisica genial y simple con la cual se resélvino
de los dilemas r&s importantes de egépoca. La interpreta@n propuesta por Lorentz, no encantr
respaldo experimental.

En breve, el dilema aludido en ehpafo anterior es la existencia o ausencia de un sistema de
referencia en reposo absoluto, que se denominabteel Las tedas ya establecidas en aquel
tiempo era el electromagnetismo, descrito aésagte la ecuaciones de Maxwell y la raeica de
Newton. Previo al establecimiento de la relatividad especial, las ecuaciones de Maxwelarequer
la existencia dekter, no asla dinamica de Newton.

En el libro citado, Whittaker describe el ingenio y los esfuerzos desplegados para determinar
el movimiento de la tierra con respectoéaér, para dsestablecer el movimiento absoluto. Men-
cionaremos @o un ejemplo, la idea de Fitzgeraldagr 29, [1]) que consig en distinguir el
desplazamiento de la tierra con respectétal a traes de la fuerza entre las dos placas paralelas
de un condensador. El resultado de este experimento fue nulo, comaamnriodos los otros
experimentos digedos para determinar el movimiento absoluto.

Ante el reiterado fracaso de estos intentos, Po&aamo de losibicos nas destacados de esta
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época, afirmd en 1899:Considero como muy probable que losdarenopticos dependerdto de

los movimientos relativos entre los cuerpos materialesl.aino siguiente proclamaba su creencia
en unanueva ley, semejante a la segunda ley de la teraroitia, que consideriarla imposibilidad

de medir la velocidad de la tierra con respectétal. Finalmente, de acuerdo a Whittaker, ya en
1904 Poinca¥ sostefa que las leyedsicas detan ser las mismas para todos los observadores en
movimiento relativo uniforme de trasl@ci. Conclia que debéa existir una nueva damica en

la cual la velocidad de la luz era dimlite superior.

La idea dekter hala perdido su magia.

Ejercicio Propuesto

a.- Investigue el uso que se la ha dadoéainino éter o quinta esencialesde los tiempos de
Aristoteles hasta la tet@ de supercuerdas.

b.- Con respecto al experimento propuesto por Fitzgerald -mencionado @magbpanterior- y
la idea de un sistema de referencia en reposo absolwte(®l ¢, Poda establecerualitativamente
los efectos (si existen) de la rotéaniy trasladbn de la tierra y la existencia del campo matjco?
O

La genialidad de Einstein consisten abandonar la idea de un espacio y un tiempo absoluto,
independientes y establecer una unidad espacio-tiempo, construido por cada observador inercial
en base a un cierto protocolo claramente estableciddigoren cada sistema inercial. El espacio-
tiempo constituye una especie de andamiaje que adtergeada observador inercial y es diferente
para cada observador inercial en movimiento relativo. Las mediciones de longitud de una vara o
la duracon de un cierto febmeno son propias ynicas del observador inercial que realiza las
mediciones y para las cuales utiliza su propio andamiaje.

Einstein establebi como un principio que la velocidad de la luz es la misma para cualquier
sistema de referencia inercial. La velocidad de la luz esresconstante universal.

Este principio genera dos consecuencias inmediatas. La simultaneidad de dos esaaiosi-
va: es alidatnicamente para el observador inercial guelagstabled. Esto marca una primera
diferencia con las te@s previas y el sentido cam. No es &cil aceptar que dos eventos que
ocurren simukineamente, por ejemplo, para una persona en la@stdel metro, no lo sean para
un pasajero que viaja en el metro.

1Un evento es un punto en espacio-tiempo, por ejemplo: el golpe en una mesa, el encendido de una luz, tocarse
dos dedos...,etc.
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Otra consecuencia de este postulado es que rel@esiégds instalados en dos sistemas de re-
ferencia inerciales en movimiento relativo, no pueden ser sincronizados. Uno de ellos siempre se
adelanta con respecto al otro.

Una breve referencia a la vida de Einstein aparece en el documento escrito por J. A. Wheeler,
quien conod Yy trabajo con Einstein en sui@s en Princeton

V.2 Paradigma previo a la relatividad especial

La comprobadn experimental de esta
teoia es compleja debido a la magnitud
de la velocidad de la luzy 300.000 km/s.
Por esta raan, losexperimentos pensados
formaron la base de los primeros ejemplos
utilizados para ilustrar las consecuencias
de la relatividad especial. El ganetro
adimensional que caracteriza la relativi-
dad especial es/c.

Esta teola se caracteriza por ser muy
cuidadosa en explicitar los protocolos de
las mediciones, particularmente el largo y
los tiempos.

Si la velocidad de la luz se postul&igure V.1: Las lineas representan la trayectoria de
como una constante universal, cualquities observadores inerciales. El tiempo se indica con
medicbn debe proceder utiimdola. Por un rayo vertical y es el mismo para todos ellda¢las
ejemplo, el largo de una barra se puediclinadas). Las coordenadas asignadas a un punto
medir enviando un pulso de luz desde U fijo a uno de los sistemas, cambian en el tiempo
extremo de forma que se refleje en el otfte acuerdo a la medion realizada por otro de los
extremo y vuelva al punto de partida. EMoservadores. esto se aprecia en el punto que perfora
tiempo empleado, de acuerdo a lo qu@ linea del observador al planb= constante.
marca un reloj ubicado en dicho exteremo,
multiplicado por la velocidad de la luz nos da el largo de la batra: Atc/2. Este protocolo es
valido para cualquier sistema de referencia inercial.

Incluimos una seco6n al final de este cdjulo con los nétodos utilizados en la medari del
tiempo a lo largo de la historia. Agemerge el GPS (Global Positioning System), comorlea

2www.escuela de veranoffisica/index.html , ver relatividad especial
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instancia de la vida diaria donde es imprescindible utilizar los resultados de la relatividad especial
y tambén la relatividad general para determinar las coordenadas de un objeto con laprecisi
establecida inicialmente.

La validez, dentro de laidica chsica, de las predicciones de la relatividad especial han sido
verificadas en todos los experimentos realizados hasta el presente.

V.2.1 ElPrincipio de Relatividad de Galileo

La me@nica newtoniana se construye suponiendo la existencia de un tiempo absoluto, totalmente
independiente del movimiento de la padia.

Consideremos varios observadores viajando en el espadim @t una cierta velocidad rela-
tiva v entre ellos (ver Fig.V.1). No existen estrellas o galaxias a su alrededor que sirvan como una
referencia. Como ninguno de estos observadores experimenta fuerza alguna, cada uno de ellos
considera que se encuentra en reposo absoluto y le designa a cada punto del espacio unas coor-
denadas, por ejempla, y, z|. Para ello utilizan una barra de larfilo Esta operaéin la puede
realizar cada uno de los observadores imaginables que se desplacen con una velocidad constante
con respecto a nuestra referencia inicial.

Hemos supuesto, en la conifi@ de Newton, que el largo de la baltaes el mismo para todos
los observadores, o, lo que es lo mismo, que el largo de la barra no depende de de su movimiento.
Esta suposi@n unida a la anterior, que el tiempo es absoluto, podemos resumirla diciendo que el
espacio en la tea de newton es absoluto: ni el largo de una barra ni el lapso de tiempo depende
del estado de movimiento si es uniforme.

Podemos enunciar ahora la primera ley de newton: considere un sistema de referencia dado,
si un cuerpo, sobre el cual no aah fuerzas externas, permanece en reposo 0 en movimiento
uniforme con respecto a este sistema de refere@sia,es un sistema de referencia inercial.

Dado otro sistema de referencia que se desplaza uniformemente relativo al ageitamtin
constituye un sistema inercial, puesto que laipala se desplaza uniformemente en este nuevo
sistema de referencia.

Al extender este razonamiento a los infinitos movimientos uniformes posibles, se desprende que
existen infinitos sistemas inerciales.

Hay todava un hecho ras relevante y fundamental que se vincula directamente con los sistemas
inerciales. En todos ellos es posible describir el movimiento de uriaylartitilizando las mismas
leyes. Veamos.

La segunda ley de Newton establece la ec@rague rige el movimiento de una partla puntual:

V.2. PARADIGMA PREVIO A LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fisicas Yy Matematicas
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F' = ma. Esta expresin es la misma y esdida en todos los sistemas inerciales.

Otra propiedad de los sistemas inerciales es
que se pueden identificar localmente. Basta 1 e
gue haga un experimento en mi sistema de E"
referencia y puedo saber si @sicelerando o
se mueve a velocidad constante. No se re-

©

F

'-'—'—:-!— i
quiere observar otros sistemas de referencia ﬁ_x' 0, P !i
para averiguarlo. Por ejemplo, basta llevar un f:
péndulo (una masa unida a un hilo) para saber (a)
si el carro del metro comienza a moverse 0 no.
Apenas acelera el tren, eépdulo se desa de i
la vertical, sin que exista una fuerza aparente. 1 «0, Pl

El sistema se acelera y ya no es inercial, una
masa en reposo No permanece en reposo.

Como relacionar dos sistemas de referen-
ciainerciales

_ _ o Figure V.2: En la Figura aparecen dos trenes
Considere, por ejemplo, laic libre de un ob- istos desde arriba y que viajan en sentido op-
jeto en dos sistemas inerciales: un observag@isto con velocidad relativil. En la parte a)
en tierra y otro en un carro en movimientq,), se considera en reposo absoluto y observa
como aparece en la Figura V.3. Cada uno de ghmo 0, se aleja con rapide¥’. En la parte b)
los observa que al soltar una pelota que llevggre |0 inverso. Ninguno de estos dos obser-
consigo gsta cae verticalmente con acelebaciyaqores puede decidirim realizando un experi-

constante porque existe una fuerza que las atianio fsico, cial de ellos se encuentra en reposo
hacia el pisopero en la direcan horizontal, ghsoluto y cal en movimiento.

en la cual no existen fuerzas, permanece siem-

pre a la misma distancia del observador que la

lanzb. De esta forma, cada uno de estos observadores opiréd ggemanece en reposo absoluto
y es el otro observador quien astn movimiento. Prueba de ello es lagi@la que describe la
otra pelota en su sistema de referencia. Este razonamiento&tsicimcada uno de ellos observa
lo mismo acerca del movimiento en el otro.

Esta forma de simé# se repeti, pero en forma menos intuitiva en la relatividad especial.

El observador en la esté@xi no se complica con la trayectoria seguida por la pelota en que cae
en el carro del Metro. Es equivalente a un movimiento horizontal uniforme, con la velocidad del
carro y una caila libre en la direcéin vertical.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Una vez definido en un sistema de referencia,
necesitamos un protocolo para relacionar las trayec- 0
torias desde un sistema inercial a otro, de forma que
las leyes de Newton permanezcan iguales en ambos !
sistemas de referencifiste es lo que denominamos
Principio de Relatividad de Galileo

ESTAATY

Figure V.3: Un carro del metro con ve-

( !
T=T A locidad constante y un observador en la
, estacon del metro, constituyen dos obser-
Transformacion y =9 vadores inerciales alidos. En ambos la
de Galileo A VD caida de una pelota ocurre de la misma
- forma: vertical.
t =t

Ejemplo

llustraremos el uso del Principio de Relatividad de Galileo para resolver un ejemplo simple de
choques (Ver [4]. ag.11). Sex una demostra@gn sin palabras.

Antes Después
e ,_5 cmys 5{'“."‘_-' '_I Ia"'.1z =y
Dato Conocido Estacion J—* —la) A
. -10 crfs .
Pregunta Estacion ' * '
Cambio Sistema 5 em/fs ey
de Referencia Tran L2 w3 emfs 5 f:h'*.- g Lo
e \ 3
~—-10 om s P P -l = TE
Respuesta 5 emfse Lt * L _.]._ | —*

4

Figure V.4: Si se conoce el resultado de un choque eigec se puede obtener el resultado de
otro similar mediante cambios de sistemas de referencias inerciales usando las transformaciones
de galileo.

V.2. PARADIGMA PREVIO A LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fisicas Yy Matematicas
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V.2.2 Las Ecuaciones de Maxwell

A fines del siglo decinueve exiah dos tedas que halan demostrado, a traég de numerosos
experimentos, constituir un buen modelo de la naturaleza: latder]. C. Maxwell de la electri-
cidad y magnetismo de los cuerpos y la én@ca de Newton.

James Clerk Maxwell (1831 — 1879) unilitas leyes de la electricidad y el magnetismo. Es-
tablecd un conjunto de ecuaciones que llevan su nhombre y que determinan el comportamiento de
cargas en reposo y en movimiento en el espacitovd@ propagadin de estos camposéeirico
E y magrético B, obedece a una ecuaoide onda y ocurre, en \iag con la velocidad de la luz.

Esta identificadn de la luz como una onda electroméatica, fue propuesta por primera vez
por Maxwell. Es parte de su tremendo aporte ddecd. Su verificadin experimental ocuien
1888, cuando Maxwell ya hamuerto. Heinrich Hertz se comubia traes del canal de Beagle
mediante ondas de radio, usando las ecuaciones establecidas por J. C. Maxwell.

Es curioso, en principio, que la velocidad de propayadie estos campos, regutter el inverso
de la raz cuadrada del producto de dos constantes insertadas previamente e indepengigntes:
1, Estas provetan del ajuste de unidades que era necesario introducir debido a que la definici
para la carga y la fuerza fueron establecidas en forma independientetlistas unidades , son
determinadas experimentalmente midiendo la atoacentre dos cargas,] y la fuerza entre dos
conductores con corrientes en sentido opugsig11].
Incluimos las ecuaciones de Maxwell en el sistema MKS en éndlice A, como informaén.

Las transformaciones de Galileo y las ecuaciones de Maxwell

Como se puede verificar, las ecuaciones de Newton toman la misma forma en todos los sistemas
inerciales bajo una transforméai de Galileo de coordenadas. Sin embargo, las ecuaciones de
Maxwell cambian de forma al aplicar esta misma transforoma¥.1). Si este resultado se verifica

en la naturaleza, es posible identificar un sistema de referencia en reposo absoliat@q®er

donde las ecuaciones de Maxwell tomaran la fornges simple. Se postillque este medio en
reposo absoluto existy se le denomim el éter. Las ondas electromagitas se propagian en

este medio.

La influencia hisbrica de las ondas magicas en cuerdas, ondas de sonido en gases y otros
ejemplos, hai@ pensar que se reqiede un medio de transmisi para sostener las ondas electro-
magreticas.

Por otra parte, de acuerdo a la compdasicile velocidades introducida por Galileo, si la ve-
locidad con que viaja un destello de luz en nuestra satalasvelocidad de este mismo destello,
medida por un observador que se desplaza con una rapicez respecto a la sala detzeser:

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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¢ = ¢ + v, dependiendo del sentido de la rapidez del observador.

Aqui estamos considernado que la luz se comporta como uriayannaterial propaandose
y medida con respecto a distintos sistemas de referencia. Sin embargo, esi® skatas com-
plejo, puesto que al cambiar de forma las ecuaciones de Maxwell al ir de un sistema a otro, parece
muy extrd&io que su velocidad de propagawicambie en forma lineal y, &as ain, de la forma
indicada.

Asignamos la velocidadal caso de una onda electromatjoa en el sistema en reposo absoluto:

al éter.
0 ) @_M
- —"'\M/\f‘/“.’r{‘ e
w

CVEROUSP L TImn rﬂfrfw{ﬁoese EN ELETEN

Figure V.5: Con la composién de velocidades establecida por Galileo, un destello (orfpt
lanzado por un observador en reposo eretdr tiene una velocidad igual a. Sin embargo, un
observador ubicado sobre la plataforma en movimiento, mide una velo¢idad:). Aqu hemos
considerado, sin ninguna justificaai, el fobn como una partula viajera.

Nota: En este libro llamaremos indistintamente un destello de luz como @m yoticeversa.
Una imagen intuitiva yitil en esta etapa, es la trayectoria de un misil en el espacio, un paquete de
energa viajando a la velocidad de la luz.ad tarde, en mamnica céntica veremos que un fot
es mas misterioso de lo que parece.

Un experimento decisivo

Hubo varios experimentos que fracasaron intentando verificar esta coropatorelocidades. El

mas notable fue el realizado por Michelson-Morley, quienes utilizaron un disposjitico inven-

tado por ellos mismos, el interfanetro, con este objeto. Intentaron detectar alguna diferencia en
el valor de la velocidad de la luz utilizando la velocidad orbital de la Tierra. El resultado fue nega-
tivo: no se enconérevidencia algunalentro de la precigin del instrumentode una superposian

V.2. PARADIGMA PREVIO A LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fisicas Yy Matematicas
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de la velocidad orbital y la la velocidad de la luz. Hasta donde seamsggurar, la velocidad de
la luz manteia su valor independiente de la velocidad relativa del sistema de referencia.

Sila luz no discrimina entre dos sistemas inerciales en movimiento relativo, tampoco las ecua-
ciones de Maxwell, que son el origen de estas ondas, deben discriminar entre dos sistemas de
referencia inerciales.

Surge akel problema de encontrar las transformaciones de coordenadas que dejen las ecua-
ciones de Maxwell invariantes de forma al ir de un sistema inercial a otro.

Este problema fue resuelto por H.A. Lorentz quien ingdas transformaciones buscadas. Estas
son las mismas transformaciones que A. Einstein re-degcoias tarde.

¢Por gé Lorentz no es, entonces, el inventor de la relatividad? Pese a la importancia de su
aporte al establecimiento de la relatividad especial, no @oen la interpretadin correcta de
sus ecuaciones. De acuerdo a Lorentz, una barra en movimiento efectivamente se acortaba con
respecto a una en reposo. Se realizaron varios experimentos, muy ingeniosos, sin resultado. Las
barrasno mostraban ningn acortamiento.

Se necesitaban ideasamrevolucionarias. Einstein desédha existencia dekter y estableoi
como principio fsico que la velocidad de la luz en el Va@ra una constante universal, la misma
en todos los sistemas inerciales. Todas las inconsistencias previas se disiparon, pero fue necesario
cambiar radicalmente las suposiciones incrustadas en lasnimacde Newton con respecto al
tiempo absoluto y a las mediciones en distintos sistemas de referencia.

Es paradjico que la teda que inicialmente paree mas ®lida, con nas aciertos, como el
movimiento de los planetas , el de la Luna...la aréca, hubo de ser modificada. En su exmesi
no relativista sigue siendo una excelente aproxigraal mundo que nos rodea.

Por otra parte, Maxwell haa inventado una tet relativista antes de siquiera conocerse la
relatividad especial.

V.3 Diagramas Espacio—Tiempo

Un punto en el diagrama espacio-tiempo representa un hecho concreto, como el instante en que un
objeto puntual al caer toca el suelo, o un martillo golpea a un clavo, o una luz se enciende... etc.
Esto se denomina urvento

Matematicamente, un evento éstlefinido por un conjunto ordenado de cuattmneros que

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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corresponden (en nuestra convémgial tiempo, el primero, y a las tres coordenadas espaciales,
los consecutivos. Como todas las coordenadasgmgairmismo papel en esta temrdeben tener
la misma dimengin, de modo que conviene usdren lugar de.

Evento: Es un tetrada ordenada demeros que describen un hecho puntual. Con-
stituye la forma de identificar este evento en el espacio—tiempo.

Linea de universo: La trayectoria de un punto en el espacio—tiempo.

it ot
chseraadef
2w/
Q/k (‘/Tm ¥ Observador
AlgJAnAYg
( e Jm‘gmf
L] 7 x x

Figure V.6:Lalinea A, a laizquierda de esta Figura, representa la trayectoria en el espacio-tiempo
de un observador en reposo. En el diagrama de la derecha, se dibuja un observador (puntual) que
se aleja del origen con una velocidad V. La recta inclinada represenfadslde universo de este

observador.

Una barra no constituye un evento puesto que no es posible definirla mediante un conjunto de
cuatro rumeros, debemos incluir la longitud y la orientati Y en relatividad especial, tan@pi
especificar el sistema de referencia asociado a estas medidas.

El instante en que dos barras chocan es un evento, el tiempo asociado es el instante del choque
y las coordenadas espaciales de los dos puntos en contacto.

Como no es posible represerdatimensiones en un espacio de menores dimensiones, dibujare-
mos la coordenada temporal s una o dos de las coordenadas espaciales.

Veamos otro movimiento relevante en estait&onna onda propamdose.

V3.  DIAGRAMAS ESPACIO-TIEMPO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Si un objeto cae en una fuente con agua, se genera una onda superficial que se aleja del punto
donde cag la piedra con una velocidad caratséica. Idealmente el frente de onda es una circun-
ferencia que se expande @eflose del origen. En el diagrama espacio-tiempo, provisto de una
dimenson temporal y dos dimensiones espaciales, la trayectoria de un frente de onda describe un
cono cuyo ertice descansa en el punto (evento) donde se érigionda, que en este caso coincide
con el origen del sistema de coordenadas. Algo similar es lo que sucede con un destello de luz,
éste se propaga como un caseceesérico en un espacio de tres dimensiones. En los diagramas,
esta onda se transforma enagmo de luz. Definimos¢ como las dimensiones del eje vertical, de
este modo todos los ejes tienen la diménsie longitud.

ey ANE e oE A

ta3

X

Figure V.7: Se incluye, a la izquierda, una onda de sonido prapatpse en la superficie del
agua (dos dimensiones). La onda de la derecha representa un pulso luminosogmdpsg en
dos dimensiones. Usamos la misma escala de longitud en ambos ejes x y ct.

Tambén elegimos la escala de las coordenadas de manera que la velocidad de la luz se propague
formando urangulo del5° con las coordenadas espaciales y el tiempoEsto se logra estable-
ciendo la misma unidad de longitud para los ejes espaciales y para el eje vertidalesta forma
la trayectoria de un rayo de luz forma angulo de 45con el eject. Note que esta escala establece
una nueva unidad de longitud iguab@0.000 km. Por ejemplo, si designamos la unidad de largo
como 1 cm en cada uno de los ejes, este cm repre3@ht®0 km en las unidades normales. Otra
forma de verlo, es comparar con la escala de un mapa.laAescala es 1 cm equivale a 300.000
km.

Los diagramas con las trayectorias de los rayos de luz se toraaraniles de visualizar con
esta escala. No contiene nimgcambio conceptual. Refleja el hecho que los rayos de luz son
vitales en el desarrollo de la téary se utilizan en el protocolo de la majsde las mediciones.
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Las figuras a continua@n representan un observador en 1y 2 dimensiones espaciales.

NE
Residins do
e b cxplosign

7/ T Bxplosiva
L}

/ D Bacticn

L) L

Figure V.8: Linea de universo de una p&tila que rota alrededor del origen describiendo una
circunferencia de radia. A la derecha se incluye una patila que repentinamente explota en
tres pedazos. Note que una de las trayectorias ésreta: ¢ C@l parece propagarse con una

velocidad mayor que la velocidad de la luz?

(t

; —Barm via
ta cw Vt’ﬁc\.&&

/ Veras

Figure V.9: Linea de universo de los puntos extremos de una bagida que est inicialmente
en reposo emn = 0, viaja con velocidad con respecto al sistema S. A la derecha se indicanled

de universo de los extremos de una barra que gira en torno al origen.
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Ejercicio

Desde el punt@d\, en reposo, se efan pulsos cad@ segundos mediante un rayaser hacia el
puntoB, que es otro observador situado a una distaDgiajue permanece en reposo con respecto
a A. otro observadofC, representa una nave que viaja desdbaciaB con rapidez constante
v = 0.6¢c con respecto al observadar

ﬁ“v CD:r ’ A

a.- Haga un diagrama espacio-tiempo donde aparezca claramente la trayectqriayd€ de
acuerdo a los datos del problema.

b.- ¢ C@l es el valor dd”, el intervalo con qu® recibe los pulsos enviados paf

c.- Seéale el intervaldl™ durante el cuaC, de acuerdo a su reloj, recibe dos pulsos consecutivos
enviados poA.

d.- Suponga ahora qu&, dispara un pulso cada vez que recibe un destello desd€on qé
frecuenciaB recibe los destellos enviados fo?

O

V.4 Postulados de la Relatividad Especial

Una de las bellezas de la témde la relatividad especial es su simplicidad. No ocupa herramientas
matenaticas sofisticadasdob algebra del colegio. Su dificultad radica en que establece algunos re-
sultados que chocan con nuestro sentidolimonQue el tiempo transcurre en forma diferente para
diferentes observadores, que no existe un tiempo absoluto, por ejemplo, o que la simultaneidad
depende del observador. Estos resultados son una consecuencia de los postulados que estableci
Einstein, por ejemplo, que la velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas inerciales, que
las leyes isicas no distinguen entre dos sistemas inerciales... .

Parece natural, entonces, establecer al comienzo las creencias a partir de las cuales se construye
la relatividad especial. Cualquier experimento que muestre que una de los postuedaden
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ct

Observador A

A refleja el rayo
de luzenP

Rayo de luz enviado
por O

Figure V.10: El observador A recibe un pulso de luz y lo refleja hacia el Observador O. En un
diagramas sin el eje "ct”, esta situadn esé descrita por la figura de la derecha. El observador

A es la persona en el carro que se aleja. Note que el eje temporal en la figura de la izquierda
progresa hacia arriba y en el de la derecha comienza desde arriba hacia abajo.

vantes es falso, la téiarpasa a ser falsa, o a lcasuna buena aproximaci a la naturaleza de las
cosas que nos rodean.

Lo que estudiaremos en este ttafo es una teda cinenatica, el movimiento de un obsevador
visto por otra observador inercial. Ace elimina todo tipo de interaéeci con otras paitulas o
fuerzas éste sex el tema del @ximo captulo).

En esta secOn se establecen las bases para el protocolo que cada observador inercial debe es-
tablecer en el contexto de la relatividad especial. Su necesidad gutalar en cuanto avancemos
en el establecimiento de la téar

Para construir el andamiaje de cada observador inigialgermitiremos la emién y recepdn
de rayos de luz por parte de estos observadores.

A continuacon estableceremos los postulados de la Relatividad Especial.
Postulado O El espacio es homégeo e iétropo.

Esta afirmadn indica que el resultado del experimento no depende del lugeatedse realiz
(homogeneidad del espacio). Tampoco interesa la doradnde apuntemos con nuestros ejes
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coordenados, todas las direcciones son equivalentes (isjtrop

En la superficie de la tierra existe una diréccpreferida que egtsdialada por la atracsn
gravitacional. Al eliminar la gravitaén (haciendo G = 0), el espacio recupera su isdé&opa
homogeneidad e isotregpdel espacio ha sido verificada con un error menorsie 10~1° [20].

Postulado 1Un movimiento no-acelerado o inercial es(glico que puede determinarse en
forma absoluta, sin referencia a niaig otro observadar

Un sistema inercial es aglien el cual una padula que est en reposo permanece en reposo.
Esta es la Primera Ley de Newton.

No existe un sistema inercial, existedlesbuenas aproximaciones. La superficie de la tierra es
considerada como un sistema inercial y en la miayde los casos se comporta de esa forma. Sin
embargo, sabemos que&sgirando con respecto a un eje diametral y témlgin torno al Sol.. etc.

Resumiendo: Ursistema inerciabcurre cuando cada patila de prueba que @ésinicialmente
en reposo, permanece en reposo y cadaquéatde prueba que @sinicialmente en movimiento
continia en movimiento, sin cambio en su rapidez o dir@eci

Postulado 2Existen infinitos sistemas inerciales. Cada sistema que se desplaza con respecto a
uno inercial con velocidad constante, constituye otro sistema inercial.

Las leyes isicas deben tener la misma forma en todos los sistemas de referencia inerciales. Si
cambian al ir de un sistema a otro ptainos singularizar uno de ellos y de esta forma definir un
sistema maestro con respecto al cual referir todesied. Esto no se puede llevar a cabo, por tanto,
debemos aceptar que los sistemas inerciales son indistinguibles.

Postulado 3 La velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas inerciales. Es una con-
stante universal de la naturaleza.

Este postulado va muchoas alk del resultado experimental establecido enfel 2887 por
Michelson y Morley. Este resufi ser nulo: no encontraron una diferencieletectableentre la
velocidad de la luz medida a favor y en contra de la velocidad orbital de la tierra con respecto al
Sol. Experimentos recientes, con mayor précisihan llegado a la misma conclosi[21] : la
velocidad de la luz no depende de la velocidad de la fuente.

Este experimento no es compatible con las transformaciones de Galileo (V.1). Si la velocidad
de la luz en un sistema de referenciacgsn el sistema que se mueve con una velocidazbn
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Figure V.11:La propagacdbn de un pulso de luz visto por dos observadores diferentes. Uno, en
reposo con respecto a la nave, (columna de la izquierda, a)) goaolas conéntricos. En la
columna de la derecha aparece reismo pulsovisto ahora por un observador que ve la nave
desplazarse con velocidad Para estelltimo el pulso se propaga con velocidad ¢ con respecto a

su sistema de referencia y por tanto, alcanza la cola de la nave antes que la nariz, a diferencia de
lo observado por el piloto de la nave.

respecto al anterior, de acuerdo a las ecuaciones (V.1),idemst’ = ¢ + V, dependiendo del
sentido en que se traslade.

Ejemplo
Considere la siguiente situaai: un astronauta lanza un destello de luz hacia un espejo situado
justo encima suyo. DefinimoS’ como el sistema de referencia fijo a la nave y elgj@erpen-

dicular a la velocidad relativa de la navecomo el eje vertical en la nave.
Analicemos este experimento desde el punto de vista de un observador ersjigrcarqiparemos
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Figure V.12: a) El dibujo representa la medimn que establece el observador que se mueve en
la nave, que denominam®$. Lanza un rayo que rebota en el techo de la nave y vuelve la piso.
b) Representa el diagrama de lo que obsefvan tierra. En c) se muestrabmo se hacen las
mediciones que relacionan los tiemposXig deS’.

con lo observado por el astronauta &) (La distancia del origen d&’, O’ al espejo superior es
L.

Figure V.13: Db) Representa lo que obsen#en tierra. La diagonal representabmo ve el
observador en tierra la trayectoria del rayo de luz. A pesar que es diagonal, su velocidad sigue
siendoc. En ¢) se muestrateno se hacen las mediciones que relacionan los tiempésydde S’

Comparando los tiempos medidos por ambos observadores y considerando (ver Postulado 5)
gue las mediciones de longitud en los ejes perpendiculares al movimiento relativo son las mismas
en ambos sistemas de referencia, obtenga la exprpara la dilataéin del tiempo del observador
en tierra.

Solucion.

En el sistema de la nave, el destello partéXerebota a una distanciaen el techo y vuelve a
o'
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El Postulado 5 afirma que el largg medido en ambos sistemas de referencia, es el mismo.
Por otra parte, cada uno de los pasos representados en la figura es un evento en el sistema de
Laboratorio. Cuando sale el rayo (primera figura a la izquierda), cuando llega al espejo superior
(figura del medio) y la posién del origen0’ del sistema S’, son tres eventos referidos al sistema
de Laboratorio. Con ellos podemos dibujar uangulo recangulo en el sistem& y aplicar el
teorema de Pégoras:

(uAt)*+ L* = (cAt,)?,

dondeu A ¢, es la distancia que recorre la nave en el intervatg, tiempo que tarda el rayo en ir
desde la base hasta el espejo de la nave, medifakes la distancia desde el piso hasta el espejo
ensS’ (que es la misma que &) y ¢ A t, es la distancia que recodrel rayo de luz de acuerdosa

—
CA tobs — \
S |
— __j II
,fyﬁ" \
= »
VAlghs

Figure V.14: ¢) muestra en un diagramamo se relacionan los tiempos Sey des’.

Si consultamos al astronauta acerca del tiempo que émeplayo en ir desde el espejo inferior
(origen(’) hasta el espejo superior nos indica qué\eés = L/c. Reemplazando este valor en la
ecuaocbn anterior y despejanda ¢, en funcbn deA t,,, tenemos:

2
Aty =\/1— S At,, obien At,=7Aty
C

Conclusbn : At > At'. El tiempo enS transcurre ras &pido que erd’.

Comentarios El postulado acerca de la constancia de la velocidad de la luz sé atiilgefinir
cAt, como la diagonal del tingulo recangulo. Si hulésemos utilizado la composici de
velocidades impuesta por Galileo, delenos haber escritg/c? + u? Atg para el largo de la
hipotenusa. Ud. puede comprobar que usando esta exprdssaparece la dilatéa del tiempd\ ¢, =

V4. POSTULADOS DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 21

Aty.

No comentamosa@mo el observador en tierra opera para determinar éosces del tngulo
rectingulo. El destello impactando el espejo superior es un evento que suc8tlg rasotros
debemos fijar su tiempo y su posinicon respecto al sistera
Veremos que, en este nuevo esquema, medir el largo de una barra debe ser precisamente definido.
Con el procedimiento bien establecido podremos comparar largos en sistemas de referencia en
movimiento relativo. Esto es necesario porque, a diferencia de lo daéasgos en la mémica
newtoniana, no hay un postulado que garantice que ambos largos son los mismos.

OJ

Dos observadores, en movimiento relativo, que intercambian infoomacediante un rayo de
luz, lo ven propagarse con la misma velocidacerbossistemas de referencia. Este postulado es
el origen de todas las paradojas de la relatividad especial.

El valor de la velocidad de la luz que usaremos es 300.000 km/s. La velocidad de la luz
hoy en da es una cantidad que se define, no contiene error.

Postulado 4 El largo de una barra es la distancia que separa la pasicde sus dos extremos,
medidos en forma sim@lhea en un sistema de referencia inercial. La distancia espacial entre dos
eventos simudineos queda definida de la misma forma.

Finalmente:

Postulado 5EI largo de una barra que se desplaza en forma perpendicular a la velocidad
relativa entre dos sistemas de referencia inerciales, no experimenta cambio alguno. Su longitud es
la misma, medida en cualquiera de los sistema de referencia.

Ejemplo

A partir de las dos situaciones que se ilustran en la figura que se aigarf\p46), los autores
J. A. Wheeler y R. Taylor en [2], argumentan que no puede existir una discrepancia entre dos
observadores inerciales en movimiento relativo, cuando se trata de medir el largo de una barra per-
pendicular a la direcon del movimiento relativo. Ambos observadores coinciden en la magnitud
del largo de la barra.
Solucion:
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Figure V.15: Los dos extremos de la barra que se desplaza con velodidadn respecto al
observador en reposo, son fotografiados siami#tamente en el sisteradel observador. El largo

de la barra es la distancia eudea entre ambos eventos: la coordenada de la foto del final de la
barra en el instante y la coordenada de la foto del comienzo de la barra en el mismo instante
Estoesl = /Az2 + Ay? + Az2

El argumento central en este ejemplo es que dos observadores inerciales no pueden alcanzar
conclusiones contradictorias verificables con los sentidos. Concretamente en este ejemplo, si el
carro cae dentro o fuera de los rieles, debe sucedlpass ambos observadores.

Esta es una demostraai por reduc@n al absurdo.

Supongamos gque una longitud perpendicular al movimiento relativo se acorta debido al movimiento.
Esto indica que si mido un largb de una barra en mi sistema de referencia, esa misma barra si
se desplaza con respecto a mi sistema de referencia, y mido sudsigoesulta ser menos que el
original L.

Apliguemos esto al carro de la Figura. Consideraremos dos sistemas de referencia: uno fijo alos
rieles y el otro fijo al carro del tren. Lo que mediremos es el ancho de las ruedas del carro (vistas
de frente en la Figura). En reposo las ruedas del carro permanecen sobre los rieles.

Consideremos el acortamiento propuesto enaetgio anterior. En este caso un sistema de
referencia fijo a los rieles ve (por ejemplo) que el ancho de los carros (Qque normalmente viajan a
lo largo de los rieles, es decir entrando o saliendo de la hoja) se acorta. Por tanto este observador
afirma que el tren en movimiento cae en el interior de los rieles.

Por otra parte, el observador inercial fijo al carro, observa que los rieles (o mejor los durmientes),
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vigjan y por tanto la distancia entre ellos se acorta y las ruedas del tren caen fuera de los rieles.
Para un observador inercial el carro cae dentro de los rieles y para el otro observador inercial el
carro cae fuera de los rieles.

en rnovirniento En repaso

e, S
"—\—\_\_\_} e i

EN FEQOSO

g B g g B
S LIy ) E e ol I = s

ST TN B

Figure V.16: No pueden existir conclusiones diferentes y medibles entre dos observadores iner-
ciales. Este principio basta para deducir que las longitudes perpendiculares no experimentan
cambios al ir de un sistema inercial a otro.

Claramente esto es contradictorio. O el carro cae dentro o cae fuera, pero no ambos.

La salida a esta contradiéei es que NO ocurre nada (ni acortamiento, como se supasaiac
alargamiento, alternativa que no se considegro que conduce a una contradaccsimilar).

O

Esta conclugin descansa en la premisa que los sistemas inerciales son indistinguibles el uno del
otro.

Este postulado puede entonces considerarse que se desprende de los anteriores.

V.5 Simultaneidad

Distinguimos dos tipos de simultaneidad: absoluta y relativa.

La simultaneidad es absoluta cuando akda para todos los observadores inerciales. Si es si-
multaneo en un sistema referencia lo es para para todo el resto de los posibles observadores iner-
ciales.
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Al contrario la simultaneidad relativa es una propiedad restringida a un sistema de referencia es-
pedfico: aquel que lo establdxi

V5.1 Simultaneidad Absoluta (La velocidad de la luz es infinita)

At AL
> ::’:3% — ks
fr 3 ¢ X

Figure V.17: Un destello de luz viajando con velocidad infinita. Llega a todos los lugares si-
multaneamente.

»

S x
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Para la mayda de lo fedmenos que ocurren a nuestro alrededor, la luz se propagécamente
con velocidad infinita De esta forma no hay retardo medible al recibir la inforiaentre dos
eventos separados una distancia arbitraria. Cuando recib@eldoedo asumir, que el evento que
lo origind tond lugar casi en el mismo instante en que lo recib

En el diagrama espacio—-tiempo, esta sitbiade representa como dos eventos ubicados en un
plano ortogonal al eje del tiempo. Esta es nuestra defimide eventos simudineos

El fotbn emitido por una fuente se refleja instamamente eB y vuelve aA (ver Figura V.17).
Ay B son simuléneos.

Lo mismo sucede con el evenig el rayo con velocidad infinita recorre en iday vuelta el camino
A C, sin demora, de esta formy C' son simulaneos. Adlogamente, y por las mismas razones
A, By C son simuléineos. Prosiguiendo con estétodo podemos forméineasdesimultaneidad
absoluta. Estas son rectas perpendiculares alteje

Los eventos:, b, ¢, d Y e, séialados en la figura (V.18) son simautieos y ocurren en el instante
t1.

Los eventosd, B, C, D y E son tambgn simuléineos, pero ocurren en el instanteon poste-
rioridad at;.
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"9/‘5’

/ ,
st s e/
/ ~ g "\‘ff c=00 (Vide diava )

Figure V.18:Los planos de simultaneidad absoluta sbrehs horizontales. Son los mismos para
todos los observadores inerciales. Si la velocidad de la luz se considera infinita, la simultaneidad
es absoluta, la misma para todos los observadores.

Supongamos un observador que viaja con velocidemh respecto al anterior: ¢ales lainea
de simultaneidad que le debemos asociar? (Ver Fig. V.18)

La respuesta es que le debemos asociar la misma que al observador en reposo debido a que la
velocidad infinita de la luz alcanza todos los eventos sin retraso, no importa la velocidad con que
se desplace este nuevo observador.

Ciertamente esta es una buena aproxigraen muchos casos.

Veamos gé cambia al considerar una velocidad de propdagefinita para la luz.

V.5.2 Simultaneidad Relativa (La velocidad de la luz es finita)

Usando el hecho que la velocidad de la luz es finita y tiene el mismo valor para todos los obser-
vadores inerciales, podemos definir en foriméa la simultaneidad.

Se denominaimultaneidadelativa porque eétasociada a un sistema de referencia particular
(relativo a dicho sistema y no a otro). Dos eventos siamdbs, lo son@o en el sistema de
referencia en el cual se estabteci

Definimossimultaneidad relativa de la misma forma que la simultaneidad absoluta: enviando
desde uno de los eventos (el origen, por ejemplo) un rayo de luz que rebota en el punto (el otro
evento) y retorna a la fuente. limica diferencia con la simultaneidad absoluta es que hemos
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Figure V.19:La simultaneidad se determina mediante el uso de rayos de luz. La luz viaja desde
el origen hasta el puntd@, rebota y vuelve al origen. Demofia segundos en ir §' segundos en
volver. El punto medio lo definimos como el siranéo de3. Tambén su distancia (o coordenada)
gueda definida comoT'.

considerado lo que tarda el destello de luz en ir y volver. Elano es el siguiente. Al llegar

el pulso a un punto del espaci® (0 D en la figura anterior), activa el reloj queialie ubica,

se refleja y vuelve al punto de partida. Si dem@iasegundos de acuerdo al reloj en el origen,
cuando impact al otro reloj haban transcurridd” segundos. Simuineamente, se puede calcular

la distancia a que se encuentra el reloj= T c. Posteriormente se le comunica su coordenada
espacial y se le pide que adelante su tiempd ensegundos para sincronizarlo con el reloj que
permance en el origen (el reloj maestro).Con esta estrategia podemos (idealmente) sincronizar
todos los relojes en el sistemya

De esta forma la simultaneidad referida a un evento en eltegrieda definida con el mismo
procedimiento que en el caso anterior.

Hemos definido la simultaneidad relativa al sisteshaEs& formado, para el caso unidimen-
sional, por una serie dénkas todas perpendiculares al eje verti¢cajue representa al tiempo que
marca el reloj asignado al observador ubicado en el origen.

Podemos imaginar que distribuimos una infinidad de relojes en todo el espacio y mediante una
serie de sgales como la indicada, sincronizar cada uno de ellos con el reloj principal y, al mismo
tiempo, asignarle una coordenada de la forma ya explicada.

Resumiendo a la nube de eventos que cubren el espacio-tiempo, le hemos asignado un tiempo
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Figure V.20: El observador en el Laboratorio (andamiaje de la izquierda) y el Astronauta en

su nave (a la derecha de la Figura, y que se desplaza con una velocidad relatizada uno
construye, en forma independiente, su enrejado espacio-tiempo. Cada uno de ellos lo construye
rectangular (como el que aparece a la izquierda en la Figura). La relatividad especial es el
protocolo que permite relacionar los valores asignados en un andamiaje con los de la otra grilla.

y una coordenada espacial usando un protocolo bien establecido. Ettelogp es aplicable a
cualquier sistema de referencia inercial. Mostraremos queilasals de simultaneidad en dos sis-
temas de referencia inerciales en movimiento relativo, no coinciden. Este protocolo establece que
CADA OBSERVADOR INERCIAL construye su propio sistema de coordendas, sincronizando sus
relojes y asociando las coordenadas a sus eventos. La relatividad especial relaciona las coorde-
nadas de un observador inercial a las de otro en movimiento relativo uniforme.
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Figure V.21:Los dos destellos de luz salen siranktamente desde el punto medio del carro. Al-
canzan simufineamente los dos extremos del carro (figura de la izquierda). Para un observador
externo no existe esa simultaneidad de los dos eventos separadosélPdebido a que la ve-
locidad de la luz eg, el destello alcanza primero el extremo izquierdo y déspel extremo del
derecho (figura de la derecha).

La velocidad de la luz es finita y toma el mismo
valor en todos los sistemas inerciales
J
Dos eventos simudineos en un sistema de referencia inercial,
no lo son en ningn otro sistema en movimiento relativo. (Ver V.21)

A continuacdn usaremos esta defirci para asignar las coordenadas espacio temporales a un
observador que designamos cofipy que se aleja con velocidad constante, del observador en
el sistemaS. ComoS’ constituye tamléin un sistema inercial, debemos aplicar el misné&batio
para definir las superficies de simultaneidad: el rebote de los rayos de luz. De la figura V.22, se
aprecia que debido a la asinmatdel eject’, las ineas de simultaneidad no van a coincidir con
aguellas de&5, como era el caso en la simultaneidad absoluta.

Despies de determinar dos puntos sinankos, definidos como el punto de rebote del rayo y el
punto medio del tramo comprendido entre la partida y el regreso del destello de luz, es evidente de
la Figura (V.22) que ladheas de simultaneidad éstinclinadas con respecto a las anteriores.

V5. SIMULTANEIDAD Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 29

' Rayo de luz que
rebota en A

Ay K o swallanees
s |

Figure V.22:Los eventos! y B son simulineos para el observador en el sistetsaPara S’ los
puntosA y A’ son simulineos. A’ se ubica en el punto medio del intervald N, por tanto, de
acuerdo al protocolo establecido, es el evento siamdb al eventol donde rebdi el destello de
luz. El rayo de luz parte dé/.

Como construir una familia de lineas de simultaneidad

Si, al igual que el caso anterior, repetimos el proceso con otros puntos, desarrollamos una familia
de lineas de simultaneidad asociadas al observédor

En la Figura siguiente, se aprecia que los puntos (eventos) A y B, son anmodt para el
observadorS (y tambin para todo su equipo de relojes sincronizados), peydo son para el
observador designado p6t. De hecho, en el sistent#, A sucede antes que. La simultaneidad
es relativa, est asociada a un sistema de referencia éSpec

Ejercicio

A partir del ejemplo ilustrado en la figura V.23, haga el diagrama espacio-tiempo que corre-
sponda a esa situaxi.
Compare este ejercicio con el indicado en la figura (V.21)hakeqe tienen de codm ambos
experimentos en su planteamiento.
O
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Emision y recorrido de los dos

destellos simultdneos de luz, vistos

por un observador en el carro. Un observador externo, ve el impacto

simultaneo en la barra, pero la emision de
los destellos no es simultanea para él

Figure V.23:Los dos destellos de luz que salen sidm#tamente desde los dos extremos del carro,
llegan simulaneamente a su punto central (figura de la izquierda). Sin embargo, para un obser-
vador externo no existe esa simultaneidad. Pakael rayo de la izquierda sdiprimero y de

esa forma, dada la velocidad del carro, ambos logran llegar siamgdamente al centro del carro
(figura de la derecha).

Ejemplo

Este es otro ejemplo de simultaneidad relativa. En la parte izquierda de la Figura V.24, los rayos
provenientes de los extremos de la esta¢nave superior)llegan simalieamente al centro donde
se ubica el director de la estani Paral no hay problema, ambos rayos salieron sialméamente
y llegaron simulaneamente al centro de la estaciEs lo que se describe en la columna izquierda.

En cambio para el astronauta viajando en la nave espacial -que sabe que ambos rayos salieron
del extremo de su nave (ver Fig. V.24) debido a que existe evidenciadfitagve otra cosa.

Lo que sucede es lo siguiente: lo que es siandb para la estdm espacial (nave superior) no
lo es para el astronauta de la nave espacial (nave inferior). Par@teste se dispara primero el
destello en la izquierda de la Figura, cuando ambos extremos izquierdos coinciden. Lénestaci
espacial avanza hacia la derecha. Posteriormente cuando ambos extremos derechos coinciden,
aparece el otro destello.

Hemos afirmado que los largos de ambas naves, construidas en f@miaadno coinciden.
Analizaremos este resultado degpule conocer las transformaciones inventadas por Lorentz.
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-— . ,ﬂ Slation

Rocket Rucket

Figure V.24.El observador en la estamn espacial (nave superior) figura a.-, se considera en re-
poso y observa como el astronauta (nave inferior) se aleja de la éstaoin velocidad constante.

Los drculos indican la propagaéin de dos destellos de luz emitidos, sidngtamente, desde el
frente y la parte posterior de la estéei espacial. La columna izquierda detalla lo que se observa
desde la estadn espacial. El tiempo evoluciona hacia abajo en la figura. La misma siinaci

pero vista por el astronauta en la nave inferior, se detalla en la columna derecha. El evento medi-
ble por ambos observadores es el choque de los frentes de onda y labpasicjue esto ocurre,
esoDEBE ser el mismo en ambos casos. En caso contrario, Ud. puede inventar un experimento
gue demuestre que la relatividad especial es incorrecta.

V.6 Transformaciones de Lorentz: Metodo Analitico.

V.6.1 Transformaciones de Lorentz

La relatividad especial estudia las relaciones que existen entre dos sistemas de referencia inerciales
en movimiento relativo. La mamica, el electromagnetismo,... toman la misma forma en ambos
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sistemas de referencia. Son indistinguibles.

Las transformaciones de Lorentz relacionan las co-
ordenadas de un sistema de referencia con las del otro
logrando mantener la misma forma de las ecuaciones

basicas (Newton, Maxwell,...) en ambos sistemas de ref- ¢t 1
erencia. ct
A continuacon veremos @mo construir estas transfor- ) 5!
maciones. — 3!
. . ) ) . o
Consideremos dos sistemas inerciales de refereBgia: O —ﬁf
en el cual nos ubicamos¥, que se desplaza con rapi- O H’

dezwv constantecon respecto a nosotros (siste®)aEl
vector velocidad/, quiebra la isotrofa del espacio. Para
evitar complicaciones algebraicas, seleccionamos el gje ,
« de nuestro sistema de referencia en la misma disacdj'dure V-25: Diagrama que repre-

y sentido en que apunta la velocidaV.25). senta dos sistemas de referencia en
movimiento relativo con velocidad

Siempre uno elige como la primera ofpcipara en-
frentar un problema, la &s simple. Si funciona, se ex-
amina en mayor detalle, si no, se busca la siguientebapcEn la relatividad especial, como
veremos a continuaan, funciona la op&n mas simple.

Supondremos, por simplicidad, que la retaccentre las coordenadas de un evento visto desde
el sistemaSy desdeS’, es lineal en las coordenadas. Supondremos tamdpie los dgenes de
coordenadas de ambos sistemas de referencia coinciden’ = 0 ent = t' = 0. Los relojes
de ambos sistemas parten cuando se enfrentan los relojes ubicados en el origen de cada uno de los
sistemas de referenci®) y O’). Analicemos élo la coordenada’ por ahora. De acuerdo a la
definicion de linealidad, tenemos

¥ =ax+bt, (V.2)

dondea y b son funciones de la velocidad,= a(v)y b= b(v).

Considere una pdadula ubicada en el origen de coordenadas del siste&mpor definicon:
2’ = 0. De manera que la ecuéadi anterior nos da

0=ax+bt. (V.3)

donde x representa la posimn del origen de cooordenas d¢ en el instantet.
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De aqu obtenemo$ = ax + bt, de modo que

=0v =—-.

r_dz b
tdt a

Las funciones:(v) y b(v) estin relacionadas. La transformaeigeneral de coordenadas toma la
siguiente forma:
¥ =av)(x—vt). (V.4)

Utilizando el Postulado que afirma que todos los sistemas inerciales son indistinguibles entre s
deducimos que esta misma refatidebe seralida para el sistem& cuando evdla la posicbn
de una paitula ubicada ef:
r =a(—v) [z +vt], (V.5)

dondea(—v) seéhala que la partula er$ viaja hacia la izquierda d&'.

Consideremos ahora que la velocidad de la luz es una constante universal. Si en el instante
t = 0 = t/, cuando ambos sistemas de referencia coind@er®’ (ver figura (V.25)), enviamos
un pulso de luz en el sentido positivo del ejgComo la velocidad de la luz es constante para cada
uno de los dos observadores, se tiene

x' = ct’ pulso con velocidad de la luz &éh

x = ct pulsocon velocidad de laluz éh

Reemplazando estas dokimas ecuaciones en V.4 y V.5 obtendremos una expmegsara la
funcidna(v), como se muestra a continuawi

ct’ = a(v)(zx —vt) = a(v)(ct—wvt)
= t = a(v)(1-2)t

por otra parte: ct = a(—v) (' +ovt) = a(—v)(ct' +vt)

t = a(-v)(1+2)¢

Reemplazando la exprési det’ en lalltima ecuadin, obtenemos el producto dév) a(—v) =
[1— 2?72,

Supondremos que el factefv) es una fun@n que no depende de la diremcide la velocidad, de
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forma quex(v) = a(—v). Posteriormente obtendremos estas ecuaciones en form&gearyg no
necesitaremos hacer esta sup@sici
Con esto podemos despejar la expgyragaraa(v) y obtenemos

a(v) = Y(v) = ———. (V.6)

donde hemos definide(v) = ~, que es la letra usada para esta expresi

En definitiva la transformaon V.4, se escribe:

X = ) |z —ovtl. (V.7)

Para obtener la transformaai del tiempo operamos algebraicamente con las mismas transfor-
maciones anteriores:
x = (@' +ot)
v = yy@—vt)]+yot

Si despejamos de la ecuadin anterior, obtenemos:

1—72
= ~t+ x.
e [

Re-escribimos estatima ecuadn, utilizando las siguientes igualdades:

1 —3?
2 _ _ _ 2.2
L=y =l-iogm=om = 7

conf = v/c. Finalmente la expresn parat’ es:
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t = ~[t—%z]. (V.8)

Las ecuaciones V.7 y V.8, son las transformaciones de Lorentz. Dadas las coordenadas de un
evento en un sistem#, podemos obtener las coordenadas en el sistéradra\es de estas ecua-

ciones.
Las coordenadas perpendiculares a la velocidad no cambian)/ =y, 2/ = z.
Note que para << c se recuperan las transformaciones de coordenadas de Galileo.

Lineas de simultaneidad en el sistema S’

Figure V.26:La familia de rectas dibujadas corresponden a relojes sincronizados en el sistema
gue marcan el mismo tiempo Marcan los eventos simaleos de acuerdo al observader Las
lineas horizontales marcan laméas de simultaneidad del observador

A continuacon encontraremoanaliticamentela ecuadbn para la familia deiheas de simul-
taneidad, es decir tiempo constante, en el sistéma
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La relacbn entre los tiempos d& y S est dada por la transforma de Lorentz

v
t'=~(t—-x
v ( . )
La ecuaodn de la familia deiheas cort’ = constante ery’, escritas en el sistema de referencia
S, es
I /o v
t" = constante= t, = (¢t — Ex)'

Ordenando losarminos se obtiene la ecuanide la familia deiheas de simultaneidad &h.

t/
ctzgx%—c—o. (V.9)
¢ g
' es el paametro que determina la familia de rectas de simultaneid&diedicadas en la figura
(V.26), cuya pendiente es

tan ¢ = % (V.10)

Lineas de universo: observadores en re-
poso

El angulo que forma laihea de universo del

observadorS’ con la vertical que corresponde
al observador en reposfS) es, de acuerdo a la
figura V.6.1

tany — 20 _ Te _ vl _v
AE CtE CtE C

donde hemos usado qug = .

Encontremos ahora la familia denéas de
universo de los observadores en reposd’en
Las lineas conz’ = constante son, =
v (z — vt). Estos son los observadores que per-
manecen en reposo en el sisteffia El obje-
tivo final de estos dosatculos es mostrar que
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el sistema de referencia ¢éaparece deformado visto por el observadloEste asimeta entreS
y S’ proviene de haber considerado que el observadest efectivamente en reposo. Operando
con la expredin parac! tenemos

/ 1 /
E(ct) = x— ﬁ, y ordenando t = g — L€ (V.11)
c gl (v/e) vy

La pendiente de la familia de rectas cgh= constante es tapi = 1/(v/c). A continuacbn
mostramos que esédtico al primer resultado que obtuvimos en esta secci

1 T 1
t = —— = cot ero tan(— — o) = )
an ¢ tan ¢ coto, p aﬂ(2 ?) tan ¢
De esta manera -
r_ .
o 5 ¢
5
F 3
$

Figure V.27:Las lineas corresponden a la trayectoria de observadores en repost. el sis-
temas’ visto desdeS aparece como deformado en angulo¢ con respecto a ambos ejes fe
Esto ocurre porque hemos tomadacomo referencia. Desde el punto de vistadiges el otro
observadorS el que ha sido deformado.

En resumen, el sistem#d sufre una deformadh con respecto al sistenta Esta deformaéin
esh caracterizada por @hgulo¢. Recuerde que el observadefrno sufre ninguna deformami
(o lo que sea). Se considera un observador inercial tan segurosoB®as, del punto de vista
de S’, S se ha deformado y abierto, como una tijera, eraogulo¢. Esta es la esencia de la
relatividad especial: cada uno de los observadores se cataloga como un observador inercial y nota
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cambios en el otro comparo. Esto es lo relativo de la relatidad.

V.7 Geometiia de las Transformaciones de Lorentz

Lo natural seia continuar estudiando los problemgmsdos de la relatividad especial: la dilataci

del tiempo, la contracén del largo, la paradoja de los gemelos.

Hemos preferido introducir el @odo georatrico previamente antes de seguir ese camino.

A nuestro juicio, el conocer el @todo anatico y geongtrico permite plantear mejor los problemas

y facilita la comprengin de la soludn.

Adenmas es siempre mejor tener dos maneras de resolver un mismo preoblema.

El efecto Doppler permite en forma natural la introdéccile un factor que denominaremids)

y con ello estudiar la geométrde los problemas de relatividad especial y, a la vez, recuperar todas
las formulas ya obtenidas en forma atiah.

V.7.1 El Efecto Doppler Relativista

Utilizaremos un reétodo anatico y geongtrico para determinar la corredai debida al efecto
Doppler relativista. El ratodo se debe a H. Bondi, uisico inges quien lo introdujo. El factor

gue representa el efecto Doppler lo denominareim@on este factor mostraremos que se pueden
re-obtener las transformaciones de Lorentz, las transformaciones de la velocidad..., en resumen
todo lo conocido de relatividad especial.

Desde los Bos 1920 sabemos que las galaxiasestleandose entre ellas a una velocidad
promedio proporcional a la distancia que las separa. La identificatgl emisor y la frecuencia
v = 1/T de la radiadn que proviene de estas galaxias, revela que nos llegan con un cierto
corrimiento en el valor de la frecuencia = v + Av. Esta diferencia, @s algunos resultados
basicos de cosmolag, nos permite estimar la velocidad con que sarestejando. Este fémeno
se denominacorrimiento al rojqg que resalta el hecho que las galaxias se alejan. Si las galaxias
se aglomeraran en el tiempo, el corrimiento camaide signo y se denominar corrimiento al
azul en este caso la frecuencia recibida aumésatar

Una explicaddbn cualitativa de lo que a@isucede es la siguiente: suponga que enviamos una
sdial a un habitante de dicha galaxésta consiste en dos destellos de luz separados por un in-
tervalo7. Como, desde nuestro punto de vista, la otra galaxia se aleja, el segundo destello debe
recorrer un trayecto &s largo que el primero y por lo tanto demorasren alcanzar la galaxia
y en ser detectado por uno de sus habitantes. Este retraso depende linealmente deyldpso
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Figure V.28:En la figura de la izquierda se ilustradmo un tren de fotones alcanzan a una fuente
en movimiento relativo. A la derecha se incluye el diagrama espacio-tiempo del mismuefen

Se supone que ambos cuerpos parten de un origefirtoli efecto Doppler relaciona el intervalo
T de la fuente (reloj) con el interval®’ de receepdin en la galaxia (inea inclinada).

la velocidad relativa entre ambos medidsI’ es el intervalo con que se recibe ldiak donde
k = k(v) es una fun@n que $lo depende de la velocidad de sepavaae estos dos objetos.

Esta funcdn k tiene una interpreta@n fisica bien concreta: es el efecto Doppler relativista.

La funcion k: el factor Doppler
Una versbn de lo expuesto a@ge encuentra en la referencia [[14]].

A continuacon relacionaremos anaitamente las mediciones hechas en distintos sistemas de
referencia. Usaremos elétodo gafico.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



40 version de March 3, 2009

Calculo analitico del factor k

Consideremos los eventos indicados en la figura V.29 y escribamos las transformaciones de Lorentz
gue las caracterizan.

Note que se utiliza Qen lugar deS 'y O, en lugar de
S’
te =(te — —5)

De la figura V.29 se desprende que la coordenada del
puntoG eszg = v - tg, puesto qué; = tg Son eventos
simultaneos en el sistem&. Reemplazando este resul-
tado tenemos

U2 tE

tg =(tg — = tg) = . (V.12)

Note que esta exprdési es la dilatadin del tiempo:
te < tm, puestoque > 1.
Por otra partér = T +tgg, perotgg €s lo que demora
la luz enir desde = 0 hastaxrq, luego

Figure V.29: En la figura no aparece
el eje (horizontaly: para evitar el ex-
Ta W ceso de letras yimeas. Por ejemplo,
tpp = (v¢ —0)/c, = lpp= ~ 135 r¢ = EG es la coordenada espacial
del evento G.
De aqutenemos quez = T+ (v/c) tg, y ordenando ten-
emos(1 — %)ty = T. Reemplazandoz en la expregin

previa V.7.1, obtenemos
tg = L = 1+_U/C T. (V.13)
v (1 —=wv/c) 1—v/c

De acuerdo a la definion del efecto Doppler y su correspondencia con los tranfteagdos en
la Figura V.29 , la expreén para el factok es

1
#. = kT, con k — ,/JZ;Z. (V.14)
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Ejemplo

A partir de estailtima ecuadn, recupere la transforméci de Lorentz que relaciortg contq
Y Zg.

1+v/c 1+v/c 4ie;
t/G = 1—11?5 T= l—vjc (t o _)

= 140/ (ta = =)

v v ‘I.G
= Yle—rzret vle =7

Vg (% Witel
= (te — 2 )+’7(EtG_7) como vig = zg,

v
Zf/G = 'Y(tG’ — C—Zﬂfg)

M étodo Geongtrico para encontrar k(v).

En A dos observadores (puntos) inercialesy O,, se
cruzan y sincronizan sus relojes (ver Fig V.30).

De acuerdo al reloj d&y, T segundos @s tardegste
envia un rayo de luz &,. Este lo recibe en el instante
que definimos comé T'. Postulamos aduue cualquier
diferencia en los intervalos puede ser explicada en base a
esta funadn k£(v). La funcbn k sblo puede depender de
la velocidad relativa, puesto que es €inico paametro
del problema:k = k(v) > 0. Ademas, siv — 0,

k — 1, puesto que no hay velocidad relativa en este

caso. Figure V.30: Esta es la misma figura
usada en el caso anterior. Acse ex-

plocara el factor k(k(7T")) que parace

en el eje vertical.

Si a su vez),, al recibir la s@al la responde inmedi-
atamente, entoncés, la recibiia en el instanté (k7).

Esta afirmadn se basa en el postulado # 3, quigsde
gue ambos sistemas son equivalentes, de forma que si enviamos un destell@deada O,
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el intervalo de tiempo aparece multiplicado por un faétot.o mismo debe suceder al enviar un
destello desdé), haciaO;. En O, el intervalo debe ser multiplicado pérveces el intervalo de
0., que era T.

Ambos son sistemas inerciales, indistinguibles y sincronizaron sus relojes en

Cada vez que un observaddt) (detecte que otro sistema de referendig ée esh alejando, los
intervalos de tiempo se relaciodarcon la fundn k(v) como se ha especificado aqu

La distancia espacidlG que aparece en el@fico se puede calcular de dos formas:

Primer Métodao
Podemos calcular @nto se demdr el rayo de luz en llegar al punteé que, como es simwdheo
con E en el sistem&), es equivalente a calcular el tiempo que marca el reloj del observadar en
Este valor es:

¢ = velocidad de la luz. (V.15)

La fisica es la misma en todos los sistemas inerciales. Sin embargo,

la simultaneidad se asocia a un solo sistema de referencia, es relatiya.

Esta elecdn quiebra la simeia entre los sistemas inerciales.

Al comparar mediciones entre dos sistemas de referencia, se debe espgcificar
gue el resultado se obtuvo estableciendo la simultaneidad para uno de| ellos.

Volviendo a nuestroaculo, sabemos que la distancia que sedalgj a partir del punta4, en
gue ambos coincidn es:

EG =v-AE = v[(k* — 1) =]+ T] = v-(K*+1) (V.16)

no| N

T
5"

Igualando estas ddstimas expresiones, obtenemos:

T T
211> = 2_ 1=
v[k—l—]Q c(k )2,

eliminandol’/2 y despejand¢v/c),

=) e
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Sik = 1, entonces? — 0 lo cual equivale a que — 0 o que la velocidad de la luz sea
infinita.

Hemos encontradocomo funcon de la velocidad. Podemos explicar brevemente como podemos
detectar la velocidad de un objeto mediante pulsos enviados con un intervalo de TielBgtos,
al rebotar en el objeto que se aleja con velocidaduelven en un interval¢t? — 1) - 7. Al medir
este intervalo y conociendbB y la expresbn —ya obtenida— d&* podemos conocer la velocidad.
Este es el principioisico que regula el funcionamiento de los radares de velocidad de lapolic

. g 1
Para dos sistemadejandose: k = 1+ 0

1-p

. ; — 1 1 —
Para dos sistemacerandose: £k = — = —ﬁ
k 1+

Ejercicio

Demuestre que:

k+ o2 2v, donde hemos definidg = !

k /1 — 32 1 — 52'
V.7.2 Dilatacion del Tiempo
Usando la expreén encontrada par(v) en la secd@n previa, demostraremos la dilatacidel
tiempo.

Para ello nos ubicaremos en un sistema de referencia inercial que consideramos en reposo. Este
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sistema, conforme a lo expuesto previamente, posee un tinglado de relojes sincronizados con re-
specto al reloj maestro que se ubica en el origen.ih@al de universo de este reloj &s (Ver

(V.31).

Lo que haremos es comparar el tiempo que marca el reloj de un observador que se aleja con veloci-
dadV (que denominama$’, con los relojes fijos distribuidos p6ty, como dijimos, sincronizados

con el reloj maestro d&. Esto lo hacemos, por ejemplo, tomando una foto cuando dos relojes co-
inciden en un punto.

Enlafigura (V.31), los evento$y B, son si-
multaneos en el sistem@a At|s = OA,, son
los segundos que avamel reloj deS a partir
del puntoO, que corresponde al encuentro ini-
cial de ambos relojesy y S'.

Calculamos lo que marca el reloj del obser-

vador que est aleandose: At = At|g =
OB. Para ello utilizamos los principios de la
relatividad especial. sz

De la geometa de la Figura obtenemos que:

E2—1 k41

OA = T+T = 5 T.

El reloj del observadof’,, al pasar frente al
punto B, marca (de acuerdo a la defirboidek), OB = kT.

Si comparamos los tiempos qudia el relqj';@ﬁﬂg(q/%q@* YRisadone e Ridm@ @‘ﬁ@&lerﬁg%ﬂ-

/ .
del observadof” que pasa frente suyo, tenemag iempo de las demostraciones anteriores.

k241
OA=At|s= “27 con OB=AY |g=kT,
despejandd’ de las ecuaciones anteriores, obtenemos
At | g
At |g= Aty (V.17)

V1-052
Hemos usado adel resultado deliltimo ejercicio propuestd: + 1/k = 2/4/1 — 2.

Esto se denomina la dilatéci del tiempo. Si transcurre un segundo$¥nes decirAt’ = 1,
entonces\t > 1,. De acuerdo al observadsy el tiempo transcurre &s lento en el sistem&(.
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Esta conclugin pertenece exclusivamente al observatloRecordemos que desde el punto de
vista deS’, las mediciones realizadas p8r son extréas, puesto que las hizo con un conjunto
de relojes que no estaban sincronizados. Su resultado, por tanto, no permite sacar conclusiones
globales, que se extiendan a ambos observadores.

Por ejemplo, afirmar que si el reloj d2 se atrasa con respecto al sugbgest en movimiento
y S est realmente en reposo. Desde el punto de vistd’de se puede hacer esta afirngarci
dado queS compab dos relojes, el ubicado ety en B, que no estabn sincronizados. Puesto de
otra maneraAB, no es un aihea de simultaneidad paga Si queremos llegar a esa conchrsi
S’ debe verificar que el mismo retraso se observa desde su sistema de referencia. eso es lo que
haremos a continuamn.

Ejemplo

Comparar lo que marcan los relojesglg S’, pero ahora midiendo eventos sinauleos ert’,
es decir, relojes sincronizados peit

Utilizaremos las transformaciones de Lorentz para resolver este caso. Es un buen ejercicio que
dejamos planteado, utilizar el factbfv) para resolverlo.

Linea de
simultaneidad para el
ohservador §°

Figure V.32:En la figura aparece la configura@n anterior vista ahora por el observadét que
se considera en reposo. De acuerdo a estse aleja hacia la izquierdaD B es una inea de
simultaneidad par&’ y el reloj enD y B esén sincronizados. E® coinciden ambos relojes y se
comparan.
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Las transformaciones de Lorentz relacionan las coordenadas de un eveéhtmeras deS’.
Por ejemplo

v
tp = v (tp + C—QI/D)7

donde hemos ladfmula inversa de (V.8) puesto quese revirtd. Si escribimos la misma ecuaai
para el evento en el origen y se lo restamos a la éstaufla, obtenemos

(tp —to =7 {(t’D —tp) + g(x’D — 93'0)] :
peroz, = 0,1, = to = 0 por ser el origeny, adefisz’, = — V' ¢/, puesto que es la velocidad

del puntoD vista desde&5’. Reemplazando estos resultados, tenemos

/ V / / V /

. De aqu se obtiene directamente

V2
Atp = /1 — = Aty = Ath =yAtp. (V.18)

Esta es justamente la inversa dedenfiula obtenida anteriormente.
En definitiva, si la comparagn de relojes se realiza considerando la simultaneidad establecida
por S’, éste observa que el reloj dese atrasa. Podemos concluir que siempre el observador que
realiza las mediciones y por tanto considera la simultaneidad en su sistema de referencia como la
correcta, descubre que el tiempo fluyasientamente para el viajero.

g

La pregunta que permanece en el aire ésspucede si traigo de vuelta el reloj viajero y lo com-
paro con el que quéden reposo... En este caso la compdna@s de un evento con otro evento
y ya no se requiere sincronizaai de ningin reloj. Simplemente parten de un mismo punto, va
retorna y comparan sus tiempos reloj a reloj, sin intermediarios.
Este problema se conoce como la paradoja de los gemelos y es el ejercicio que estudiaremos en la
siguiente secoin.
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V.7.3 La paradoja de los gemelos: el tiempo transcurrido depende de la
trayectoria

A continuacon demostraremos que el tiempo no es absoluto y por lo tanto transcurre de forma
diferente para distintos observadores en movimiento relativo.

Este problema tradicionalmente se conoce como la paradoja de los gemelos. Consiste lo sigu-
iente: uno de los gemelos permanece en Tierra mientras el otro emprende un viaje interestelar y
posteriormente, al volver, se compara con su hermano.

La dificultad €cnica que plantea este problema es la aceterapie experimenta el gemelo in-
terestelar en el momento de invertir el sentido en la ditecde su viaje con el objeto de retornar.
Las expresiones que hemos usado no se pueden aplicar de acuerdo a los postulados, que excluyen
los sistemas acelerados. Para eliminar este problema usaremos tres sistemas inerciales sincroniza-
dos y concluiremos que el tiempo, efectivamente transcuselemtamente en uno de los sistemas
de referencia.

|2
0V vee (
m —
¢
. o ¥ .
T B
=3
v > v
ﬁ.

Figure V.33:Nos ubicamos en A, sistema en reposo. B se aleja de A con una velocidad relativa
V y C se aproxima hacia A con una velocidad V (sed\). A la izquierda se indica el gfico ct
versus x y a la derecha el esquema habitual con la coordenada x en el eje horizontal.

Antes de plantear este problema hagamos un

ejercicio cuyo resultado serde utilidad ras v /\A

tarde. O AN 78
Encontramos la expreési dek en funcbn de \ : /
v en las @ginas anteriores. Note qéé—v) = 2 Be
1/k(v), es decir que cuando dos observadores iT\

seaproximan debemos usér/k) en lugar de:

. . ) KT
para relacionar los intervalos correspondientes T

=0 ‘
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Figure V.34:El factor k y 1/k deben ser usados
cuando los observadores se alejan y cuando se
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de tiempo. Para demostrar que el tienmaoes
absoluto y depende del camino recorrido nece-
sito 3 observadores (o relojed) By C.

En el desarrollo del problema distinguimos
3 eventos:

— A coincide conB definido como:AB
— B coincide con” definido como:BC
— (' coincide conA definido como:C' A

Denominamos/” al tiempo indicado poel
reloj de B que transcurre entre el eventd:doincide conB] y el otro evento [B coincide conC].
El intervalo que transcurre entre el events: doincide conC'] y el evento [ coincide conA] es
tambenT, sedin € reloj de C. Esto se puede notar en la Figura, iaeas de universo déy B
son singtricas con respecto a la vertical, porque los trazos que van desde [AB], hasta [BC] y desde
[BC] hasta [CA], son iénticos y por lo tanto ambos toman el valar

De acuerdo ahlgebra de log el tramo entre los eventdd B] y [AC| es[kT + T /k] .

Por otra parte, si efBC], el observado3 acciord el reloj deC' y lo dejo marcandd’ segun-
dos, cuandd@’' llegue al encuentro coA marcaa un tiemp® 7. Comparando ambas cantidades,
podemos concluir:

(k:+%)T22T

Estas expresiones son igualétossik = 1 = vy = 0, 0 ¢ = oc.

1 2

ko /1—-p32 —
De esta forma el tiempo que marca el relops menor que el indicado per. El tiempo no es
absoluto, no transcurre igual para todos los observadores.

En el caso de los gemelos la respuesta es similar a la obtenidaEBlogemelo de viaje llega
mas joven al encuentro con su hermano. La diferencia de edad no es la que obtuvimos, puesto que
es necesario considerar la acelevacijue experimenta durante parte del viaje. En este caso no
tiene sentido intentar utilizar el argumento de la siimaetie los sistemas inerciales para invalidar
el resultado. El gemelo que estuvo de viaja sabe perfectamente que su sistema de referencia, al
menos por unos segundos, no fue inercial.

Tambén se puede objetar que en el caso propuesto no se comparan los mismos relojes en A,
pero lo esencial ades que el reloj C al compararlo con el de Ajiaranformacon acerca del
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tiempo empleado por un reloj B al recorrer el trayecto que le correspoSd demosirentonces
que el tiempo contabilizado a lo largo del camino ABBC — y CA, es nas corto que el tiempo
contabilizado pofS entre AB 'y CA.

¢, Realmente se atrasa el tiempo para un observador en movimiento?

La palabrarealmenteutilizada en la pregunta parece esperar una respuesta que traiga a escena el
tiempo absoluto. Al formularla no se hace mémcal sistema de referencia que se considera.

La respuesta es que este resultadlo sdiala que el sistema de relojes sincronizados por S’
se atrasan con respecto a aquellos sincronizados por S. Pero este resultado, de acuerdo a S’ no
permite concluir nada puesto que, en su dpinilos relojes de S no ést sincronizados. Para
ilustrar esto, podemos ubicarnos en el sistema de S’ y considerar qua ®testediendo con
respecto a nosotros y repetir el misn@atilo. Lo que obtenemos es que ahora el reloj de S se
atrasa con respecto al de S'.

De aqu se desprende que este experimento no permite concluir que el tiempo transcurre difer-
ente en ambos observadores.

Para lograr una respuesta definitiva con respecto a la e@aldeil tiempo en dos sistemas de
referencia en movimiento relativo, debemos compéwamismos relojes dos vec&3on esta con-
sideracbn, ya no es posible refutar un resultado debido a la imposibilidad de sincronizar los relojes
de los dos sistemas de referencia. En la siguientesedeiremos una respuesta concluyente a este
problema.

V.7.4 La contraccidon del largo de una barra
Definicion de longitud

Para medir lalongitud de una barrauin observador en reposo con respecto a ella, se ubica en el
medio de la barra y mide el tiempo que demora un rayo de luz en viajar hacia un extremo y volver
al punto de partida.

¢, @mo sabemos que estamos en el centro de la barra?

Antes de proceder a medir la longitud de la barra el observadda emvforma simuéinea
dos rayos de luz hacia ambos extremos de la barra donde sxftejados. Si recibe de vuelta
ambos simulineamente entonces &§tisto en el punto medio de la barra. De otra forma deber
desplazarse hasta lograrlo.
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¢, Por gé medir longitudes con un rayo de luz y no con un metropé&tr

Porque la velocidad de la luz es una constante universal. De esta forma los resultados
obtenidos utilizando la luz soralidos en cualquier sistema de referencia inercial.

Contraccion del largo

La inclusbn del postulado # 3, indica quéle esh definida la distancia espacial —o el largo en-
tre los extremos de una regla— entre dos eventos que ocurrengigartente en un sistema de
referencia.

Estudiaremos la contra@n del largo usando @lgebra de log.

Por definicon la longitud es la distancia@spacialentre dos eventos simatieos. Aqu vamos
a comparar el largd’ de un barra en reposo en un sisteffiacon el largo de esta misma barra,
pero medido en el sistem®& que lo denominamos. La configuradn se indica en la Figura
adyacente.

El método que usaremos nos pernditmanipular coordenadas en distintos sistemas de referen-
cia.

Calculemos las coordenadas del eveniten el sistem&’. De la Figura se desprende que
cAt, =(L+vAty), yque
cAt_=(L—vAt_).

Este resultado se obtiene siguiendo la trayectoria del pihten la Figura. Enf = 0 su
coordenada espacial ésenAt, es[L + v At,], puesto que se éstlejando de&.

EnAt,, labarra est representada pov N’
sedin el observadof. En ese instante se dav
un rayo de luz hacia el origen de la barra. Lo
alcanza enm\ ¢_ segundos s tarde y la dis- f*—
tancia que debe recorrer es el largo de la barra )}
menos lo quésta se acerca, en el intervalo de
tiempoAt_, una distancid. — v At_. Despe-
jando(At, + At_) de estas dos expresiones
obtenemos:

1

L L 2¢ L B,
At +At_ = = .
+F c+v+c—v c? — 2 ()]

)
" . * -
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Como los eventos marcados por Ay B son si-
multaneos, utilizando los resultados déiimo
ejercicio, tenemos:

Finalmente, como en el sistens4, el rayo de
luz parte del origen de la barra ép = 0y
vuelve aS’ en B, desjiies de rebotar en el otro extremo de la barra, entonces tenemos:

c[At, + A ] =2L [iii)]

DespejandqA ¢, + At_) de las ecuaciones [i)] y [ii)], e incluyendo el valor @&’ + At )
obtenido en [iii)], tenemos la reld@m deseada entiey L':

L
L= (V.19)

N

Comprobamos qué < L', al medir el largo de una barra en movimiento, medimos un largo
menor. Como hemos Balado, este hecho es consecuencia de que la simultaneidad es relativa. A
la barra no le pasa absolutamente nada, no se comprime.

V.7.5 El significado de VER y MEDIR en la Relatividad de Einstein

Definimos VER cuando todos los fotones emitidos desde el objeto que nos interesa llegan si-
multaneamente a nuestro ojo. Es claro que los puntsatejados del ojo deben emitir antes los
pulsos de luz para llegar al mismo tiempo que aquellos ubicados en unaposid favorable.

Medir es una operagi que involucra los siguientes elementos: un sistema de referencia inercial
determinado, una red de relojes sincronizados en dicho sistema de referencia, cada uno con una
camara que g&le un evento, el tiempo y sus coordenada. El observador en este sistema recopila
los datos y compara. Por ejemplo si quiere medir el largo de una barra en movimiento con respecto
a su sistema de referencia, debe ubicar dos fotos, una en que aparezca el comienzo de la barra y
otra con el otro extremo de la misma barra. Ambas deben indicar el mismo tiempo &sienditd).

La diferencia entre las coordenadas permite conocer el largo de la barra.

Ejemplo
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Un trenS’ se mueve con velocidad= 0.6 ¢ en la direcadn +x con respecto a un observador en
reposo en el sistem@a Dos rufianes con sendos atomizadores, se ubidaa &m de distancia en
el sistemaS. Ambos rufianes disparan simaiteamente de acuerdo a relojes sincronizados en el
sistemaS . Al gatillar el atomizador aparec@manchasd’ y B’ en el tren. Los rufianes aseguran
gue la distancia entre las manchages 5m (La distancia que separa los atomizadores del tren
es despreciable

a) Los pasajeros del tren llevan sus relojes sincronizados. De acuerdo a los pasajeros del tren
¢, qQuUEn dispab primero?

b) ¢ Cal es la distancia entre las dos manchas medidas por un observagposn con respecto
al tren?

c) ¢ Cul es la distancia entre los dos rufianes, de acuerdo a los pasajaegsoso con respecto
al tren?

Respuesta

Del grafico se desprende quiesucede antes qu& sedin un observador en la nave. Calculemos
la diferencia de tiempo. Debemos comparar los eveAtgsB en los dos sistemas de referencia.
En el sistema fijo a la tierra los eventdsy B son simulaneos y ocurren a una distandia

Ax = L,y At = 0.
En el tren, las coordenadas son

;L vAz, v L )
At' = ~(At — = )= —v = /T\Lt "
Lo
DondeAt' = [ty — t/)] = V-
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35 15
t/: — _—_— = ——
cty =0 554 1

—8
thy =1,25x 1075
Las dos manchas una vez en el tren se propagan
rigidamente corel, es decir suihea de universo
nace endy B peroa partir de entonces se propaga
paralela a laiheat’. La distancia entre las manchas,

medida con un metro por un observador en la tren
esAC, que definimos comd’'.

¢,Cuanto vale L'?
i) Primer nmetodo.

De acuerdo a las transformaciones de Lorentz, la coordenada del @wmduncon de las
coordenadas del mismo evento en tierra, son:

x, =7 [xe —v(te —ta)],

pero z. es la posidn en el sistem&' del extremo de la barra deggmique ha transcurrido un
intervalo(t. — tg) = (t. — ta), su valor es:

r.=xp+v(t.—ts), adendszp = L,

re=L+v(t.—ta),

de modo que:

o, =7y [L+ov(te—ta) —v(te —ta)] =~L.

L' =~L.
i) Segundo @todo.

C' es la proyecdin de la coordenadd de B. Eso es precisamente lo que representan las Trans-
formaciones de Lorentz: una proyemcidel vector 4 B en este caso, del sistema {) al sistema
(«',t"). La proyecobn deB enz’ es simplementé\z’ = v(Az — vAt) = v L, (At = 0, puesto
queAB es simulaneoS). Ademasz’; = x;, puesto queB y C eshtn en lainea de universo de un
observador en reposo éh. L' = 1.25L = 6m. Note queAC > AB AC, > A, B.
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c) La linea de universo de los dos rufianes . __,
son rectas verticales en el diagrama de espacio-
tiempo fijo en la tierra (S) . Lt ot

Ay B sdialan la posidn de los rufianes.
Esta distancia sém un observador en el tren
es la intersecoin entre lainea de universo de
By lalinea de simultaneidad de un observador
en el tren (por ejemplo : el puntd. La coor-
denada d€’ en el sistemat(, ') :

[e e ()

L Linea b mivgsg
: / Ae ag manchns
/

/

= ylx.— (t. —tp)v], # /? 7 X
re= rp=1ap—0=xp—1a=1, Figure V.37: Distancia entre manchas.
o= o —ay=L",

L"= ~[L—v(t.—tg)]
! ! v
pero ., —t :7[(750—@;)—6—2(%—“)]

Ay C son simuléineos en S’, luego: v [(tc —ta) — %L
C

tg = ta (Simulttneo ens)
x. = xp ensS
2
1
=~L-2rl=21L
7{ c2 ] y
Ejemplo

Sean Sy S’, dos sistemas inerciales que coinciden en un instante. S’ se mueve con respecto a S
en la direcddn (z+), con una velocidad = constante. En el origen de S’ existe una pantalla de
cine que proyecta una pelila de t' minutos, la cual es vista por un observador que se encuentra
en el origen de S. ¢, @ato tiempo dura la pelula para el observador en S? Supaner 0,6 c.
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Utilizando las transformaciones de Lorentz, se obtiene:

ParaS At =~(At— %Aaz),
C
ParaS: At = (Al + —Aa').
C
Sabemos lo que dura la palla en S= At’ es conocido (con respecto a las mediciones que hace

un observador en S’). Adeis Az’ = 0 (la pantalla permanece fija en S’). Luego = yAt'. Sin
embargo, debemos calcular el tiempo que demora en llegar altsva foton de la pantalla.

e At = 22 ya que cuando en S’ terntirla pelcula,ésta @n no ha finalizado en S.
C

Por otra parte\ © = y(Az' + v At') = yv A

= At=7A+At" =AY <1+9) =2At
C

\V.7.6 Las transformaciones de Lorentz.

Las transformaciones de Lorentz son las ecuaciones que relacionan las coordenadas de un evento
P =(t,, #,), en un sistema inercia, con las coordenadas que describen el mismo evento P, en
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otro sistema”: P =(t,,, x,,).

Constituyen el equivalente a las transformaciones de Galileo para ir de un sistema inercial a otro
con velocidady.

El punto P es lo que hemos denominado un evento en el espacio—-tiempo. Con respecto al
observador, el puntoP tiene coordenada3(¢, =) puesto que consideramasedos coordenadas
una espacial y otra temporal, para mantener la simplicidad. En la figura, el origen del tiempo se
ubica arbitrariamente en cualquier punto déhe& de universo de.

El sistema de coordenadas se ubica con el
observador4, éste tiene coordenadés0). El AR
punto( es simuléineo cor? y por lo tanto am- _C (@+X)
bos tienen la misma coordenada temporal en el -
sistemaA.

Q = Q(t,0), P = P(t,x).

Para enviar un rayo de luz desdehastaP,
debo gatillar el haz de luz en el instarite—
x/c). Dicho rayo rebota e y alcanzaA en el
instante(t + x/c).

57

La cantidad (z/c) tiene dimensiones de
tiempo.

Supongamos que existe otro observador in-
ercial B, que asigna al event®, las coorde-
nadas(t’,z’). La relacon entre(t, z) y (¢, 2'),
gue respeta los postulados de la relatividad es- /
pecial, se denominan las transformaciones de
Lorentz. Ubicamos el origen del tiempo en |
intersecadn de lasineas de universo déy B.
Al enviar un rayo de luz desdé, este cruza la
linea de universo d& en (ct’ — ') y poste-
riormente alcanza el punt8. De vuelta toca
la linea de universo d8 en(ct’ + 2’) y A en
(ct + x).

Usando el ratodo de la fundin k, podemos relacionar ambos sistemas de referencia.

@)
Mitwo AP

ll

X

Eigure V.38:Un rayo de luz cruza a los dos ob-
servadoresi y B, rebota en el event® y regresa

al observadorA, cruzando la trayectoria dé3.
Geongtricamente se relacionan las coordendas
de P(t,x) medidas porA y las coordenadas del
mismo event@ (¢, z') vistas porB.

ct' — ' =k (ct — ),
Este caso corresponde a la retacue existe entre el tiempo que trans@iemtre el origen del
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tiempo (intersecdin de lasineas de universo de Ay B) y el instante en que séseghMprimer rayo
desdeA y el tiempo que tard® en recibirlo: 7" = kT

El siguiente caso, corresponde al rayo de luz reflejado desde el pynilaciona el tiempo que
ha transcurrido sém el reloj deB cuando recibe el rayo de luz, con el tiempo que ha transcurrido
paraA cuando recibe de regreso el mismo rayo de luz:
(ct +x) =k (ct' + ')

De estas dos ecuaciones se puede despejar como funciones de y t.

1
2ct’ = k(ct —x) + Z (ct + ),

1
27" = —k(ct — ) + E(ct—i—x),

N AT "o
’ (B ) @)
@) N T kT (8" +x")
T Cavo del 70
rtﬁ'\vf{]d\v\o
0 0

Figure V.39:En la figura de la izquierda debemos identificar T ¢on — = ) y KT con(ct’ — ).
En el diagrama de la derecha, se identifiea’ + 2’ ) con Ty(ct + z) conkT.

pero recordando que:

~
%(kil){ con k= %
By

Donde hemos definidé = v/cyy=1/y/1 — 32.
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Despejanda’ y ¢’ de las ecuaciones anteriores obtenemos:

X’ {xr — vt}
(V.20)

t = y{t— 5z}

V.8 El retorno de lo absoluto, los invariantes.

Se puede verificar, a tras de las transformaciones de Lorentz, que la comhinaci
(ct')? — 2 = ct* — 27

es uninvariante posee el mismo valor en todos los sistemas inerciales. distanciala denom-
inamos(As)2. Aqui hemos encontrado una cantidad que tiene un valor independiente del sistema
de referencia, es el equivalente al tiempo absoluto en leatderGalileo y Newton.

As? = A(AY)? — (A7) = A(At)? — (Ax)?

Sabemos por experiencia lo importante que son las cantidades conservadaamnanelectrici-
dad...etc.. El equivalente en relatividad especial sonneariantes

Como ejercicio, podemos reobtener la dilabaci
del tiempo (que el reloj e funciona nas lento

que un reloj, i@ntico, end). O;Q y O, P son Iineas /I\’*
(o planos en tres dimensiones) de simultaneidad con
respecto al observader. LlamemosAs = PQ). b
As? = 2T, puesto queP y () se ubican en la R

linea de universo dB y por lo tantoz, = . T

As? :P_Q2 =cA(tp —tg)* — (zp — 20)° —p — - . -

0y . A
V8. EL RETORNO DE LO ABSOLUTO, LOS INVARIANTES. Faculthd de Ciefici sﬁs&as y Matematicas
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Figure V.40: .
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PQ’ = AT? — (Az)

Hemos definidd\z = zp — zq.

Como(As)? es uninvariante,

As* =c2T? = AT? — (Az)?

Az ]2
T = T |1 - (=)
c [ <CT>} ,

peroAz/T =V, velocidad con que B se aleja de A.
T'=T+\/1-032=T=T/\/1-p32

SiT=1s,T <1, puestoquel < 1y 1/4/1— % > 1. Esto se denomina la dilatéei del
tiempo.

Ejercicio
En la Figurad y B son dos eventos en el espacio-tiempo.

SA32 = 02 (tB — tA)Q — (IB — SEA)2

Si ubico mi sistema de coordenadas en el evehtel lugar georgtrico de todos los eventos que

estin a una distancia (espacio tempoigl; = Constante, del se ubican en la hgrbola indi-
cada en la Figura 2.

a.- ¢ En gé sistema de coordenadas los eventgs B de la figura 1 quedan representados por
el intervalo verticalA y B"”” de la figura 3. Haga un esquema cualitativo de dicho sistema de

coordenadas (preferible sobre uno similar al de la Fig. 1).

b.- ¢ En gé sistema de coordenadas los eventads de la figura 1 quedan representados por el

intervalo A-B’ de la figura 3? Dibuje cualitativamente dicho sistema de coordenadas.
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Figure V.41:

V.9 Composicbn de velocidades

V.9.1 Velocidades paralelas.

El método de los productos de la fubnik para obtener la suma de las velocidades no esasl m
sencillo. Sirve para ilustrar que todas lasmulas de la relatividad especial se pueden obtener a
traves de su uso.

A continuacon incluimos una derivadn alternativa.
Para ello necesitamos usar el Postul#dd planteado previamente.

Supongamos que un cuerpbviaja con velocidad,’ con respecto a un sisten$a. A su vez,
este sistema viaja con una velocidadon respecto a. Queremos calcular la velocidadde este
cuerpo con respecto al sistema

Designamos las coordenadas Mecon respecto @’ como (¢, z;). Las coordenadas de este

punto con respecto al sistemaon(t,, z,). La relacdn entre ambas coordenadasaegdda por la
transformadn de Lorentz (donde hemos suprimido elisalicep)

Ax' = y(Az —vAt),
Al = y(At—ZAz),
C

Por definicon
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Az’ . .
u = A—g; : la velocidadP con respecto al sistent#.Por otra parte:
Ax . .
U=y la velocidad deP c/r al sistemab
Ax
Az ., Ax —vAt At
= u = =
At At——Ap |_ 1A
¢ 2 At
, uU—v
u U u
-
Despejanda;, de esta ecuagn
V-u
u’(1—7) = u-—wv,

u +v
. !
1+v U

c2

Esta es la ley de compositi de velocidades. Es directo comprobar qué sk ¢, v = ¢ = u =
C.

No es posible lograr velocidades mayores que la velocidad de la luz sumando velocidades con
esta ecuadin relativista.

Velocidades Perpendiculares

Supongamos que el observador en S’ se mueve en un eje perpendicular a lamueabesplaza-

miento de los dos sistemas de referencia, digamos ¢l ¢ja velocidad relativa, de acuerdo a un
observador en S es:

Ay Ay

At vAzx.’
v[AL— ]

c2

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



62 version de March 3, 2009

dividiendo ambos factores paxt y definiendo Y S

_AY
v, = N Y
Ay :
v = A obtenemos:
Ay , Uy Figure V.42: .
Ar T T T
71—l

Esta es ladrmula que relaciona una velocidad
perpendicular a la direazn de movimiento en el sistema S’, con la velocidad medida desde el
sistema de referencia en reposo.

El objetivo del siguiente ejemplo es recordar que cuando las mediciones se realizan en el mismo
sistema de referencia, toda la ciregina y la geometa de un curso de Introdu@si a la Fsica son
validas. $lo cuando queremos relacionar medidas en sistemas de referencia inerciales diferentes
es necesario recurrir a las transformaciones de Lorentz y a la gé@uhetespaciotiempo.

Ejemplo

Un sistemaS’ esé en movimiento uniforme con
respecto a otroS. En .S’ se ubica una barra que
forma unangulo#’ con respecto a la diredn del

movimiento. ¢ Cal es la direc@n de la barra me- s
dida por un observador en
Solucion: De la figura se obtiene:
AV 0
Ay’ = cot - )‘ X
Usamos esta relam porqueAy’ es perpendicular al movimiento y por el Postulads : Ay’ =

Ay.

Cualquier diferencia en el valor dahgulo que
aparezca ety proviene de la relabn entreAx’ y
Az. Graficamente lo que midé se ve en la figura
V.43:

Figure V.43: .
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Coordenada d4 :

'y =~z (puestoquélt =0enSs)

¥y =2l = A’ = yAx

Figure V.44:La figura séala lo que mide el ob-

Ar Az sqviacégg%,y S’

Ay YAy 4

Az
A_y = cot 0

cotf =+/1— 32 cot &/

Ejemplo

Si observamos una estrella fija desde la Tierra, debemos inclinar la orgentieditelescopio
debido al movimiento relativo de la Tierra con respecto a la estrella. Esieéaro se denomina
aberraddbn dela luz y consiste en el cambio de diregoide la propagaén de la luz, al pasar de
un sistema en reposo a otro en movimiento relativo, &hgulo de incidencia no es paralelo a la
velocidad relativa entre los sistemas de referencia.

Calcule la inclinadn ¢’ con que debe posicionarse el telescopio, de acuerdo a la Figura, en los
dos casos siguientes:

a) Calcule el valor dedngulo#’, en la forma dhsica, es decir sin usar relatividad especial.

b) Desarrolle el alculo delangulod’ en forma relativista y compare este resultado con el ante-
rior.

a) Como la Tierra se estacercando a la estrella, de acuerdo al esquema indicado, la velocidad
relativa aumentau + ¢ serd, recordemos que no estamos utilizando la relatividad especial.

tom 0 — u + cseny

c cos 6

tan @ = |tan 0+
c cos 6
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7] N

2] ESTREUA FIT A
=,

Figure V.45: A la izquierda aparecen los dos sistemas de referencia qu &t movimiento
relativo. A la derecha se da una idea del cambio de di@ccjue se le debe dar al telescopio para
enfocar la estrella fija (sin movimiento propio).

En forma no-relativista las velocidades se suman en forma usual.

Como la luz - de acuerdo a la figura - va al encuentro del sistema de referencia, la velocidad
relativa aumenta.

~

v, = —ccosf

~

v, = —(u+csend)

b) Ahora procedemos con el formalismo relativista.

De acuerdo a la®fmulas dadas

Uy — U vy
vy = uv, v, = L
1 - 2 7[ - c2 ]
v, = —cSend v, = —ccosf
, [csend +u ;o c cos 0
Ve = usend Yy = usend
1+ . 1+ . ]
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. 9,_v;_u+csenex 1
an _%_ usend
1+ - c cos 6
u send
Y[+ ]
C
send
tan@’zyLzy[tane—l— - ]
c cos 6 ¢ cos 0

La diferencia con el tratamiento no—relativista es un fagten frente de toda la exprési.

Ejercicio

Expligue si la figura que se aconifmes correcta
0 no. Justifiqgue su respuesta.

Un par de comentarios finales con respecto al
tiempo. Es la variable que se puede determinar con
mayor preciin. Esta es una ventajadnica, que
nos permite hacer experimentos y confrontarlos con
predicciones bien precisas, como ya lo describimos
anteriormente.

Por otra parte, utilizando las palabras de Penrose
[10]: "...la relatividad especial nos erigealgo pro-
fundo acerca de la realidagsica, en reladn a la
naturaleza del tiempo”.

Una de estas en8anzas —como hemos visto—, se
refiere al cambio en el concepto de simultaneidad,
dos ferbmenosA y B que ocurren al mismo tiempo
en un sistema de referencia, de acuerdo a otro ob-
servador que viaja con una velocidadconstante,
con respecto al anteriod ocurre antes qué. El
concepto de simultaneidad deja de ser absoluto.

Usaremos edlgebra de las funcionéspara encontrar la composici de velocidades.

Universidad de Chile

(1)

(c}

Figure V.46:
Composicbn de velocidades usando el factor k del efecto Doppler.
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Los tres sistemas de coordenadas est’an relacionados mediante las transformaciones siguientes,
v

el sistema A con BT" - k5T, el sistema B con CI"" 2 ke T'. A partir de estas relaciones

podemos conocér en funcbn deT”: T Y kagpkpcT. SIV = V4, es la velocidad relativa del
sistemaC’ con respecto al entonces se debe cumplir qig- = kpc kap. Reemplazando cada
uno de losk por sus respectivas velocidades tenemos:

Vac _ kic_ L kszk%%C_ 1
c Ko+l Kpkio+1
De aqu, haciendo ehlgebra correspondiente, obtenemos la Ley de Composite velocidades.

(u+v)
v

Vac =

Para poner a prueba esta refagi supongamos que un carro se mueve con velocidadon
respecto a la tierra. Sobre el mismo carro un atleta, super—lenteja corre con unad¢apieieel
mismo sentido que el movimiento del carro. &0es la velocidad de este super atleta con respecto
alatierra?

Reemplazando en l@fmula anterior, tenemos:

La velocidad resultante es menor que la velocidad
de la luz. La suma de velocidades relativistas es
una expresin no—lineal, a diferencia del caso no—
relativista.

V.10 Ejercicios Resueltos Figure V.47: .

El siguiente ejemplo ilustra una situani que no
corresponde a lo que estamos habituados y que
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sucedeia si existieran objetomacrosépicos que
viajaran a velocidades cercanas a las de propagaci
de laluz. O, a la inversa, @sucedéa si la veloci-
dad de la luz tuviera un valoras pequio.

Nuestra experiencia indica que si un@vio heli®ptero) se acerca a una muralla ilugmalola
con un foco, como se ilustra en la Figura, la zona iluminada se acerca desde infinito hacia la
muralla. Mostraremos en este ejemplo, que es posible que el movimiento de la sombra proyectada
por una muralla debido al foco en movimiento, puede desplazarse desde la muralla hacia infinito, si
el foco (o el avbn) se acerca a velocidades cercanas (pero inferiores) a la velocidad de pi@pagaci
de la luz.

Ejemplo

Un avion viaja en forma recfihea a una velocidad,cercana a la velocidad de la luz y a una
altura H sobre el suelo. Una linterna, encendida al pasar énaw@mite un rayo de luz pasando
apenas sobre el muro.

Dos observadored y B en reposo, descansan @etrdel muro de alturd. B se ubica justo
detids del muro, mientras qué permanece a una distancide B.

Al pasar sobre la muralla (punto D, en la figura) elcawvenciende otra linterna que ilumina al
observador B. En este ejemplo, nos intereda sstas dos linternas, la situada en el punto P y
apuntando sobre el borde superior de la muralla y la situada en el punto D, justo sobre la muralla
y apuntando en forma vertical sobre B.

a) Encuentre el valor que debe tomar la velocidatel avibn de modo que el destello (fot)
emitido desde la linterna eR, al ser encendida por el paso del@y, alcance al observadar
justo en el instante en que el éot, emitido desde la linterna situada en el puftoalcanza al
observadons.

Hallar el rango de valores dahgulo¢ para el cual ocurre esta situéni

b) Demuestre que si la velocidad del @vies mayor que el valor encontrado en la pregunta
anterior (pero siempre menor que la velocidad de la luz), entonces la oscuridad que hay en el lado
izquierdo del muro se propaga deddeal lado de la muralla, hacid. Justo lo opuesto a lo que
dicta el sentido com.

Este es un ejercicio de cinética no-relativista.

Solucion
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Figure V.48: Al pasar por los puntdsy D el avibn enciende una linterna ubicada en cada uno de
dichos puntos y que apunta en la forma indicada.

a) Para encontrar el valor buscado paya&alcularemos el tiempo que tarda el rayo de luz en
recorrer los dos caminos propuestos en el enunciado (ver Figura):

T(P— C — A) =Ty,

T(P—D—C— B)=1Tg.

Calculemosl'4.
Como los trangulos reé@ngulosA CDP ~ A CBA, entonces

AP H - H _ H
- = { i - I 2 2
o de aglii se obtiene AP . AC . V% + h?,
donde hemos usadoA = v/ h? + (2.
PeroT, es el tiempo que el foh demora en recorrer la distand?al, de modo que:

H 1
Ta=TVRTE (V.21)
C

Para calcular la velocidad de modo que el destello emitido énllegue aB simultaneamente
con el fobn que sab desdeP y alcanzaA, debo considerar el tram@D que recorid el avon.

TB:T(P—>D)+T(D—>C—>B).
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El tiempo que transcu@ientreP — D es

PD
T(P— D)=—.
Uu
De la Figura se tiene: B
PD_t
DC R’
de modo que
_ - 1
PD = EDC =3 (H — h), (V.22)
de esta forma C(H - h)
T(P — D) = —
(P — D) .
El tiempo de viaje del destello entfey B es:
H
T(D — B)=—

Cc

de donde se puede obtener el tiempo que tarda el rayo en alcanzar el punto B, contando el instante
desde que el abh encend la linterna en el punto P:
¢((H—h) H
hu c

Siimponemos la condioh queA y B reciban los destellos simaheamente, se debe cumplir que
Tx = T, y de esta ecuath obtenemos la condam buscada:

C(H=h) H_HVPEP
hu c ¢ h ’

Ty =T(P — B) =

despejanda,/c, obtenemos:

como = tan ¢, entonces: - — (V.23)

~| s

h
(1—E)
1

— tan gzﬁ} |

c
lcos )
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El angulogy debe cumplir la siguiente condasi:

u 1 — sen¢ h
—-<1 — — > (1= =).
c coS @ ( H)

En el giafico que se acompa se puede estimar el rango de valores posibles que puedeftomar

u/c versus phi(en radianes), para h/H=0.5
1.2¢
114
1
0.9+
0.8+
0.7%
0.61
O.Sz

"
0 02 N4 06 0.8 LP

b) Es claro que si la velocidad del éaniu. aumenta, entonces el destello emitida/gilega aA
desp@s que el emitido desd@, puesto que el adin viaja nas @pido y el iempdl 'z Se acorta.

Si el avibn viaja con una velocidad = u(¢) que se ajusta a la ecuaniV.23, la regdn AB se
ilumina en forma instadnea.

Si h
U 1- H
1> E > (m) COS Qb

entonces la zond B se ilumina desd® hacia4, siempre que no emita destellos cuande: 0, 6.
Parap > 0.6 no se cumple qué < 1.

Ejemplo
La Paradoja del Granero

Considere un atleta corriendo con una garrocha de largo propio 20 m. (La velocidad del atleta
con respecto al granero esdég ). Este sostiene la garrocha de modo que se mantiene paralela a
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Figure V.49:

la direccbn de movimiento del atleta. En su carrera, el deportista pasa por un granero de longitud
propia = 10 m. ¢, S@éx posible cerrar los dos extremos del cobertizo de manera que el atletay la
garrocha queden atrapados en su interior?

Analice su respuesta desde el punto de vista del atleta y del observador en el interior del granero.
Solucion
La paradoja del granero.

Solucion:
Seal, = longitud propia del granerd,;, = 10 m.
L = longitud propia de la garrocha,= 20 m.

i) Analisis con respecto al atleta:

El atleta opina qué, sufre una contracon puesto que ve aproximarse al granero con velocidad

V3%

luegoL{" = L,/ 1— 55- =

WS
ol oo
—
©
|b‘
S
—
o

y como la longitud de su garrocha Eglargo propio)
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= para el atleta es imposible quedar atrapado en el interior del granero puestogue;/2
i) Analisis con respecto al observador parado en el granero.

El observadoi3 ve aproximarse al atleta CG§C, por lo tanto, la contracoh de la garrocha es:

EPRY:
LB =, 1_<20) 252@21()7”
2 2 2
y comoL, = 10m (largo propio del granero)entonces para observates perfectamente posible

gue el atletafl) quede atrapado en el granero, ya que:

L® =1, L% =long. medida poB de la garrocha dd

Alternativa # 2: Uso directo de las Transformaciones de Lorentz.

sea Az = x93 — 11
A = 2, —

dondel y 2 eventos que indican la entrada y salida del granero paaksen(i) y el fin y
comienzo de la garrocha enaisis (ii)

Las transformaciones de Lorentz son:

(x)Azx = ~y(Az' +vAt)
(:x)At = (At + SAL

i) s’ desea medir la longitud del granes At = 0 en (*) = Ax = yAz'

Ax = longitud granero medido per
Az’ = longitud granero medido pgr

= Ax’:LéA):%:%<L

= Paras’ es imposible quedar atrapado
i) Ahora

Ar = x93 —1x; = largo garrocha con respecto
Az’ = zf, —x) = largo garrocha con respecto
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S desea medir la longitud de la garrocha At =0
de(xx) = At' = —5Ax

_ Ax’
en(x) = Azr==

B _ L _ L __
U>_;_5_%

= ParaS es posible quedar atrapado

V.11 Apéndice A: Las ecuaciones de Maxwell en el sistema
MKS

Incluimos a continuadin las ecuaciones de Maxwell en el sistema MKS a modo de infoomaci
V-E=p/e V-B=0

. 0B . ] OE
VAE=—— WAB =>4+ —"—
ot T

Este conjunto de ecuaciones se puede resolver en forma general. Las integrales son:

o DA
B VAA
10(27t - TlQ/c)
1.,t) = | ——————=d
¢( ’ ) / 47'('60 12 v2

—

2,t — c
A(L,t) = /‘Mdv2

41ey 2y

Note que aparece uérminot’ = t—ri5/c en el argumento de la densidad de cargay la densidad
de corriente. Esta variablése denomina el tiempo retardado yiak que el efecto en el instante
t y enr; corresponde al efecto de la carga debido a su @s|€j,|/c segundos antes. esto hace
las ecuaciones no-lineales yidifes de resolver.
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V.12 Apéndice B: ¢ Qe es el tiempo?

El tiempo se define en forma tal que la descpailel movimiento resulte simple [9]. De hecho,
uno de los logros de Galileo en 1583, fue el convertir @ndulo en una éuina confiable para
registrar el paso del tiempo. Otro de los aciertos de Galileo fue utilizar un reloj de agua para
tabular el tiempo durante laick libre de los cuerpo&ste fue tamtéin el origen de la utilizadn

de planos inclinados y poleas, que surgieron como una forma de hacédaalibee mas lenta

y por tanto nas facil de tabular. Es tamén, el origen de los ejercicios propuestos en los libros
introductorios de memica.

Como lo s@ala Penrose [10], los griegos lograron un entendimiento aceptable dedosfiens
eshticos, pero no asde los dirfamicos. Este hecho proviene, en parte, por la falta de una forma
adecuada de cuantificar el cambio de p@siale un objeto.

El nlmero que se asocia a la dukatide un febmeno es lo que designamos tiempo. Este
nimero se obtiene contando la cantidad de ciclos de oti@eno que consideramos pEtico
hasta que no se demuestre lo contrario.

Asi es que ya antes de la apabicide la relatividad especial no exatun tiempo absoluto.
El peiodo del sol fue considerado por Agstles como un buen reloj. De acuerdo aikich
Aristotélica la trayectoria del sol en el espaciogedescrita por una circunferencia perfecta, que
es elinico movimiento que no se frena (como un blogue en una mesa) o que no se acelera (como
es el movimiento natural, la @a de un objeto hacia el centro de la tierra). Adsmas eterno.
Era entonces un buen reloj. Ahora sabemos que el sol no gira entorno a la tierra y gas Edem
rotacbn de la tierra sufre alteraciones [16] debido a diversoérfeanos fsicos. Si uno necesita
mejorar la precigin debe comparar con otro fameno.

V.12.1 La medicbn del tiempo

En la antigiedad, en una traviesmaitima la latitud de un barco se puede medir comparando la
posicbn del sol en el cenit (uangulo) con la del lugar de origen u otro tomado como referencia
(otro angulo). Sin embargo la longitud, en aquellos tiempds poda medirse por el desfase de,

por ejemplo, el tiempo que marca un reloj al alcanzaer el cenit el sol con aquel que marcaba (en la
misma posidn del sol) en su punto de partida. En el barco un reloj eiiaieb medio por el cual

poda ubicar su longitud mar adentro.

En este contexto podemos mencionar a Hooke, quien alrededor del siglo XVII reéneplaz
reloj de gendulo que utilizaban los barcos por uno con un resorte helicoidal. De este modo se
aminoraba el efecto de los vaivenes del barco sobre el funcionamiento del reloj y la indprecisi
en la determinaéin de la longitud. Otro relojero John Harrison (1693-1776) wtilin resorte
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TIERRK »
W { n,
AA e
) >

E| Ain s¢ Alama Tl dw sv acortn

Figure V.50: Esteesun diagramamuy exageradale la orbitade la Tierraalrededordel Sol. La
orbitadela Tierraesmuy cercana unacircunferenciaSeencuentranascercadel Sol duranteel
veranodel hemisferioSur.

bimetalico para disminuir los efectos debido a los cambios de temperaturady dogstruir un
reloj que $lo se atrasaba 54 segundos déspde una través maitima de 156 tas [13].

El mas antiguo de los relojes lo constituye el movimiento de la Tierra alrededor del Sol.
medida que aumedtia precisbn de los instrumentos utilizados, comenzaron a surgir dificultades
debido a que la tierra describe una elipse alrededor del sol y, por la conéardatimomento
angular, hay tramos en los cuales viajagmpido (ver Figura V.50) y elid solar, considerado
como el intervalo de tiempo que transcurre entre dos posiciones consecutivas del sol en el cenit de
un mismo lugar, se alarga en aproximadamente 4,7 segundos con respé&ziorahtedio.

¢ Es posible detectar estos cambios?

En 1900 los relojes se ajustaban de acuerd@aktto de las estrellasas luminosas a trés de
los meridianos de los observatorios terrestres. Esto se define conim sidetal.

En 1936 la construcon de relojes degndulo era
tecnicamente tan sofisticada que en el instituto BIH

(Bureau !nﬁternat_lo_nal de I'Heure) se l@égalcanzar EL MERCLZ1O 22 su»io-/aq
una precign suficiente para poder comparar la du- MIERC :
racion del da en dos fechas diferentes y asegurar -

. . ~ - RN A
que el largo de unid de Enero de dichdia excedd or OQOG V<
a uno de Julio en aproximadamente 2 milisegundos — idemis Conselo de Seruridad aue respaide as gestiones
[16] Tha] de 13 Susciom o puede v thicrader o 0

Nave espacial Ulysses

. . , . PASADENA, EE.UU., 28 (AFP).— Mais de tres afios
En 1955 la precigin de los relojes amicos per- s,::*;‘i‘.,,,,,“,o.a,u",,.,W.,,.‘.:.“::’.,..,.Z,.J;}i

do Jupiter, indicé la NASA. Desde siempre, desde que

mitian medir el tiempo con una exactitud de una Selor ey ceuagor del ot Teeiacs iy Justamos alre

eeks, el diree-

11 ~ ~ tor c‘liel proyecto Ulysses. Por primera vez estamos a
parte en10'' y su taméo y peso permian hacer e s e
comparaciones entre dos puntos separados. e e o o

Relojes se ajustan en un segundo

NUEVA YORK. 28 (ANSA).— En la noche del jue-
ves al viernes, los relojes se detendrdn por un segundo en

U . d d d Chl mdn;h i“‘!l“l para ajugtariog con la marcha de la rota- .
cion de la 1

niversidaad de Chile oy Hevark & ingemetiase-CGiencias
dos, cuando sean las 19h. 593 de Wuhmnun (1H.59'59
GMT), donde tiene su sede el Observatorio Naval. Son
precisamente los expertos de este observatorio quienes
ordenan detener el tiempo, una medida necesaria para
COrTegir un retraso en la rotacion de la Tierra.

Farmaco contra cancer de pulmén
NUEVA YORK. 28 (EFE).— Un nuevo farmaco lla-
mado Taxotere ha demostrado ser uno de los mas efecti-

vos contra el cincer de puimon, dijeron hoy investi~=~
res estadoumdenses -

Figure V.51: .
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En la cecimotercera Conferencia General de Pe-
sas y Medidas, se add@ptina nueva definion de
la unidad de medida del tiempo. Se reempli
definicion existente -basada en el movimiento or-
bital de la Tierra alrededor del Sol, como se de-
talla en la siguiente sedm -,por la medida amica
del tiempo. La nueva definian es: El segundcse
definede la siguienteforma : un atomode Cesio 133, que al sufrir unatransicbn (hiperfina)

entre dos estadogposibles,emite una onda; 9.192.631.77Ciclos (oscilaciones)e estaonda,

correspondeaunsegundo [8]. Los dieziditos que aparecen en la defiinifueron escogidos de

manera que esta definici coincidiera con la del segundo eferido.

Hoy, la precisbn y estabilidad de los relojestahicos permite una exactitud en su medida de 2
partes en0'. Este rimero da una idea de la complejida tecn@doigvolucrada en el proceso de
medicibn [17].

Escalas de tiempo

El tiempo solar medies la escala de tiempo obtenida mediante dos posiciones sucesivas del Sol,
despws de aplicar diversas correcciones para lograr una eséalamforme.

El tiempo universaUTO, es el tiempo solar medio referido al meridiano de Greenwich (Green-
wich Mean Time o GMT).

Pequé@as correcciones adicionales de la uniformidad del movimiento de la Tierra debido a fluc-
tuaciones en la direc@n del eje polar y otros movimientos padicos asociados a la absfera,
las corrientes o@icas , ...etc. lleva a otras escaléns aas uniformes: UT1y UT2.

Numerosos laboratorios han cooperado para generar lo que se denglrierapo coordenado
universal(UTC), que es un promedio de las escalas de tiempmiab de cada uno de los labora-
torios.

Para mantener la equivalencia entre el UTC y el largo tele&k necesaridiadir o quitar, en
forma ocasional, un segundo a la escatarata. Este es ebegundo bisiestque se menciona en
el recorte de un peardico que se acompa. Esta armda entre estas dos escalas es probable que
llegue a su fin. No esatil ajustar los relojes aimicos del GPS. Adeas es interesantefsaar que
si se hubiese cambiado el 770 que aparece al final de la defirdei segundo amico en base al
Cs, por 990, 8lo hubiese sido necesario ajustar estos reld@ksZveces en lugar de las 23 en que
se ha debido realizar dese 1967 [17].

Por un acuerdo internacional, la UTC es mantenida en coincidencia con la escala del navegante
UT1, dentro de un margen de 0.7 segundos.
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V.13 Apéndice C: El Sistema de Posicionamiento Global (GPS)

Resumen de un aculo de Neil Ashby, Universidad de Colorado.

El arficulo aparece ehttp : //www.phys.lsu.edu/mog/mog9/node9.html

El Sistema de Posicionamiento Global (GPS) consiste de 8itsatque orbitan la Tierra, V.52,
cada uno llevando un reloj@nico estable y de gran exactitud. Cuatrcebtes eshn en cada
uno de los seis planos orbitales diferentes, cada uno con una inghindei53 con respecto al
Ecuador de la Tierra. El pedo orbital son 12 horas (siderales, tiempo medido con respecto a las
estrellas fijas), dsque la posidn aparente de un gdite con el escenario de las estrellas se repite
cada 12 horas. Transmisores activados por los relojdameséiales de tiempo sincnicas, con
la informacbn de la posid@n y el tiempo de transmi@n. De esta forma el receptor en la Tierra
puede determinar su posici y tiempo mediante la decodificaai del mensaje enviado por cuatro
satlites diferentes. El s@lite tambén lleva detectores de rayos gamma. Loglgas pueden
determinar las coordenadas espacio tiempo de un evento nuclear midiendo los tiempos de arrivo
de la s@al y resolviendo de nuevo cuatro ecuaciones de propagatnulaneas.

Sin considerar los aceleradores de alta daergp hay otro sistema de ingen&en existencia
hoy da en el cual la relatividad general y la especial tengan tantas aplicaciones. El Sistema se
basa en el principio de la constancia de la velocidad de la luz en un sistema de referencia inercial:
el sistema inercial centrado en la Tierra o como lo denominaremos: sistema ECI (Earth Centered
Inertial ). La dilatacdbn del tiempo, el feameno de la relatividad especial, es significativa para
los relojes en movimiento tanto para los relojes ubicados en léfiteatcomo para los relojes
en reposo en la Tierra. El principio de equivalencia encuentra su expresila presencia de
varias fuentes de corrimientos de las frecuencias de e debido al campo gravitacional.
Tambén, debido a que la Tierra y sus@&#es eshn en céa libre en el campo gravitacional del
Sol, se generan corrimientos en la frecuencia de origen gravitacional nacen debido al potencial
gravitacional de la Luna y el Sol, sin embaiggios afectan en una pocas partes(ehy por tanto
pueden ser despreciados.

El efecto Sagnac tiene una gran influencia en este
sistema de medioh. Ya que la mayda de los
usuarios de GPS &8t en reposo (o casi) sobre la
superficie de la Tierra, S@raltamente deseable sin-
cronizar los relojes en un sistema de referencia que
estuviera rotando fijo a la Tierra (un sistema fijo
Earth Fixed, Earth Center Frame o sistema ECEF).
Sin embargo, debido a que la Tierra rota, esta sin- |
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cronizacdn no es posible. Este es el efecto Sagnac.

Es suficientemente importante en los GPS para que

deba ser considerado. Inconsistencias que o@nrir

en procesos de sincronizéani realizados en la su-

perficie de la Tierra mediante rayos de luz, o con

relojes portables que se muevan lentamente, depen-

den del camino recorrido y pueden llegar a ser del

orden de varias docenas de nanosegundos, (una mil

millonésima de segundol0— segundos) demasiado grandes para ser tolerados en el sistema
del GPS. De esta forma el efecto Sagnac obliga didisena convendin diferente para la sin-
cronizacon de los relojes. Tamén, el campo de una@al en el ECEF no es unaka recta.

En el GPS, la sincronizamn es realizada en el sistema ECI; esto soluciona el problema de la
inconsistencia debido a la dependencia del camino.

Varias fuentes de efectos relativistas se introducen al determinar la unidad de tiempo, el se-
gundo Sl (Sistema Internacional) @sefinido por el Observatorio Naval de Estados Unidos
(USNO). Para un reloj que permanece fijo sobre la Tierra, la diatadel tiempo generada por
el movimiento de rotadin de la Tierra puede ser visto alternativamente como una confiibuci
en el sistema ECEF, al potencial efectivo gravitacional el cual incluye las contribuciones prove-
nientes de la no esfericidad de la Tierra. Relojes fijos a la Tierra ubicados en la misma superficie
equipotencial de este campo gravitacional, marcan el tiempo con la misma rapidez. Considerando
tiempos gedigicos, la forma de la Tierra se ha distorsionadio quse se acerca a una de estas
figuras equipotenciales - la geexica de la tierra al nivel promedio del mar. El segundo & est
definido por la rapidez de los reloje®aticos ubicados sobre la geodesia. Esta rapidez esta deter-
minada con una suficiente exactitud, relativa a relojes en infinito, teniendo en considérasi
efectos:

- la dilatacbn del tiempo debido a la rotaxi de la Tierra
- los cambios de frecuencia debido al monopolo gravitacional

- y al potencial cuadrupolar debido a la defornascde la Tierra.

En relatividad general (GR), el tiempo coordenado se expresa en forma aproximada suponiendo
un movimiento lento de la tierra y que el sistema solar es un campo gravitacednilalkl tiempo
propio transcurrido en un reloj que astn movimiento depende de la po&itide los relojes y la
velocidad de los objetos masivos cercanos, y puede ser calculado si las velocidades y posiciones y
la masa de estos objetos son conocidos.

Los efectos relativistas en los relojes de lo€k&s pueden ser combinados de forma tal que
solo dos correcciones necesitan ser consideradas. Primera, el corrimiento, en promedio de la fre-
cuencia de los relojes @rbita es corregido en frecuencia por algd esmo 446, 47 partes en
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10'2. Esta es una combindsi de 5 fuentes distintas de efectos relativistas: corrimiento gravita-
cional de la frecuencia de los relojes en la Tierra debido al monopolo de la Tierray a su momentum
cuadrupolar, corrimiento de la frecuencia de origen gravitacional del reloj dditesay corrim-

ientos del tipo del efecto Doppler de segundo orden debido al movimiento élitlesatos relojes

fijos en la Tierra.

Segundo, si l@rbita es exentrica, una correcon adicional aparece de las combinaciones del
campo gravitacional que viary el corrimiento de la frecuencia debido al movimiento debido a
que las distancias del &dite con respecto a la Tierra cambia. Esta corfeteis pebdica y es
proporcional a la excentricidad de ¢abita. Para una excentricidad de .01 la amplitud de este
termino es del orden de 23 nanosegundos. Debido a una falta de computadores étitles esat
los primero dlas del GPS, se decigue estaltima correcabn era de responsabilidad del software
en los GPS de los recibidores (aquellos ubicados en la Tierra).

Para el lanzamiento del primer 8hbtte NTS-2 (Junio de 1977), el cual transportaba el primer
reloj de cesio que se pondrenorbita, hala algunos que dudaban que los efectos relativistas
fueran efectivos. Se constryn sintetizador de frecuencia en el sistema de rébopal satlite
de forma que des@s del lanzamiento, si llegara a ocurrir que la rapidez del reloj erlsta
final era la que efectivamente predeta relatividad general, entonces el sintetizador datsar
activado para poner al reloj coordenado con la rapidez necesaria para unatopefaciiva del
instrumento.

El reloj abmico funciord por alrededor de 20ias para poder medir su rapidez antes de iniciar
el sintetizador. La frecuencia medida durante esos&$) fle de 442,5 partes €02, mas @apido
gue los relojes en el piso; si estdiaépermaneciera sin corregirse Halresultado en errores en
los tiempos de alrededor de 38.000 nanosegundosipot d diferencia entre la prediéei de la
relatividad general acerca de la frecuencia y la observada erekfesanhorbita distaba solamente
en 3,97 partes et)*? de lo que se obsedv Un valor adecuado a la predsidel reloj que egéten
orbita. Esto entonces dio una aproxintacal 1% considerando el movimiento combinado y los
corrimientos gravitacionales para un reloj que orbita alrededor de la tierra en un radio de 4,2 veces
el radios de la Tierra.

Varios efectos relativistas son demasiados pRgsi@ara afectar el sistema a la premisactual
de este, pero pueden llegar a ser importantes a medida que el sistema es mejorado; estos incluyen
retardos del tiempo de origen gravitacional, cambio de la frecuencia de los reloje®l@nssat
debido al momentum cuadrupolar de la tierra y curvatura especial. Este sistema fue conseguido
inicialmente para algn uso de navegami militar teniendo acceso a transmisiones codificadas
de los satlites las cuales no &st disponibles para los usuarios civiles. La incertidumbre en la
oposicbn en tiempo real usando ebdigo de posicionamiento preciso es ahora del orden de 2,4
metros. Promediando sobre el tiempo y sobre muchééiteatreduce esta incertidumbre al punto
donde algunos usuarios astactualmente interesados modelar muchos efectos hasta el nivel del
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milimetro. Aln sin estosmpetus, el GPS provee una fuente mastif para las aplicaciones del
concepto de relatividad.

Nuevas y sorprendentes aplicaciones de la deterndinald la posi@n y en la transferencia del
tiempo basada en sistemas GP&uestiendo continuamente inventadas. Aplicaciones civiles in-
cluye por ejemplo: registro del movimiento de los elefantedfeica, estudio de los movimientos
de las placas, explorasi, mapeo, salvamentos en eéaao abierto, bétcora de vetculos de flete,
falla en Inea de alto poder y sincronizaai de los nodos telecomunicacionales. Alrededor de 60
fabrica producen sobre 350 aparatos comercialeS. Millones de recibidores son hechos cada
ano, el precio del receptor local debe ser de alrededor de US$ 200.

Ejemplo: Esquema del funcionamiento de un GPS

Para formarse una idea del funcionamiento del GPS (Global Positioning System), considere el
siguiente ejemplo simplificado.

Dos satlites, con sus respectivos relojesratcos,
viajan a una alturd? sobre el nivel del piso. Es- y
tos relojes esin sincronizados en el sistema de re- @_““@—"C—“
ferencia en que ambos asten reposo. Su sepa- it ;
racion, medida en este mismo sistema de referencia NS
es’. Estos sdtlites envian Sgales peddicamente '/

a Tierra. Esta gl trae codificado el instante | ¥
en que fue enviada, de acuerdo al reloj de la = . 4 .
nave y la posi@n con respecto a la Tierra de di- '
cho reloj. Si el observador en Tierra recibe si- Figure V.53:
multaneamente una Bal de ambos salites, se

pide:

a.- Utilizando un diagrama de espacio - tiempo, muestre que el observador debe encontrarse
ubicado entre los dos $dites.

b.- De acuerdo al observador en Tierra, dé@lalelos relojes sdiila séial antes que la otra.
¢,Cual es la diferencia\t, que tarda cada uno de logktes en enviar la $&l un extremo a otro?.

c.- ¢Cul es la posidin (coordenada) del observador en tierra con respecto a las posiciones
de ambos satites? (En otras palabras, &se debe calcular para encontrar la pésict del
observador).

d.- Si en el espacio existen 24 &lites orbitando a 27.000 km de altura, muestre que las correc-
ciones relativistas calculadas ageon relevantes si queremos una précigle 2 - 5 metros.
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a) Observador en Tierra
b) Dado que ambos relojes emiten ldaksimulaneamente en su sistema de referencia, ten-
emos que:
/ A / v v
g =ty =At =0=7[(tp —ta) — C—Q(a:B —x4)] = y[At — gAx] ec.l
Por otra parte
=2y =L = ~[(xp—1x4)—v(tp —ta)]
= ~[Ax —vAt] ec.2

Tenemos dos ecuaciones para doggmitasAt y Az. Despejando, obtenemos
De la ecuadn [ec.1]

C
De la ecuadn [ec.2],

!/

Ar=—=uv-At
v
Reemplazanddx en la ecuadin, tenemos
At L

Az =& = — + vAt, obtenemos

v Y

L/
(& —v)At = L'\/1T =02/ = At = C_]

/

Tambén: Az = £2.
L’ L’

Vemos quép —ta = L5, tp =ts + 15

De acuerdo al observador en Tierra, el relajispad primero.

c) Para calcular la coordenada del observador todo esto referido al sistema del observador
tenemos las siguientes ecuaciones

(Ip—l’B)2+H2 == CQ(tp—tB)Q
(IP—JZA)2+H2 == CQ(tp—tA>2,

Estas dos ecuaciones indican que el evehl{y B) estn en el cono de luz del evenfdque
corresponde al instante en que el observador recibe los pulsbg e Note que estas ecuacioles

3no distinguen el presente del pasado, por tanot @matgomento debemos escoger el signo correcto de la variable.
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Tenemos 6 inggnitasep, tp, x5, x4, g, 4. S€ requieren 4 ecuaciones adicionalestas son:

zp—xa = L, By

lp—1ta = ’YC%L/a i
rp = 0, :
tha = 0.

En las dodiltimas ecuaciones, instalamos el ori-
gen del sistema de coordenadas junto al observador
P. En lalltima ecuadnt, = 0,los relojes parten
cuando el s&ite A emite el destello que alcanza al _
observadorP. Estas coordenadas haceasrcil Figure V.54:
los calculos. Seim mas fsico ponerry, = t4 = 0,
establecer el origen de coordenadas epaciales junto
con el destello que alcanzaFg pero las ecuaciones
son un poco ras complejas.

Con esta elecon, las ecuaciones quedan:
th+H? = (ctp—~2L)?
i+ H? = (ctp)?
rp = xp— L
La ecuadbn parar 4 €s
(%
(VL' +wa)* + H? = [(ah + H)'? =y L
La ecuaddbn paraip €s:
[((ctp)? — H)YV2 4 4L + H? = (ctp — v~ L)
C

Las dos soluciones que aparecen se deben a la éaudei como la luz que no distingue el
presente del pasado.

Como ejemplo, Ud., puede resolver el cdsae= 0 y obtener

—cltp =4 (tp>0)
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V.14 Ejercicios Propuestos

1.— Unva@n de tren se mueve sobre una & velocidad constante Ay B estan en los extremos
del vagn y los observadores C y D astde pie junto a laia. Definimos el evento AC como
ocurrencia de A al pasar frente a C, y los otros similarmente.

(a) De los cuatro eventos BD, BC, AD, AC, &bes sirven para que los observadores que
eshtin sobre la\a midan el paso de un reloj llevado por A?

(b) SeaAt el intervalo de tiempo entre estos dos eventos para los observadoresajua est
un lado de la ia. ¢ Q@ intervalo de tiempo marca el reloj en movimiento?

(c) Supngase que los eventos BC y AD son sirankos en el sistema de referencia de la
via. ¢ Son simultneos en el sistema de referencia debvey Si no, ¢ cal es primero?

2.— Determine el desplazamiento de longitud de onda por efecto Doppler relativista paea la |
6563Adel HidrbgenoH,,, emitida por una estrella que se aleja de la Tierra a una velocidad
relativa del0—3c, 10~2¢, y 10~'c. ¢ Es una buena aproximawiel resultado a primer orden?

3.— Un aeroplano de 40 m de longitud en su sistema de reposo se mueve a velocidad uniforme

de 630%, con respecto a la Tierra.

(a) ¢ Q@ fraccbn de su longitud de reposo parexearcortarse, con respecto a un observador
sobre la Tierra?

(b) ¢ Cuanto tiempo tarda;, sedin los relojes en tierra, para que el reloj del aeroplano se
retrase un microsegundo? (Suponga guieamente esalida la relatividad especial).

4.— El radio de reposo de la Tierra puede considerarse como de 6400 km, y la velocidad a que

gira alrededor del Sol, como de 30 km/seg. a@a parecéa acortarse el dmetro de la
Tierra con respecto a un observador en el Sol, por el movimiento orbital de aquella?

5.— Se mide la longitud de una nave espacial y se encuentra un valor exactamente igual a la

mitad de su longitud propia.

(a) ¢Cual es la velocidad de la nave con respecto al sistema del observado#? esCa
dilatacbn del tiempo unitario de la nave?

6.— Dos naves espaciales tienen una longitud de 100 m cada una, medidos en su sistema propio.

Se desplazan en sentidos opuestos,ardase en el vuelo. El astronauta que va en la nariz

de una nave, que la designamos por A, mide el tiempo que transcurre entre el paso de la nariz
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Figure V.55:

y la cola de la otra nave (B) desde su puesto de obsé@mnvaEncuentra que este intervalo es
2,50 x 107% segundos. A partir de este dato, encuentre:

(a) ¢Cul es la velocidad relativa de las naves?

(b) ¢Cul sera el intervalo medido en la primera nave (A), si ahora registrara el intervalo
gue transcurre entre que la nariz de la nave (B) pasa frente a la nariz de (A) y la cola de (B)
pasa frente a la cola de (A)?

Acompdie ambas respuestas con uafgo espacio-tiempo.

7.— (a) Si la vida (propia) promedio de un roas: es2.3 x 10~° segundos, ¢@udistancia
promedio viajala éste en el vdo antes de morir, de acuerdo con mediciones en diferentes
sistemas de referencia, donde su velocidad @0de, 0.60c¢, 0.90¢, y0.99¢ respectivamente.

(b) Compare cada una de estas distancias con la distancia que el misaromezhia.

8.— A 200 km sobre el nivel del mar, una padia de rayo ésmico primario choca contra la
atmbsfera de la Tierra; en esta cofisi de alta eneiig se produce un més =+, el cual
desciende verticalmente a una velocidadod®c y, en su sistema propio, se desintegra
2.5 x 10~ 8seg desp@s de producido. Ség se ve desde la Tierra, ¢ aégaltura sobre el
nivel del mar se desintegra el nde®
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9.— En la Figura, Ay B son los puntos de interséocilel ejex (varilla estacionaria) con una
varilla inclinada (varilla en movimiento) en dos instantes diferentes. La varilla inclinada se
est moviendo en la direcon +y (sin cambiar de inclinadin) a una velocidad.

(a) Demuestre gque el punto de interséccile las varillas tiene una velocidad= v cot 0
hacia la izquierda.

(b)Sead = 30° vy o= %c. Demuestre que, en este casexcede & y explique porqé
no existe ninguna contradidei con la relatividad.

B

10.— Un observador en un sistema inercial S informa que dos proyectilesapenestiendo en
linea recta, paralelamente uno respecto del otro; el primero a una velocidad de 0,9 c y el
segundo a una velocidad de 0,7 c. Encuentre la velocidad de un proyectil con respecto al

otro.

11.— Un observador sobre la Tierra que llamamos A, manda Ui sen una linterna cada
seis minutos. Otro observador, B @&n una estagh espacial estacionaria con respecto
a la Tierra. Designamos con C a un astronauta que viaja en un cohete de A a B, con una
velocidad constante de 0,6 ¢, con respecto a A.
(a) ¢ A q intervalos recibe B las Bales de A?

(b)¢,A qie intervalos recibe C las Bales de A?
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(c) ¢A qie intervalos recibe B los destellos de C?

12.— Considere la existencia de peutas que tienen vida finita y cuyaimero en funén del

tiempo esk dado por:

—tIn2
N(t) = N, exp ne
T

SiendoN, el nimero de partulas que existen en= 0y es la llamada vida media de las
parfculas, ya que en el tiemgo= 7 el nimero inicial se ha reducido a la mitad:

N(0) = N,, N(t)=—.
Los mesones™ , por ejemplo, se producen en colisiones de alta éa@mftre una patula
de rayo Gsmico primario y la atidsfera terrestre. Su vida medmopiaesr, = 2,6 x 1078

s. Suponiendo qu&, mesones ™ se han formado a la altura h de la tierra y que descienden
hacia ella con rapidez 0.9999 c llegando solamente el 1 %:

(i) Determine la altura h a la cual se han formado los mesones.

(ii) Para esa altura, comente sobre el porcentaje que itegda superficie terrestre si no se
hicieran correcciones relativistas.

#
/

Ix"'.til illet
/ -

‘:-

13.— Dos misiles de igual largo propio pasan en sentido contrario a velocidades relativistas. El
observador O tiene un ian en la cola de su nave apuntando en digtgierpendicular al
movimiento relativo.

Como indica la figura, O dispara cuando la punta A coincide con A. En el sistema de ref-
erencia de O, el otro misil sufre una contraecde Lorentz. En consecuencia O sospecha
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gue su bala no daren el blanco. Pero en el sistema de referencia de O’, es el misil O el que
aparece contido y por lo tanto, cuando A y A’ coinciden el observador ve lo que aparece
en la tercera figura.

(a) Uno de los diagramas contiene un error. Dibsalo.

(b) Usando las transformaciones de Lorentz descubra lo que realmente sucede en este en-
cuentro.

Nota: L = largo propio de los misiles. = velocidad del misil O con respecto a O’.

(Problema extriao de la referencia Taylor and Wheeler)

14.— Setiene una barra de largo L que se desplaza con velocidad v. En los extremos de esta barra
se ubican dos espejos como se muestra en la figura. Suponga quémusdatncuentra
entre ellos. Siem = 0 el espejo de la izquierda coincide con el punte 0 y justo en ese
instante el fabn esh siendo reflejado en ese mismo espejo, dibuje la trayectoria dal yot
de la barra en un diagrama espacio-tiempo 1.

Fotén rebotando en los espejos
< >

/
15.— En el sistem&’, un sujeto corre en la dire@si del ejey’ con velocidad constanté = T

dondel’ es la distancia propia con respect&'a 7" es el tiempo que marca un reloj&sto
con respecto &’.

A suvez,S’ se mueve con una velocidadcon respecto a otro sistema de referencia inercial
S.

a) De acuerdo a un observador en reposo en el sistealcule las dos componentes de la
velocidad de este sujeto y a partir de este resultado encuentre la tangémtgudelcon que
éste se aproxima.
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b) Suponga que en el sisterfahay una serie de interruptores separados por una distancia
propial’. A medida que el sujeto avanza los va encendiendo. Al ser activados, ests env
un fotdon (o un pulso de luz, si Ud. lo prefiere) quja directamente hacid en la direccon

del ejex del sistemés.

Calcule la velocidady, con que los detectores se encienden en el sistgna medida
gue van recibiendo la 8al luminosa proveniente d€. Suponga, si le ayuda utilizar este
dato, que inicialmente el sistensadse encontraba a una altukasobreS. Recuerde que la
distancias perpendiculares al movimiento relativo no sufren alteraciones.

S
! )
A
V
§i

Figure V.56: Ejercicio # 19

c) Si el observador e, U = V cos 6, V = V send, representan las componentes de
la velocidadV” con la cual se aproxima el sujeto, demuestre que la velocidad con que se
encienden los detectores en el sistefres:

V serd
1 V cos 6
c

d) Demuestre que 37 ~ ¢ (es decir,3 ~ 1)y el angulod es muy pequ#o, la velocidad
w, toma su mximo valor par#? =2 (1 - 3) ~ (1+8)(1 - 8) = 6 ~ 1/.

wy:

16.— Un observador en un sistema inerédiahforma que dos proyectiles se @stmoviendo en
linea recta, en forma paralela 'y en el mismo sentido. Si denominamos uno de los proyectiles
por O, y le asociamos la velociddd = 0.9 ¢y al otro,O, la velocidadl; = 0.7 ¢:
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a) Encuentre la velocidad d& con respecto &s.

b) Si los largos propios son; y L, respectivamente, @l es el largo del coheté,, de

acuerdo a);.
04
PRy 9 e
'43

] —_—— A7
—_—
4

2

Figure V.57: Ejercicio # 20

17.— Una barra de largb’ con respecto a su sistema en reposo, se aleja con una veldgidad
de un observador en reposo. Si desde cada uno de los extremos de la bariarse@v
destellos en formaimultanea con respecto al sistema fijo en la barcalcule la diferencia
de tiempoA ¢ con la cual arriba cada uno de los destellos al observéidor

At

Nota: El intervaloA ¢, nodepende de la distancia a la cual se ubica la barra del origen de
S. Ud. puede posicionarla dondeasle acomode, respetando las condiciones impuestas en
el enunciado del problema.
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il

18.— Dos cohetes que viajan en la misma dir@egero en sentido opuesto, se cruzan, como se
sdiala en la Figura. En el sistema S, que corresponde a la Tierra, ambos cohetes tienen
rapidezu y largo/.

i) Calcule el intervalo —medido por un observador en Tierra—, que transcurre entre el instante
gue sus respectivas narices se cruzan y el instante en que comienzan a separarse.

i) Calcule el intervalo medido por un pasajero de uno de las naves —sistemantre el
instante que sus respectivas narices se cruzan y el instante en que las naves comienzan a
separarse.

19.— Una varilla de un metro de longitud en su sistema propio, se aproxima a un observador en
. 2 - .
reposo con una veIomdazei;f ¢, como se indica en la Figura.

a) ¢ Cal es el largo de esta varilla en el sistema del observador?

b) Suponga ahora que la varilla&#tclinada en uangulod’ = arcos(5/6), en el sistema de
referencia que viaja con la varilla. Calculeaglgulo de inclinadn de la varilla medido en
el sistema de referencia del observador fijo en tierra.

c) Calcule el largo de la varilla en el sistema de referencia del observador en reposo, para
esta segunda configuraai.
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20.— La estructura de la izquierda (remache) tiene una protuberancia dé lgtgoal insertarse
en el objeto con forma de U a la derecha alcanza justo a tocar el interBiptamicado al
fondo de la cavidad. Esto ocurre cuando ambos objetas est reposo (primera figureb.
es un interruptor que, al ser tocado, gatilla la bombdNé& sdialada. Note que la cabeza
del remache (por ejemplo el borde A) se apoya en los bordes del objeto en U al ser insertado.

I.- Suponga que el mismo remache se acerca con una ragidean respecto a un ob-
servador en reposo en la estructura en U, como aparece en la figura. Explique cuan-
titativamente gé sucede con el extremo del remache cuaAdoca el borde de U:
también tocaB, lo tod antes, a gaidistancia se encuentra §egLé observador ¢, Ex-
plota la bomba? Debe aconifa un géafico espacio-tiempo de la situanidonde se
especifique g& midio y su valor.

ii.- Considere las mismas preguntas, pero ahora desde el punto de vista de un observador en
reposo con respecto al remache que ve acercarse al objeto en U. Siendo un observador
sistema inercial, opina que la estructura en U se acerca con rapigeExplota o no
la bomba, de acuerdo a este observador?

iii.- En definitiva, si la bomba explota NO puede depender del observad@mg &suelve
Ud. esta paradoja?

iv.- En el caso i.- suponga que se coreeh dispositivo al punto A del remache tal que si
A es presionado dispara un laser que corta el cable que une B con la bomba. En este
nuevo escenario: ¢, Exploéasta o no?

(Problema extriao de la referencia 2, Taylor and Wheeler)

21.— EIl diagrama representa un p@ianidiendo la velocidad de un auto mediante el efecto
Doppler. Nos instalamos en el sistema de referencia de la autoridad. DelGmto-s
dicamos la flecha del tiempo para no complicar el dibujo. Se indica la trayectoria de dos
nodos separados por una longitud de ondamitida por la pistola del polia y la recibida
desp@s de reflejarse en el auto unos instantés tarde. (recuerde que los largos, como la
longitud de onda, se miden en intervalos tipo espacio).

i.- De la figura, demuestre (n@l® afirme, explique por @) quecAt = vAt + )‘reflejado
y quecAt = Ajncidente— vAt, dondev es la velocidad del auto c/r al padiéc

ii.- A partir del resultado anterior obtenga & frecuencia)fref|ejada: k fincidente: €ON

_ 14V/e
k= 1-V/e:
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A > A

iii.- Suponiendo que el cambio de frecuencia es péquiebido a que V/c es muy pedice
muestre quéA f/f) ~ 2V/c . Verifique cian pequio es si V=120 km/h.

iv.- El radar de la polim de Santiago, opera con una frecuencid @&25 x 10° ciclos/s.
¢, Cuantos ciclos por segundo cambia el haz reflejado comparado con el incidente (o envi-
ado)?

V.- ¢, Qe resoluddn debe tener la maquinita de la p@igoara poder distinguir entre un
automovilista que viaja a 120 km/h y otro, infractor, quésgai 121 km/h?

(Problema extriao de la referencia 2, Taylor and Wheeler)
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