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Clase #10

• Fundamentos de elasticidad
• Propagación de ondas y vibraciones
• Técnicas acústicas de caracterización de materiales

➡ Técnicas estáticas
➡ Técnicas dinámicas: Mediciones de velocidad de 

sonido y resonancias



Elasticidad lineal

• Un sólido rígido es una aproximación

• Los sólidos reales se deforman al ser sometidos a una fuerza 
externa. 

• Elasticidad lineal: las (pequeñas) deformaciones son 
proporcionales a las fuerzas aplicadas (ley de Hooke).

• Lo más simple es considerar un sólido homogéneo e isótropo 
(sus propiedades no dependen del espacio ni su orientación).
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Elasticidad lineal

• Elasticidad lineal: las (pequeñas) deformaciones son 
proporcionales a las fuerzas aplicadas (ley de Hooke).
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L

L + d

F = K · d

Ley de Hooke para solidos: F es proporcional a d



Elasticidad lineal
• Lo más simple es considerar un sólido homogéneo e isótropo 

(sus propiedades no dependen del espacio ni su orientación).

F = K1 · d1

F = K2 · d2

F = K3 · d3

El material es isótropo si la constante K es independiente de la 
orientacion de la muestra respecto al pedazo original

pedazo original muestras 1, 2 y 3

K1 = K2 = K3 (d1 = d2 = d3)



Elasticidad lineal
• Algo que no es isótropo... tubos de un material embutidos un 

otro

pedazo original
tubos + material

muestras 1, 2 y 3

F = K1 · d1

F = K2 · d2

F = K3 · d3

En este caso el material no es isótropo

K1 != K2 != K3 (d1 != d2 != d3)



• Un sólido esta compuesto por átomos o moléculas en una 
red periódica (ordenada): estructura cristalina

Tamaño atómico ∼ 1− 5 Å = 0.1− 0.5 nm = 0.1− 0.5 × 10−9 m

Ejemplos:

Elasticidad lineal

Distancia entre átomos 
≈ Tamaño atómico 



• Muchos materiales se presentan en forma policristalina: 
compuesto por muchos pequeños cristales (granos), unos al 
lado de otros con orientaciones diferentes en forma aleatoria.

Tamaño de un grano 

Elasticidad lineal

∼ 1 µm− 1 mm



• Muchos materiales se presentan en forma policristalina: 
compuesto por muchos pequeños cristales (granos), unos al 
lado de otros con orientaciones diferentes en forma aleatoria.

Elasticidad lineal

superficie galvanizada con 
cristalitos de zinc de ≈ 5 mm



• Otros materiales “solidos” son amorfos: no presentan 
estructura local ordenada pero son “duros” (ejemplo: vidrio)

Prácticamente no hay diferencia en la estructura de un 
vidrio y un líquido...(¿¿¿???)

Elasticidad lineal



• Tanto los materiales amorfos como policristalinos se pueden 
considerar como sólidos homogéneos e isótropos. 

Sus propiedades mecánicas (rigidez) son iguales en 
todas partes y no dependen de la orientación de un 
tipo de deformación en particular

Elasticidad lineal

• Las deformaciones son a escalas de longitud muy largas 
comparadas con el tamaño de los granos cristalinos

• Se caracteriza a estos materiales por dos propiedades 
mecánicas:

➡ Módulo de Young: 

➡ Coeficiente de Poisson:

E

ν



Elongación homogénea de una barra

δLx

Lx
=

1
E

F

A
,

δLy

Ly
= −ν

δLx

Lx
,

δLz

Lz
= −ν

δLx

Lx
.

Equivalente a Ley de Hooke



Propagación de ondas y vibraciones
Se define el vector de deformación 

!u = !r ′ − !r

!u = ux(!r)x̂ + uy(!r)ŷ + uz(!r)ẑ

!r !r ′

!u

O

!r !r !r ′

O O



Propagación de ondas y vibraciones
Modos de propagación longitudinal y transverso

!u = !ul + !ut

Longitudinal: deformación es paralelo a la dirección de propagación de la onda

Transverso: deformación es perpendicular a la dirección de propagación de la onda

!∇× !ul = 0
!∇ · !ul #= 0

!∇ · !ut = 0
!∇× !ut #= 0



Propagación de ondas y vibraciones
Modos de propagación longitudinal y transversal 

Ecuaciones de onda

!u = !ul + !ut

Longitudinal: deformación es paralelo a la dirección de propagación de la onda
Transversal: deformación es perpendicular a la dirección de propagación de la onda

Estas ecuaciones admiten soluciones armónicas y por lo tanto según las condiciones 
de borde se puede tener ondas estacionarias

∂2"ul

∂t2
− c2

l∇2"ul = 0
∂2"ut

∂t2
− c2

t∇2"ut = 0

cl =

√
E(1− ν)

ρ(1 + ν)(1− 2ν)
ct =

√
E

2ρ(1 + ν)



Solución general

u(x, t) = f(x − c · t) + g(x + c · t)

Viaja a la “derecha” 
(hacia x>0)

Viaja a la “izquierda” 
(hacia x<0)

Los pulsos se mueven sin deformación y con velocidad constante “c”

Cuando los pulsos se superponen, la solución es la simple suma.... 
no se modifican los pulsos!

Repaso: Ecuación de onda en 1 dimensión

∂2u

∂t2
− c2 ∂2u

∂x2
= 0



Consideremos la solución de D’Alembert

u(x, t) = f(x − c · t) =
A

((x − c · t)/xo)2 + 1

0 c 2c tc

x

0

0.2A

0.4A

0.6A

0.8A

A

u



Que pasa si sumamos dos ondas armónicas?

y(x, t) = A sin(ωt − kx) + A sin(ωt + kx)

sin(α ± β) = sin(α) cos(β) ± sin(β) cos(α)
usando

+A sin(ωt) cos(kx) + A sin(kx) cos(ωt)

y(x, t) = A sin(ωt) cos(kx) − A sin(kx) cos(ωt)

Entonces 0

y(x, t) = 2A sin(ωt) cos(kx)

Esta onda no se mueve ni a la izquierda ni a la derecha!
Onda Estacionaria



Propagación de ondas y vibraciones

Modos de vibración en una cuerda y acoplamiento con 
una cavidad (guitarra)

http://www.falstad.com/loadedstring/



Propagación de ondas y vibraciones

Modos de vibración en un sólido 3D



Propagación de ondas y vibraciones

Condiciones de borde
- libres
- fijas
- empotradas (modos de flexión)

Hay varios modos de vibración en una barra delgada

(A) (B)

(C) (D)

Longitudinal

Torsión Flexión

http://www.falstad.com/barwaves/j2/



Propagación de ondas y vibraciones

Modo de vibración longitudinal

x

Lx ! Ly, Lz

!u = ux(!r)x̂ + uy(!r)ŷ + uz(!r)ẑ
0 0

!u(!r) = ux(x)x̂

∂2ux

∂t2
− E

ρ

∂2ux

∂x2
= 0

c =

√
E

ρ

c != cl != ct !!!

Se puede 
demostrar



Propagación de ondas y vibraciones

Modo de vibración longitudinal

x

Lx ! Ly, Lz

Condición de borde: 

ux(x, t) = A sin(ωt) cos(kx)

∂ux

∂x

∣∣∣∣
x=0,L

= 0

sin(kx)|x=0 = 0

sin(kx)|x=L = 0

por definición...

→ fn = c · n/(2L)→ knL = (ωn/c)L = πn



Técnicas de caracterización de materiales

Técnicas estáticas

Método de 4 puntas: se aplica una fuerza F y se mide una deformación 

Es
fu

er
zo

Deformación



Técnicas de caracterización de materiales

Técnicas Dinámicas: medición de velocidad de un pulso
Velocidad de onda longitudinal

cl =

√
E(1− ν)

ρ(1 + ν)(1− 2ν)



Técnicas de caracterización de materiales

Velocidad de onda de cizalle

Técnicas Dinámicas: medición de velocidad de un pulso

ct =

√
E

2ρ(1 + ν)



Técnicas de caracterización de materiales

Técnicas Dinámicas: medición de velocidad de un pulso

Resultados:



Técnicas de caracterización de materiales
Técnicas Dinámicas: Espectroscopía de resonancia ultrasónica

A partir del valor de un conjunto de frecuencias de resonancia, 
se determinan las constantes elásticas del material.

Espectro de resonanciasMontaje RUS



Ejemplos
Paralepepípedo

7 11 12 15 16 18

Cilindro

Modos extensionales Modo Flexión Modos Torsión



Método de resonancias por impulsión

Se identifica un modo de resonancia y se deduce E si se conoce la 
geometría y la densidad del material



Longitudinal:

Método de resonancias por impulsión
Guías 6 y 7: medidas de E y      en una barra de Al

Torsión:

L

Flexión:

¿Se pueden determinar E y     con un espectro de frecuencias?ν

ν



ν
Método de resonancias por impulsión

Guías 6 y 7: medidas de E y      en una barra de Al



ν
Método de resonancias por impulsión

Guías 6 y 7: medidas de E y      en una barra de Al

Se usa una adivinanza razonable para E y   : se infiere cuál modo es 
longitudinal, de torsión o de flexión y con cuál 

ν
n


