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P1. a) Usando un D.C.L. se puede determinar que la segunda ley de Newton en cada coordenada
entregan las ecuaciones:

î : −µN − k(
√
x2 + L2

0 − L0)
x√

x2 + L2
0

= mẍ

ĵ : k(
√
x2 + L2

0 − L0)
L0√
x2 + L2

0

+N −mg = mÿ

inicialmente el movimiento es horizontal, i.e., ÿ = 0. Luego, de las ecuaciones de Newton se
desprende que:

kL0(1−
L0√
x2 + L2

0

) +N −mg = 0

⇒ N = −kL0(1−
L0√
x2 + L2

0

) +mg

usando la relacion kL0 = mg, se tiene que

N =
kL2

0√
x2 + L2

0

> 0⇒ N > 0

por lo que se tiene que, efectivamente, la partícula se mantiene en la super�cie.
b) La expresión de la energía esta dada por

E =
m

2
v2 +

k

2
δ2

energía inicial

Ei =
m

2
v2

0

para la energía �nal, recordemos que θ = π/4, por lo que se tiene que

cos(θ = π/4) =

√
2

2
⇒
√

2

2
=

L0

(L0 + δ)

⇒ δ = L0(
√

2− 1)

por lo tanto se tiene para la energía �nal

Ef =
k

2
δ2 =

k

2
L2

0(
√

2− 1)2

luego, el cambio de energía mecánica es

4E =
k

2
L2

0(
√

2− 1)2 − m

2
v2

0
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c)para calcular µ, se usa el teorema del trabajo y la energía.
El trabajo reaizado por la fuerza de roce es

Wroce =

∫
~F · d~r =

∫ x(θ=π/4)

0

(−µN)dx

de las ecuaciones de Newton:

N = −kL0(1−
L0√
x2 + L2

0

) +mg

ademas

tan(π/4) = 1 =
x

L0

⇒ x(θ = π/4) = L0

por lo tanto el trabajo realizado por la uerza de roce es

Wroce = −µ
∫ L0

0

(
kL2

0√
x2 + L2

0

)dx = −µkL0

∫ L0

0

dx√
1 + ( x

L0
)2

por lo tanto, la expresión para el coe�ciente de roce µ es

µ =

m

2
v2

0 −
k

2
L2

0(
√

2− 1)2

kL0

∫ L0

0

dx√
1 + ( x

L0
)2

para esta integral se hace el cambio de variable x = L0u∫ L0

0

dx√
1 + ( x

L0
)2

= L0

∫ 1

0

du√
1 + u2

= L0 sinh−1(u)|10 = L0 sinh−1(1)

por lo que se tiene

Wroce = −µkL0

∫ L0

0

dx√
1 + ( x

L0
)2

= −µkL2
0 sinh−1(1)

usando el teorema del trabajo y la energía

−µkL2
0 sinh−1(1) =

k

2
L2

0(
√

2− 1)2 − m

2
v2

0

⇒ µ =
1

kL2
0 sinh−1(1)

[
m

2
v2

0 −
k

2
L2

0(
√

2− 1)2] =
mv2

0 − kL2
0(
√

2− 1)2

2kL2
0 sinh−1(1)

P2. a) para la fuerza de reacción normal, hacemos un D.C.L., donde se obtienen las ecuaciones

ĵ : mg − Fr,y − µN = mÿ

î : N − Fr,x = mẍ
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usando la geometría del problema, se puede apreciar que

Fr,y = kδy = k
√
D2 + y2

y√
D2 + y2

= ky

Fr,x = kδx = k
√
D2 + y2

D√
D2 + y2

= kD

reemplazando estos términos, y reconociendo que ẍ = 0, se tiene que:

î : N = Fr,x = kD = cte

b) Se debe recordar la de�nición de trabajo y el teorema del trabajo y la energía:

dW = ~F · d~r ⇒ W =

∫
~F · d~r

Wfuerzas.no.conservativas = 4E

Notemos que la fuerza no conservativa del problema es la fuerza de roce, y su trabajo es:

Wroce =

∫
(−µNdy) = −

∫ y=ymax

y0=0

aykDdy = −akD
2

y2
max

Ei =
1

2
kD2 ∧ Ef =

1

2
k(D2 + y2

max)−mgymax

⇒4E =
1

2
ky2

max −mgymax = −akD
2

y2
max

ymax(
1

2
k +

akD

2
) = mg ⇒ ymax =

2mg

k(1 + aD)

c) De todas las fuerzas, la normal no realiza trabajo por ser perpendicular al movimiento. Luego,
para el resto de las fuerzas se tiene:

Wresorte =

∫
(−ky)dy = −

∫ y=ymax

y0=0

kydy = −k
2
(

2gm

k(1 + aD)
)2

Wresorte = − 2(mg)2

k(1 + aD)2

Wroce =

∫
(−µNdy) = −

∫ y=ymax

y0=0

aykDdy = −akD
2

(
2gm

k(1 + aD)
)2

Wroce = − 2aD(mg)2

k(1 + aD)2

Wpeso =

∫
mgdy = mg(

2gm

k(1 + aD)
) =

2(mg)2

k(1 + aD)
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