Capitulo 13

Oscilador Armonico

13.1. La ecuacién diferencial #(t) + wiz(t) = 0
La ecuacién diferencial que gobierna el comportamiento de un oscilador arménico simple es
i(t) +wiz(t)=0. (13.1)

Esta es una ecuaciéon diferencial lineal de segundo orden. Comenzaremos este capitulo ex-
poniendo algunos resultados generales relativos a este tipo de ecuaciones, resultados que
seran de gran utilidad para nuestros propositos.

Sean x1(t) y x2(t) dos soluciones cualesquiera de cierta ecuacion diferencial.
Tal ecuacion diferencial es lineal si axi(t) + Bra(t) también es solucidn, donde
a y B son constantes (reales o complejas) arbitrarias.

Ejercicio: Demuestre que la ecuacion diferencial del oscilador arménico es lineal.

El orden de la derivada mds alta da el orden de la ecuacion diferencial. La
solucion general de una ecuacion diferencial de orden n tiene n constantes ar-
bitrarias (que luego deben ser determinadas usando las condiciones de borde).

La ecuacion diferencial del oscilador armonico es de segundo orden, por lo tanto, la solucion
general tiene dos constantes arbitrarias. Sean x;(t) y x2(f) dos soluciones cualesquiera
(distintas) de (13.1). Como la ecuacién diferencial (13.1) es lineal, se tiene que la funcién
x4(t) = axq(t)+ Bra(t), con a 'y B constantes arbitrarias, también es solucién. Pero observe
que la solucién x,4(t) tiene dos constantes arbitrarias y, por lo tanto, debe ser una solucién
general del problema. En otras palabras, todas las posibles soluciones de (13.1) deben ser
de la forma x4(t); las distintas soluciones se diferencian sélo por los valores de a y £3.

En el lenguaje técnico se dice que las soluciones de la ecuacién diferencial (13.1) forman un
espacio vectorial de 2 dimensiones, siendo x1 y x5 dos “vectores” particulares de ese espacio.
Los dos vectores x1(t) y x2(t) (si uno de ellos no es multiplo del otro) forman una base del
espacio vectorial. Cualquier otro vector (o sea, solucién de (13.1)) es una combinacién lineal
de los vectores base, es decir, es de la forma ax;(t) + Sxa(t).
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354 Oscilador Armaénico

Sabemos que las funciones
x1(t) = cos(wot) (13.2)

x9(t) = sen(wot) (13.3)

son dos soluciones particulares de (13.1). Estas dos funciones (y de hecho asi se hace frecuen-
temente) pueden ser tomadas como los dos vectores base del espacio vectorial formado por
las soluciones de (13.1). Cualquier otra solucién z(t) de la ecuacién diferencial del oscilador
armonico puede escribirse de la forma

x(t) = a cos(wot) + b sen(wpt) .

Las constantes a y b se determinan a partir de las condiciones iniciales.

Observe que no es necesario elegir las funciones (13.2) y (13.3) como vectores base del
espacio vectorial; de hecho, cualquier otro par de soluciones (mientras una no sea multiplo
de la otra) también habria servido. Lo interesante es que las funciones (13.2) y (13.3) no
son las funciones més convenientes para usar como base. Existe un par de soluciones de
(13.1) que, si se usan como base, simplifican notoriamente los cdlculos. En lo que sigue de
esta seccién introduciremos esta nueva base, estudiaremos algunas de sus propiedades y la
relacionaremos con la base dada por las funciones (13.2) y (13.3).

Consideremos la funcion

Al derivar z(t) dos veces se obtiene

2(t) =Te

2(t) =T2elt =12 2(t) .
Observe que esta tltima ecuacién se puede escribir de la forma
B(t) —T%2(t) =0 .

Esta ecuacion es idéntica a la del oscilador armoénico si se identifica

lo que es equivalente a la relacién
I' = +iwg

con i = y/—1. Observe que acabamos de demostrar que las funciones

z1(t) = et (13.4)

To(t) = e~ ot (13.5)
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son dos soluciones particulares de la ecuacién diferencial del oscilador armoénico, o sea, de
(13.1). Resulta que éstas son las funciones mas convenientes para generar todas las demds
soluciones de (13.1). Cualquier solucién z(t) de (13.1) se puede escribir de la forma

ZE(t) — aeiwot + 5671'0.)07& ,

donde las constantes « y 3 se determinan a partir de las condiciones iniciales. (Las cons-
tantes a y 3, generalmente, resultan ser nimeros complejos).

Determinemos las relaciones entre las dos bases. Como cos(wpt) es solucién de (13.1) debe
poder escribirse de la forma

iwot

cos(wot) = ¢1e™0t 4 cpe 0t (13.6)

Determinemos las constantes ¢1 y ¢o. Derivando (13.6) se encuentra que

wot —iwot

—wq sen(wot) = iwpc1e°" — dwpege ,

O sea,
iwot

sen(wot) = —i (cre coe”0h) (13.7)

Evaluando (13.6) y (13.7) para ¢t = 0 se obtiene

l=c+c

0= —i(Cl — 02) .

De estas relaciones se deduce que ¢; = co = 1/2. De esta manera hemos demostrado que

cos(wot) = (ewot + e_i“’ot) (13.8)

DN | =

1 . .
Sen(wot) = 27 (ezwot _ e—zwot) ] (13_9)
7

También podemos escribir exp(iwgt) y exp(—iwpt) en funcién de cos(wot) y sen(wpt). Usando
las relaciones anteriores no es dificil demostrar que

et = cos(wot) + i sen(wot) (13.10)

e~ "0t — cos(wot) — i sen(wot) (13.11)

Por tltimo, sustituyendo en (13.10) wot por m encontramos una de las més bellas ecuaciones
de la matematica
e"+1=0,

relacién que combina de manera simple los mas importantes ntimeros de esa ciencia: 0, 1,

m,eet=+—1.

Ejercicio: Demuestre que el médulo de los niimeros complejos exp(iwgt) y exp(—iwpt) es
uno, es decir, demuestre que

|eiw0t| — |e—iw0t| -1
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13.2. El oscilador armoénico simple

Cada vez que la ecuacién dindmica de un sistema tiene la forma
. 2
E(t) +wya(t) =0,
estaremos en presencia de un oscilador armoénico.

Ejemplo: Consideremos un péndulo de largo R. Elijamos el origen en el punto de suspen-
sién. El momento angular y el torque (en torno al origen) vienen dados por

| = mR(R)
7
y
T=—Rmg senf .
Por otra parte =
g
= — =mR*
T=o=m ,
luego )
mR?0 = —Rmg senf . AN
Esta relacién se puede escribir de la forma el .

. g
0+ = 0=0.
+ R sen |
Figura 13.1

Denotando g/R por wg y restringiéndonos a pequeiios angulos, de manera que podamos
usar la aproximacion sen 6 ~ 6, se obtiene

O+wif=0. (13.12)

La constante wy esta relacionada con el periodo 1" del movimiento por la relacién wol' = 2.
Conocer la ecuaciéon dindmica de un sistema permite, en principio, conocer la evolucién
temporal del mismo. Para encontrar la solucién explicita del problema se procede gene-
ralmente de la siguiente manera: i) se busca la solucién general de la ecuacién dindmica;
ii)las constantes arbitrarias de la ecuacién general se determinan exigiendo que la solucién
cumpla con las condiciones de borde (iniciales) del problema.

Tlustremos el procedimiento con nuestro ejemplo concreto. Supongamos que en el instante
t = 0 el angulo y la velocidad angular del péndulo son 6y y €2, respectivamente. Deseamos
encontrar una expresion explicita para 0(t). Resolveremos este problema de dos maneras:

a) Sabemos que la solucién general de (13.12) puede escribirse de la forma
0(t) = acos(wot) + bsen(wpt) .

Determinaremos las constantes a y b. Para ello derivemos primero la ltima ecuacion
respecto al tiempo. Se obtiene

O(t) = —awg sen(wot) + bwg cos(wot) .
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Evaluando las dos tltimas ecuaciones para t = 0, y usando las condiciones iniciales,

se obtiene
9(0) = a = 90

0(0) = bwy = Q.

La solucién explicita se obtiene sustituyendo los valores de a y b, que se deducen de
estas relaciones, en la solucién general:

Q
0(t) = 6y cos(wot) + ™ sen(wot) .
0

Como vimos en la seccién anterior, en lugar de cos(wot) y sen(wpt) también podemos
usar las soluciones particulares exp(iwpt) y exp(—iwpt) como base. O sea, otra forma
de escribir la solucién general de (13.12) es

0(t) = o exp(iwpt) + 5 exp(—iwot) .

Determinaremos las constantes o y . Para ello, nuevamente, derivemos la solucion
general:
0(t) = iwo v exp(iwpt) — iwg B exp(—iwpt) .

Evaluando estas dos ultimas ecuaciones para t = 0, y usando las condiciones iniciales,
se obtiene

0(0) =0p =a+f

0(0) = Q = iwpa — iwp 3 .

Despejando a y 3 de estas dos relaciones:

Sustituyendo estos valores en la solucién general se obtiene

1

0 . 1 0 ,
0(t) = B (90 - zw0> exp(iwot) + 3 (90 + zw0> exp(—iwot)

Demostremos ahora que las expresiones encontradas en las partes a) y b) son equivalentes.
En efecto, reordenando los términos de la solucién encontrada en la parte b) se encuentra

que

1 01
0(t) = by B (exp(iwot) + exp(—iwgt)) — i w—i(exp(iwot) + exp(—iwqt))
0
e’int + e*iwot 0O e’int _ e*’iUJQt
2 wo 21

Q
= 0y cos(wpt) + — sen(wot) .
wo
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Los dos procedimientos dan exactamente el mismo resultado. En el presente ejemplo, el
segundo método resulté ser mas engorroso, mas largo y menos transparente y ciertamente
no se observa ninguna ventaja al haber introducido la base con exponenciales complejas.
Sin embargo, en las secciones siguientes, al estudiar problemas levemente mas complejos,
la ventaja de usar las exponenciales complejas en lugar del seno y coseno resultard mas
evidente.

13.3. El oscilador arménico atenuado

Ejemplo: Consideremos una masa m adosa-
da a un resorte de constante de restitucion

k. Supongamos que la masa m sélo se pue- 7
de desplazar a lo largo del eje &. Sea x(t)
la posicién de m, siendo x = 0 la posicion k
de equilibrio. Supongamos ademés que sobre \QQQQQ/ m %
el sistema actia una fuerza de roce que es
proporcional a la velocidad & (pero de signo %/9/ 7
contrario), o sea
Figura 13.2

fr=—vi(t) (cony >0) .

Usando la segunda ley de Newton se deduce que la posicién z(t) satisface la siguiente
ecuacién diferencial

mi(t) = —kx(t) —yx(t) .

Introduciendo las constantes wg = \/k/m y n = 7/2m se encuentra que la relacién dindmica
para este oscilador arménico con roce es

F+2mitwir=0. (13.13)
Esta es la ecuacion diferencial del oscilador armdnico atenuado.
Ejercicio: Demuestre que la ecuacién diferencial (13.13) es lineal.

Deseamos encontrar la solucién general de la ecuacién (13.13). Sabemos que, si encontramos
dos soluciones particulares distintas de (13.13) (denotémoslas por x1(t) y z2(t)), entonces
la solucién general vendra dada por

x(t) = axq(t) + Bra(t) ,

donde las constantes @ y 3 se eligen de manera que la solucion satisfaga las condiciones
iniciales.

Procederemos de acuerdo al siguiente esquema: primero encontraremos la solucion general
de (13.13) y luego determinaremos las constantes arbitrarias de la solucién general de



13.3 El oscilador arménico atenuado 359

manera de obtener la solucién particular que, en ¢ = 0, satisface las siguientes condiciones
iniciales:

z(0) =z

#(0) =0 =0.

Ansatz (o hip6tesis de trabajo): Busquemos soluciones del tipo z(t) = e, donde I es una
constante por determinar. Derivando el Ansatz dos veces se obtiene

i(t) =Tel,

i(t) =Tt
Sustituimos estas relaciones en (13.13),
M2elt fonrelt +w2elt =0,
0 sea,
M+ 2nT+wi=0.

Resolviendo esta ecuacién de segundo grado para I' se encuentra

IF=-nt\/n?—uwi. (13.14)

Debemos distinguir tres casos:

i) Caso n > wy (oscilador arménico supercritico).

En este caso la ecuacién (13.14) nos entrega dos soluciones distintas de la ecuacién
diferencial, éstas son

) = r V)

I
xo(t) = e<7777 v n2—w§>t .

La solucién general, por lo tanto, es

O N o 1

z(t) = ae

Determinando a y B de manera que la solucién general anterior cumpla con las con-
diciones iniciales 2:(0) = z¢ y #(0) = 0, se encuentra

(1 . 77) (o) (1 . 77) (- nwa)t]

2 2 2 2
" —wy ne —wy

x(t) = %
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o x(t)
La figura 13.3 muestra cualitativamente el

comportamiento del oscilador en este caso. X0
En el caso supercritico la friccion es muy

grande y la masa m no oscila. Imaginese una

bolita colgada de un resorte sumergida en un

frasco con miel.

Figura 13.3

Caso 1 < wg (oscilador arménico subcritico).

En este caso la ecuacién (13.14) también nos da dos soluciones distintas:

(t) _ e(—nﬂvwg—nz)t — e—nt 1wt

X1 €
y
—n—s w2_ 2>t _ .
xQ(t):e(n VW :ente zwt’
con
w=4/wi—n?
= 0 n

La solucién general viene dada por

z(t)=e " (™ + Be ) |
Evaluando a y (8 de manera que la solucién cumpla las condiciones de borde z(0) = xg
y ©(0) = 0, se encuentra

x(t) = % e [(1 + i) et 4 (1 -1 e_i“’tﬂ
iw iw

=xge " [cos(wt) + gsen(wt)} . (13.15)

X(t)

La figura 13.3 muestra cualitativamente el .
ol\

comportamiento del oscilador en este caso. _
En el caso subcritico la friccién es relativa- /\

a medida que transcurre el tiempo la ampli-

mente pequena y la masa m oscila. Note que 0 v
tud de la oscilacién decae exponencialmente.

Figura 13.4

Caso n = wy (oscilador arménico critico).

Este caso es levemente mas complicado, ya que la ecuacién (13.14) nos da sélo una
solucién:
r(t)=e ™.
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Debemos, de alguna manera, encontrar otra solucién para poder construir la solucién
general.

Ejercicio: Demuestre que la otra solucién de la ecuacién diferencial
i+2ni+n*z=0

es la funcion
zo(t) =te M.

Usando el resultado del ejercicio se encuentra que, para un oscilador arménico ate-
nuado critico, la soluciéon general viene dada por

z(t) = (a+ pt)e ™.

Para que la solucién cumpla con las condiciones de borde se determina que ésta viene
dada por
z(t) = zo(1+nt)e ™. (13.16)

Observe que, independiente de las condiciones iniciales, el oscilador arménico atenuado pau-
latinamente siempre se acercard a su posicién de equilibrio, es decir, para ¢ — oo, siempre

z(t) — 0.

Ejercicio: Demuestre que la solucién (13.16) también se puede obtener a partir de (13.15)
poniendo wg = 1 + € y realizando el limite € — 0.

13.4. El oscilador armonico forzado

Agreguémosle al oscilador arménico atenuado una fuerza armonica externa F. de una fre-
cuencia 2, es decir,
F. = Fy cos(Qt) .

Situaciones de este tipo se dan con gran frecuencia en la naturaleza.
La ecuacién diferencial para el oscilador en este caso es

E
P4 2mitwie = =9 cos(§dt) . (13.17)
m

Ejemplo: Demuestre que la ecuaciéon diferencial anterior no es lineal, o sea, la suma de dos
soluciones ya no sigue siendo solucién.

Si el lado derecho es nulo (o sea, Fy = 0), entonces la ecuacién coincide con la analizada
en la seccién anterior. En este caso conocemos la solucién general. Denotemos esta solucién
general (de la ecuacion homogénea) por x(t). Tal solucién tendra dos constantes arbitrarias.

Sea xp(t) una solucién particular cualquiera de (13.17), entonces la solucién general serd

x(t) = zp(t) + xp(t)
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Efectivamente, es facil demostrar que x() es solucién de (13.17). De que es la solucién
general se desprende del hecho de que ésta, por ser la ecuacién diferencial de segundo
orden, debe tener dos constantes arbitrarias, las que z(t) efectivamente tiene (las de la
funcién zp(t)).

En general, la solucién z(t) tiene un comportamiento complejo. Sin embargo, para tiempos
grandes (t — 00) la solucién z,(t) siempre desaparece, quedando sélo la solucién particular
xp(t). Observe que z,(t) es independiente de las condiciones iniciales. Todas las soluciones
del problema, para t — oo, terminardn siendo idénticas. Cuando esto ocurre, se dice que se
ha llegado al estado estacionario. Las oscilaciones iniciales del oscilador, que son altamente
irregulares, y que si dependen de las condiciones iniciales, se llama es transiente. Para
muchos problemas practicos la solucion que interesa es la del estado estacionario.

En lo que sigue encontraremos la solucién z,(t) que es la correspondiente al estado estacio-
nario. Por ser algebraicamente mucho mas simple, usaremos extensivamente las funciones
exponenciales complejas. La fuerza externa la reemplazaremos por la expresién

F. = F, e

En otras palabras, en lo que sigue encontraremos la solucién estacionaria de la ecuacion
diferencial

Ftmi+wiz =", (13.18)
m

Observe que la parte real de F. corresponde a la fuerza externa F, = Fj cos(Qt), luego, al
tomar la parte real de esta ecuacién diferencial, obtenemos la ecuacién (13.17); y a su vez,
la parte real de Z(t) corresponderd a la solucién estacionaria de (13.17).
Hagamos el siguiente Ansatz:

I(t) = Ae™¥

o sea, analicemos si (13.18) puede tener una solucién de este tipo. Aqui A es una constante
que eventualmente habria que determinar. Derivamos Z(t) respecto al tiempo:

I(t) = iQA MM

() = —Q* A

Sustituyendo esto en (13.18) se obtiene

_QQ AeiQt + 2777/914 eiﬂt + W§ AeiQt — @ eiQt ’
m

F,
—PA+2MiNA+ R A=

m

0 sea, nuestro Ansatz es una solucién sélo si

Fy/m

A= :
(wg — Q2?) + 2inQ

Observe que A es un nimero complejo.
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Cualquier niimero complejo A se puede escribir de la forma
A= Ap+iAr = |A| e = |A|cos¢ +i|Alsen o ,

donde |A] es el médulo y ¢ la fase del niimero complejo. Conociendo la parte real e imagi-
naria de A se pueden encontrar el médulo y la fase usando las relaciones

|A| = /A% + A2

A
tan¢=T; .

Usando las expresiones anteriores para el nimero complejo A se encuentra que éste puede
escribirse de la forma

exp |7 arctan PR
V(02 — wd)? + 4n2Q2 02 —wg

Hemos encontrado una solucién particular de (13.18):

F 202
z(t) = b/m exp |i§2t + ¢ arctan 7772
V(92 — w2)? + 4202 02— wi

A=

La solucién estacionaria de (13.17) es la parte real de Z(t), o sea,

F 2Q
z(t) = o/m cos [Qt + arctan (2772>] = |A| cos( + ¢) ,
V(02 — w2)2 + 4202 02 —wj
con
Fo/m
4= 2 212 2002
V(2 —wd)?2 + 4n2Q
’ 2Q)
n
tangf) = m .

Observe que la solucién estacionaria, o sea, después de que el transiente ha desaparecido,
oscila con la misma frecuencia con que la fuerza externa estd forzando el sistema. Observe,
sin embargo, que las dos oscilaciones (la de la fuerza externa y la de la respuesta del sistema)
no van es fase, sino que estan desfasados en ¢. La amplitud con que oscila el sistema en el
estado estacionario viene dada por |A|.

Resonancias

Analicemos con més detalle la amplitud con que oscila un oscilador arménico forzado en su
estado estacionario. La figura 13.5a muestra la amplitud |A| en funcién de la frecuencia
con que se estd forzando el oscilador. Las distintas curvas corresponden a distintos parame-
tros del coeficiente de roce & = 2n/wy. cuando el roce es pequeno, la amplitud llega a ser
muy grande cuando la frecuencia €2 con que se fuerza el oscilador es parecida a la frecuencia
natural del oscilador wy. Estas grandes respuestas de un sistema de estimulos pequenos se
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conoce con el nombre de resonancias.

Para n pequeno, la amplitud maxima de la resonancia viene dada por

Foy

Almax = .
‘ |ma 2mnwo

La friccién n, aun cuando es pequeiia, no puede despreciarse. De lo contrario se obtienen
resultados absurdos; la amplitud del oscilador se irfa incrementando indefinidamente.

Figura 13.5a Figura 13.5b

La figura 13.5b muestra el comportamiento de la fase ¢. Observemos que si la frecuencia
Q con que se fuerza el sistema es mucho menor que la frecuencia natural del sistema wy,
entonces el estimulo y la respuesta del sistema esencialmente estaran en fase; cuando € >
wp, las dos magnitudes estardn completamente desfasadas. Cuando el sistema entra en
resonancia wy 2~ €2, el desfase entre el estimulo y la respuesta del sistema es de 90°

13.5. Osciladores armoénicos acoplados

Considere la configuracién mostrada en la fi-
gura 13.7. Las masas estan restringidas a mo-
verse a lo largo del eje Z. Analicemos la forma
en la cual oscila este sistema.

x>

Figura 13.7

Sean x1 y x2 los desplazamientos de las dos masas respecto a sus posiciones de equilibrio.
Las ecuaciones de movimiento para estas masas son:

Mz = —kx1 + k(l’g — $1) (1319)

MCEQ = —kﬂjg - k‘(ﬂjg - 561) . (1320)

(Note que (z2 — x1) es el alargamiento neto del resorte central respecto al largo que tiene
cuando el sistema estd en equilibrio.) Las ecuaciones (13.19) y (13.20) son dos ecuaciones
diferenciales de segundo orden acopladas (la segunda derivada de x; depende no sélo de
x1, sino que también de x5, y lo mismo ocurre para la segunda derivada de x2). Sumando
y restando las dos ecuaciones diferenciales obtenemos

M (%1 + #2) = —k(z1 + 72)

M(ZEQ - .’El) == —3]{3(1‘2 - xl) .

Definamos dos nuevas variables £ y & por

&1 =21+ 22
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& =20 — 11 .

Con estas definiciones las dos ultimas ecuaciones diferenciales se pueden escribir de la forma

Mé = —k&

Méy = —kéy .

Observe que estas ecuaciones ya no estan acopladas y que cada una de ellas corresponde a
la de un oscilador armoénico simple. Las soluciones generales vienen dadas por

&1(t) = A cos(wit) + B sen(w;t)

y
&2(t) = C cos(wat) + D sen(wat) ,
con
=1 F
VM
y

3k
wo = M:\/gwl.

Conociendo &1 y & en funcién del tiempo también conocemos el comportamiento de x1 y
xTo:

n1(t) = 2 (61(1) + & (1)

A B C D
=5 cos(wit) + 5 sen(wit) + B cos(wat) + ) sen(wat)

na(t) = 61(1) ~ &o(1)

B C D
=5 cos(wit) + 5 sen(wit) — Bl cos(wat) — 5} sen(wat) .

Esta solucién general tiene cuatro constantes arbitrarias (4, B, C'y D), las que se deter-
minan exigiendo que la solucién cumpla con las cuatro condiciones iniciales (la posicién y
velocidad de cada una de las masas). Por ejemplo, sien ¢t = 0, 21(0) = 22(0) = 0, £1(0) = v
y &2 = 0, entonces las constantes resultan ser A =C =0, B =wvy/w; y D = —vg/wo.
Debido a que la razén entre las frecuencias wy y we no es un ntmero racional, el sistema,
en general, no manifestard un comportamiento periédico.
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Modos normales

Si en el problema anterior hacemos oscilar el sistema de manera que C' = D = 0, entonces
la posicion de ambas masas vendrd dada por

x1(t) = xa(t) = g cos(wit) + g sen(wit) .

Observe que en ese caso ambas masas oscilan juntas (en fase) y que el movimiento de cada
una de ellas es arménico (con periodo 177 = 27 /wy).
Algo parecido ocurre cuando el sistema oscila de manera que A = B = 0. En este caso

z1(t) = —xa(t) = % cos(wat) + g sen(wat) .

Nuevamente ambas masas oscilan juntas, pero en sentido opuestos (en contrafase) y el
movimiento de cada una de ellas es arménico (con periodo Ty = 27/ws). Estos modos de
oscilaciéon armonicos del sistema se conocen con el nombre de modos normales.

Un concepto 1til en la discusién de sistemas mas complejos es el de grados de libertad.
Los grados de libertad de un sistema son el nimero de variables que se requieren para
describir el sistema. Por ejemplo: una masa m restringida a moverse a lo largo de una recta
tiene un grado de libertad. La misma particula, si su movimiento esta confinado a un plano,
tendré dos grados de libertad. Un sistema consistente de tres particulas que pueden moverse
en un plano, tiene 6 grados de libertad. Dos particulas en el espacio tridimensional unidas
por una barra rigida poseen 5 grados de libertad.

A continuacién resumiremos, sin demostracion, algunas caracteristicas generales que pre-
sentan todos los sistemas consistentes de osciladores arménicos acoplados.

i) Un sistema de osciladores arménicos acoplados de N grados de libertad se describe
con N funciones {z;(t)}. Las ecuaciones dindmicas son ecuaciones diferenciales de
segundo orden y generalmente estan acopladas.

ii) Siempre es posible introducir nuevas variables {£;(t)} cuyas ecuaciones diferenciales
son de la forma

5j+%2-€j=07

o sea, corresponden a osciladores arménicos simples. Las variables £;(t) son combi-
naciones lineales de las variables {x;(t)}. Los métodos generales para encontrar estas
nuevas variables serdn materia de cursos méas avanzados. Sin embarga, en muchas
situaciones simples no es dificil encontrarlos por simple inspeccién.

iii) Algunas de las frecuencias w; pueden ser nulas, en cuyo caso la ecuacién diferencial
es simplemente §; = 0. Los modos normales de frecuencia nula corresponden a la
traslacién o rotacion del sistema como un todo.

iv) Cada una de estas nuevas variables da origen a un modo normal. Un sistema con N
grados de libertad tiene N modos normales (algunos de ellos pueden tener frecuencia
nula).
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v) La solucién de las ecuaciones diferenciales para las variables £;(¢) son inmediatas. En
total se tendran 2N constantes arbitrarias.

vi) Siempre es posible despejar x;(t) en funcién de las funciones {{;(t)} (en el lengua-
je técnico, el movimiento del sistema, en general, es una suma —superposicion— de
los distintos modos normales). De esta manera se encuentra la solucién general del
problema. Las constantes arbitrarias se determinan exigiendo que la solucién cum-
pla con las condiciones iniciales. Hay 2N condiciones iniciales: x;(0) y 4;(0) para los
7=1,2,... N grados de libertad.

vii) Cuando sélo se excita un tinico modo normal, todas las particulas se moveran armoni-
camente y con la misma frecuencia. Cuando se excitan dos o mas modos normales es
forma simultanea, las particulas no se moveran armoénicamente y el movimiento, en
general, ni siquiera serd periddico.

viii) Frecuentemente, en sistemas no demasiado complejos, es posible no sélo identificar
algunos o todos los modos normales, sino que también encontrar las frecuencias res-
pectivas por simple inspeccién del problema.

Ejemplo: Consideremos la configuracion
mostrada en la figura 13.8. Las tres masas
s6lo pueden moverse a lo largo del anillo de
radio R. Los resortes, todos con constante de
restitucion k, también siempre se deforman a
lo largo de la circunferencia. Encontraremos
todos los modos normales con sus frecuen-
cias.

Figura 13.8

El sistema tiene tres grados de libertad y, por lo tanto, existirdn tres modos normales. Uno
de ellos tiene frecuencia cero y corresponde a una rotacién (rigida) uniforme de las tres
masas a lo largo del anillo.

Es evidente que otro modo normal de oscilacién del sistema es el mostrado en la figura 13.9:
una de las tres particulas queda quieta y las otras dos se mueven en sentidos opuestos.

oreIeole

t=0 T/4 T/2 3T/4
Figura 13.9

No es dificil encontrar la frecuencia angular de este modo. De los resortes que unen las
particulas que se mueven, uno se acorta en una magnitud a = aR y el otro se alarga en 2q;
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la fuerza neta sobre la particula es, por lo tanto, 3ka. Para la frecuencia de este modo de
vibracién se obtiene w = /3k/m.

Otro modo normal se encuentra si la particula 2 se mantiene quieta y las particulas 1 y 3
oscilan moviéndose en direcciones opuestas (ver figura 13.10). Por supuesto que este modo
de oscilacién tiene la misma frecuencia que el modo anterior (en el lenguaje técnico se dice
que los dos modos son degenerados).

AOOG

t=0 T/4 T/2 3T/4
Figura 13.10

Pareciera que existe un cuarto modo, en que la particula 3 se mantiene quieta y las particulas
1 y 2 oscilan, moviéndose en direcciones opuestas (ver figura 13.11). Efectivamente este
también es un modo normal, pero no es uno distinto; en efecto, la superposicién de los
modos mostrados en las figuras 13.9 y 13.10 generan el modo mostrado en la figura 13.11.
En el lenguaje técnico se dice que el modo de la figura 13.11 no es un modo independiente
sino que es una combinacion lineal de los modos normales mostrados en las figuras 13.9 y

Nelele

t=0 T/4 T/2 3T/4
Figura 13.11

13.6. * Modos normales de una cuerda

Consideremos una cuerda de largo L, sin masa, bajo la tensién 7, que al centro tiene adosada
una masa m y analicemos el movimiento transversal de la masa en ausencia de gravedad.
Sea u(t) el desplazamiento transversal de la masa en funcién del tiempo. En todo momento
supondremos que el angulo de la cuerdo con la horizontal es pequeno, es decir, que

u(t)

—— =tana >~ o .

L/2
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Figura 13.11

Ademds supondremos que la tensién 7 no varia debido a la pequena elongacién que sufre
la cuerda cuando estd deformada. La fuerza transversal neta sobre la masa m debida a la
tension de la cuerda es

4
F=-2rsena~ -2t~ —QTLL/2 = %u
La segunda ley de Newton nos da la relacion
. 4T
mi=——u
L )
o sea,
U+ w%u =0,
con 4
9 T
=—". 13.21
wy m ( )

Concluimos que la masa m oscilard armoénicamente con frecuencia w;.

Consideremos ahora dos masas m adosadas a la cuerda en forma equiespaciada. Este sistema
ahora tiene dos grados de libertad y, por lo tanto, tendra dos modos normales de oscilacién:
uno en que las dos particulas oscilan en fase y otro en que oscilan en contrafase (ver figura
13.12).
En el modo 1, la fuerza transversal que actia sobre cada masa es

I U 3T

= —Tsena=-—-Ta=T—— = ——1U
L/3 L

El desplazamiento de cada masa satisfacera la ecuacién de movimiento (segunda ley de
Newton)

.. 37
mu = —fu y
que es la ecuacion de un oscilador armoénico con frecuencia angular
3T
wi=—. (13.22)
Lm

En el modo 2, la fuerza transversal que actia sobre cada masa es

u 2u 97
F=—-—7sena—7senff=—-—T17a—T7T0=—-T—=—

L3 "L/3- L
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Figura 13.12

La ecuacién de movimiento de cada masa (segunda ley de Newton) en este caso es

. 97
mii=——u .
L
Nuevamente es la ecuacion de un oscilador arménico, pero ahora con la frecuencia angular
97
wi=—. (13.23)
Lm

Generalicemos los resultados anteriores y consideremos N masas m adosadas en forma
equiespaciada a la cuerda. Definamos el eje £ a lo largo de la cuerda cuando esta en su
posicién de equilibrio y elijamos el cero coincidiendo con el extremo izquierdo de la cuerda
(el otro extremo de la cuerda estard en x = L). La posicién longitudinal de la masa j sera

“INT1
Fl sistema tiene N grados de libertad y por lo tanto existirin N modos normales. En lo

que sigue encontraremos los N modos normales con sus frecuencias respectivas. Para ello
introduzcamos las IV funciones

yu(z,t) = u(t) sen (%x) , (13.25)

(13.24)

Lj

conv =123, ..., N.

Consideremos un v particular (por ejemplo v = 3) y desplacemos las N particulas trans-
versalmente en una distancia u;(t) = y,(z;,t). La figura 13.6 muestra esquematicamente la
situacién que se tiene en este caso.

Encontraremos la ecuacién de movimiento de la particula j. Los dngulos que la cuerda al
lado izquierdo y derecho de la particula j forman con la horizontal son

T L/N+1)
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y(X) v=3

N+1
Figura 13.13

respectivamente (ver figura 13.14).

Figura 13.14

La fuerza transversal neta que actiia sobre la particula j es
N+1
L

F=—-1sena+71senf~ —7(a— ) ~7(2uj —ujr1 —uj—1)

La ecuacién de movimiento para la particula j es, por lo tanto,
T(N +1)
L

mi = (2Uj — Uj41 — u]'_l) .

Pero u;(t) = yu(z;,t), luego

ii; = ii(t) sen (%xj) — ii(t) sen <;”j1> :

n
wip1 + w1 = u(t) [Sen (W) +sen (wr]\([er—ll))]

9 vy VT
= n| —— COS
AN 1 N+1

371
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2uj — wjp1 — uj—1 = 2u(t) <1 — cos <NV+771)> sen (]\ITJT1> .

Con estas relaciones la ecuacién de movimiento para la particula j queda

. 27(N +1) ] VT
mi=————2 —cos| — | |u
L N+1 ’

i+ wiu=0

w2 = QT(Z;U <1 — cos (NVI 1>> . (13.26)

Observe que ésta resulta ser la de un oscilador armoénico y que es independiente de j, o
sea, todas las masas oscilardn arménicamente con la misma frecuencia. En otras palabras,
el movimiento serd el de un modo normal de vibracién del sistema. Haciendo variar v se
obtienen los distintos modos de vibracién.

o sea,

con

Ejercicio: Demuestre que la ecuacién (13.26), para N =1 (y v = 1) coincide con (13.21)
y que para N =2 (con v = 1 y 2) coincide con (13.22) y (13.23), respectivamente.

Ejercicio: Demuestre que para enteros v > NN no se obtienen nuevos modos de oscilacién.
A continuacién estudiaremos el caso de una cuerda de largo L, pero con una densidad lineal
de masa uniforme p. La masa de tal cuerda es Lu.

Para obtener la cuerda con masa tomaremos el limite N — oo y m — 0 de manera que la
masa total de la cuerda sea Lu, o sea,

L — o0 y m — 0 tal que Nm = Lpu

En este limite, para las frecuencias w,, se tiene
9 27 N2 11272 Tvin?
wy=7 (1= \1-57% ) ) =72
L(Nm) 2 N wuL

™ T
CUV:VZ ;

o0 sea,

Esta ultima ecuacion da las frecuencia de los modos normales de una cuerda de largo L,
densidad lineal p y bajo tension 7. Hay infinitos modos normales, todos ellos multiplos
enteros de una frecuencia fundamental
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13.7. Problemas

1. La aceleracién de la gravedad varia con la posicién sobre la Tierra debido a su rotacién
y a que el globo terrdqueo no es exactamente esférico. Esto fue descubierto por pri-
mera vez en el siglo XVII, cuando se observé que un reloj pendular, cuidadosamente
ajustado para marcar el tiempo correcto en Paris, perdia alrededor de 90 s por dia
cerca del Ecuador.

a) Demuestre que una pequena variaciéon de g produce una pequena modificacién
del periodo del péndulo T" dado por
AT  1Ag

T 2 g

b) ;Cudnto deberd variar g para lograr explicar la diferencia del periodo de un
péndulo entre Paris y el Ecuador?

2. Una masa de 2 kg se sujeta a un resorte de constante de fuerza k = 10 N/m que
descansa sobre una superficie horizontal lisa. Otra masa de 1 kg se desliza a lo largo
de la superficie hacia la primera a 6 m/s.

a) Hallar la amplitud de la oscilacién si las masas realizan un choque perfectamente
ineldstico y ambas quedan adosadas al resorte. ; Cudl es el periodo de oscilacién?

b) Hallar la amplitud y periodo de la oscilacién si el choque es perfectamente elasti-
co.

¢) En cada caso encuentre una expresiéon para la posicién = de la masa sujeta al
resorte en funcién del tiempo, admitiendo que el choque se produce en el instante
t=0.

3. Un resorte de constante de fuerza k = 100 7
N/m cuelga verticalmente de un soporte.
En su extremo inferior (que se encuentra T
a una distancia [y del techo) se engancha
una masa de 0.5 kg, que luego (en el ins-
tante t = 0) se suelta, desde el reposo. La i
masa comenzara a oscilar en torno a un
nuevo punto de equilibrio xg.

Figura 13.15

a) Encuentre el nuevo punto de equilibrio xg.
b) ;Con qué periodo oscilard la masa m alrededor de xo?

c) Encuentre la energia cinética y el potencial en funcién del tiempo. (Especifique
claramente los origenes usados para especificar las energias potenciales.)

d) Encuentre la velocidad maxima que llegard a tener la masa m mientras oscila.
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En una cuenca esférica de radio r se des-
liza una masa m; una pequena distancia
s1, siendo s;<r. Una segunda masa meo
se desplaza en sentido opuesto hasta una
distancia sy = 3s1 (también so<r).

a) Silas masas se dejan libres en el mis-
mo instante y resbalan sin roce, jen
dénde se encontraran?

b) Si la colisién es eldstica, ;jcudndo
volveran las masas nuevamente a es- Figura 13.16
tar en reposo y en qué lugar?

Un bloque de madera se desliza sobre una superficie horizontal lisa. El bloque esté su-
jeto a un resorte que oscila con periodo de 0.3 s. Un segundo bloque descansa en su
parte superior. El coeficiente de roce estatico entre los dos bloques es s = 0,25.

a) Si la amplitud de oscilacién es 1 cm, jse deslizara el bloque situado encima?

b) ;Cuél es la mayor amplitud de oscilacién para la cual no se deslizara el bloque
de encima?

Una variable x(t) se comporta arménicamente. Si en ¢ = 0, la posicién, la velocidad
y aceleracién vienen dadas por z(0) = 1 cm, v(0) = 2 cm/s y a(0) = —4 cm/s?,
respectivamente. Encuentre la posicién x(t) y la velocidad v(t) para t = 6 s.

La figura 13.17 muestra un tubo de sec-
cién constante A y forma de U, abierto
a la atmosfera. El tubo esta lleno hasta
el nivel indicado por una linea a trazos -
con un liquido incompresible que fluye a
través del tubo con un rozamiento despre-
ciable. La longitud total de la columna de
liquido es L. Demuestre que si se hace des-
cender la superficie del liquido en uno de !/
los brazos de la U y luego se deja libre, \\/
el nivel del fluido oscilard arménicamente

alrededor de su posicién de equilibrio con ‘
un periodo dado por T' = 27/ L/2g. Figura 15.17

I I
N N

Encuentre (aproximadamente) el menor valor de la frecuencia angular que podria
tener un oscilador armoénico x(t), si lo que se conoce es que z(0) = 0, v(1 s) =2 cm/s
y a(2s) = 4 cm/s%.

Suponga que una variable z(¢) varia arménicamente con una frecuencia angular wy =
251

a) Encuentre la posicién = y la velocidad v en el instante t =3 s si z(0) =1 cm y
z(ls)=1cm.
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10.

11.

12.

13.

b) Repita lo mismo pero con las condiciones de borde z(1s) =1 cm y v(ls) =
4 cm/s.

c) Repita lo mismo pero ahora con las condiciones de borde z(0) =2 cm y v(2 s) =
—4 cm/s.

Se cuelga una masa M de un resorte y se pone en movimiento oscilatorio vertical, con
una amplitud de 7 cm. La frecuencia de las oscilaciones es de 4 Hz. Al llegar M a la
posiciéon méas baja, se le coloca encima una pequena piedrecita. Supongamos que la
masa de la piedrecita es tan pequena que no tiene mayor efecto sobre la oscilacion.

a) (A qué distancia por encima de la posicién de equilibrio perderd contacto la
piedrecita con la masa M?

b) ;Cudl es la velocidad de la piedrecita cuando se separa de la masa M?

]

Un péndulo simple de 50 cm de largo cuel-

ga del techo de un vagoén que se acelera L
con una aceleracién a = 7 m/s? en direc-
m
O (©

cion horizontal. Encuentre el periodo del
péndulo para pequenas oscilaciones en tor-
no a su posicién de equilibrio.

Figura 13.18

Considere una variable z(t) que satisface la ecuacién de un oscilador arménico ate-
nuado. Suponga que wy = 1 rad/s y que se tienen las siguientes condiciones iniciales:
2(0) =2 cm, v(0) =0 cm/s.

a) Encuentre la solucién si n = 2,2wy. Grafique la solucién en el intervalo 0 < ¢t <

20 s.

b) Repita lo mismo de la parte (a), pero con n = wy.

c¢) Repita lo anterior, pero ahora con A = 0,5wy.

d) Repita lo de las partes (a), (b) y (c), con las condiciones iniciales z(0) = 0 cm y

v(0) = 50 cm/s.

Considere dos péndulos idénticos acopla- 77
dos. Las ecuaciones de movimiento en ese
caso vienen dadas por:

mlhy, = —mgh; — \(0; — 62)
mlly = —mgly — (6 — 63)

La constante A acopla los dos osciladores
armoénicos. Si A = 0 (o sea, si el acopla-
miento se hace cero) cada péndulo oscila
independientemente del otro.

Figura 13.19
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14.

15.

a)
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Introduzca las nuevas variables

m(t) = 01(t) + 02(2)
na(t) = 01(t) — 02(2)

y demuestre que éstas varian armdnicamente con las frecuencias

wo = g/ﬁ y wlzy/wg-i-r,

respectivamente, donde I' = 2\ /(m/).
Demuestre que la solucién general se puede escribir de la forma

01(t) = %[A cos(wot + @) + Beos(wit + )]

Oo(t) = %[A cos(wot + @) — B eos(wit + 3)]

Las constantes A, B, a y 8 se determinan con las condiciones de borde.

Sea wy = 1 rad/s yI'=01 s~2. Encuentre la solucién para el caso en que
091 (0) = 90, 92(0) = 61(0) = 92(0) =0. Graﬁque Ql(t) y Qz(t).

Repita lo anterior, pero para el caso en que 61(0) = 62(0) = 6y y 61(0) = 62(0) =
0.

Repita lo anterior, pero para el caso en que 61(0) = —62(0) = 6y y 01(0) =
62(0) = 0.

Para el caso (¢) el movimiento de cada péndulo consiste en un movimiento osci-
latorio cuya amplitud también varia peridédicamente. Sea {2 la frecuencia angular
de la variacion periédica de la amplitud. Encuentre (2.

Péndulo fisico: Considere un objeto de masa M, que puede oscilar alrededor de un
eje que lo atraviesa. Sea I el momento de inercia para rotaciones alrededor de ese eje
y £ la distancia entre el eje y el centro de masas del objeto. Encuentre el periodo T
para pequenas oscilaciones alrededor de su posicién de equilibrio. Demuestre que un
péndulo simple equivalente, es decir, uno que tenga el mismo periodo, tiene un largo

Considere la configuraciéon mostrada en la
figura 13.20. Las cuatro masas s6lo pueden
moverse a lo largo del anillo de radio R.
(Los resortes también siempre se deforman
a lo largo de la circunferencia.) Encuentre
la frecuencia de los modos normales de os-
cilacion.

g()zw.

Figura 13.20



13.7 Problemas 377

16.

17.

18.

19.

20.

Considere una masa m resbalando sin roce (en presencia de la aceleracién de gravedad
—g7) a lo largo de un perfil de la forma

y(.’L‘) = O[‘Tg - 5332 )

cona=1m 2y =3/2m~!. Grafique y(z). Si la masa realiza pequefas oscilaciones
en torno al minimo local, encuentre el periodo T' de tal movimiento.

Una masa de 2 kg oscila colgada de un resorte de constante de restitucién k& = 400
N/m. La constante de amortiguamiento es n = 1 s~!. El sistema es forzado por una
fuerza sinusoidal de amplitud Fy = 10 N y frecuencia angular w = 10 rad/s.

a) {Cudl es la amplitud de las oscilaciones en el régimen estacionario?

b) Si se varia la frecuencia de la fuerza impulsora, ja qué frecuencia se producird la
resonancia?

¢) Encuentre la amplitud de las vibraciones en la resonancia.

Considere una masa m = 50 g que oscila sujeta a un resorte de constante de restitucién
k. Suponga que hay algin dispositivo que atenia las oscilaciones con una fuerza que
es proporcional a la velocidad (o sea, estamos en presencia de un oscilador arménico
atenuado). Con un cronémetro se mide el “periodo de oscilacién”; éste resulta ser
igual a 2.1 s.

a) ;Cudnto valen wy y A?

b) (En cudnto disminuird la amplitud méxima de oscilacién entre dos ciclos conse-
cutivos?

Una masa m = 1 kg cuelga de un resorte de constante de restitucién £ = 200 N/m. La
constante de amortiguamiento es n = 1 s~!'. En el instante ¢ = 0 comienza a actuar
sobre la masa una fuerza F = Fysin(wt), con Fy =2 Ny w = 10s7L.

a) Si z(0) =0y v(0) =0, encuentre z(t) parat =1s, t = 100 s y ¢ = 1000 s.
b) Encuentre la energfa disipada en un ciclo cuando el oscilador se encuentra en el
régimen estacionario.

Una masa m descansa sobre una mesa horizontal lisa (sin roce). El movimiento de la
masa estd restringido a desplazamientos a lo largo del eje . Sobre la masa actia una
fuerza F'(t) = Fysin(wt)z.

a) Encuentre la aceleracién a(t) y la velocidad v(t) de la masa, si en el instante
t = 0 se encontraba detenida.

b) Encuentre la posicién z(t) si ademds se sabe que z(0) = 0. Demuestre que el
movimiento es arménico con una amplitud A = Fy/(mw?).

c) La masa ahora se sujeta adicionalmente a un resorte de constante de restitu-
cién k. (La orientacién del resorte también es a lo largo del eje &). Compare el
movimiento que tiene ahora con el que tenia cuando no estaba unida al resorte.
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21.

22.
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(Péndulo de torsion)

Suponga que un extremo de un alambre 7
metalico estd firmemente adosado del cie-
lo de una pieza y del otro cuelgan dos esfe-
ras sélidas tal como se mustran en la figura
adjunta. Al girar las esferas con el alambre
en un angulo 6 (alrededor del eje forma-
do por el alambre), el alambre ejercerd un
torque 7 que hard que las esferas retornen
a la posicién de equilibrio. El torque que
ejerce el alambre es

F:—ng L

donde 7 es una constante (que depende del
largo, didmetro y material de que estd he-
cho el alambre). Figura 13.21

Para este problema suponga que n = 1250 g cm?/s2. Si las esferas son de aluminio
(pa1 = 2,7 g/cm?), jqué didmetro deben tener las esferas para que el periodo sea
exactamente de un segundo? (El momento de inercia de una esfera sélida de masa M y
radio R para una rotacién alrededor de un eje que pasa por su centro es I = 2mR?/5).

Una masa de m = 0.5 kg, después de caer una distancia h = 5 m, se adosa a un
resorte (largo) de constante k = 2 kg/s?. El sistema resultante viene gobernado por
la ecuacion de movimiento

3(t) 4+ wiz(t) + 2woz(t) = 0

o sea, corresponde a un oscilador arménico amortiguado critico. La magnitud z(t)
mide la posicién de la masa m respecto al punto de equilibrio y wg = y/k/m es la
frecuencia natural del sistema.

La solucién general estd dada por la relacion
2(t) = (A + Bt)e 0!
donde A y B son constantes que se ajustan con las condiciones iniciales.

(Para los calculos numéricos que siguen, use para la aceleracién de gravedad el valor
g = 10 m/s?)
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23.

24.

a) Determine A y B usando las condi- . m
ciones iniciales.

b) Sea t( el instante en que el resorte
tiene su maxima compresion. Evalte
to. (Elija el cero del tiempo en el ins-
tante en que la masa colisiona con el
resorte).

>

¢) Haga un gréfico esquematico de la

funcién z(t).
resorte

d) (Cudl serd la energia total disipada amortiguado
por el amortiguador?

Figura 13.22

Considere dos cilindros que giran rapida-

mente en sentidos contrarios tal como se

muestra en la figura adjunta. Sobre estos ‘ M ‘
cilindros se coloca un tablén de masa M y @ @
densidad uniforme. Sea d la distancia en- d

tre los dos cilindros y sea p el coeficiente - -
de roce cinematico entre el tablén y los ci- /
lindros. Demuestre que el movimiento del 7

tablén es armoénico. Encuentre el periodo
del movimiento.

Figura 13.253

Considere dos masas mj y mg unidas por un resorte de largo natural ¢, y constante
de restitucion k. Supongamos que el movimiento de ambas masas esta restringido a
lo largo de la recta que los une.

Sean z1(t) y x2(t) las posiciones de las masas mj y mg, respectivamente.
a) Demuestre que x1(t) y z2(t) satisfacen las ecuaciones diferenciales acopladas
mi&(t) = klza(t) — 21(t) — o]
mais(t) = —k[za(t) — 21(t) — Lo]
b) Definamos las variables ng(t) y n1(t) por
mlxl(t) —+ m2$2(t)

()= my + ma
mt) = xa(t) —z1(t) — Lo
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25.
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Demuestre que las variables no(t) y n1(t) satisfacen las ecuaciones diferenciales
(desacopladas)

no =0
1+ w?m =0
con
w2 — kml + mo
m1Mmsy

Demuestre que la soluciéon mas general del problema se puede escribir de la forma

2

x1(t) = A+ Bt — h(fo + C cos(wt) + D sin(wt))
zo(t) = A+ Bt + ﬁ(fo + C cos(wt) + D sin(wt))

Definamos wy y « por wyg = \/k/m y a = mg/my. Exprese w en términos de wy
y a. ;Cudnto vale w en términos de wy si o« — o0? {Coincide esto con lo que
usted intufa? ;Cudanto vale w en términos de wg si a = 17

Sea lp =8 cmy wy=1rad/sy a =1 (0 sea, m; = ma). Encuentre la solucién
que satisface las siguientes condiciones iniciales: x1(0) = 0, 22(0) = 10 cm y
v1(0) = v2(0) = 0. Grafique z1(t) y x2(t) en un mismo gréfico para el intervalo
0<t<15s.

f) Repita lo mismo de la parte (e) pero para las condiciones iniciales x1(0) = 0,
x2(0) =8 cm, y v1(0) =4 cm/s y v2(0) = 0.

g) Repita la parte (f) pero con a = 10.

h) Repita la parte (f) pero con o = 0,1.

m Kk m K m

Considere tres particulas de masa m que

s6lo pueden moverse a lo largo del cje 3 @I @uuin@
v estan unidas por resortes de largo na- %///////////////////////

tural ¢y y constantes de restitucién k (ver
figura). Figura 13.24

Sean z1(t), z2(t) y x3(t) las posiciones de las tres masas en funcién del tiempo.

a) Demuestre que x1(t), z2(t) y x3(t) satisfacen las ecuaciones diferenciales acopla-

das

ma'él = k‘(.%'g — 1 — 60)
mxg = k‘(xg +x — 21’2)

mi‘g = k‘(l‘g — T3+ fo)

X
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b) Intoduzca las nuevas variables definidas por

m= (@ +x2+z3) , m=(@ —ax3)+b vy m= (21— 212+ 73).
Demuestre que estas nuevas variables satisfacen las ecuaciones diferenciales de-
sacopladas

flo=0 , fi+wim=0 y ih+wsm =0,

con wy; = \/k/my ws = V3wy. iInterprete!
¢) Demuestre que la solucién general al problema se puede escribir de la forma

z1(t) = A+ Bt+ Ccos(wit+ d1)+ D cos(wat + d2) — o
:Eg(t) = A+ Bt—-2D COS(CUQt + 52)
z1(t) = A+ Bt — Ccos(wit+ d1)+ D cos(wat + d2) + 4o

Las constantes A, B, C, D, §1 y 0 se eligen de manera que la solucién satisfaga
las condiciones de borde. Convénzase de que, en general, las condiciones de borde
determinan a las seis constantes.

d) Suponga que ) = 5 cm y w; = 1 rad/s. Encuentre la solucién que satisface
las siguientes condiciones iniciales: x1(0) = —8 cm, x2(0) = 0, 23(0) = 8 cm,
v1(0) = v2(0) = v3(0) = 0. Grafique en un mismo grafico x;(t), z2(t) y x3(t) en
el intervalo 0 <t < 15 s.

e) Repita lo mismo que la parte (d), con las condiciones iniciales x1(0) = —4 cm,
22(0) = —2 cm, x3(0) = 6 cm y v1(0) = v2(0) = v3(0) =0

f) Repita lo mismo que la parte (d), con las condiciones iniciales x1(0) = —8 cm,
22(0) = 0 cm, 23(0) =5 cm y v1(0) = v2(0) = v3(0) =0

g) Repita lo mismo que la parte (d), con las condiciones iniciales z1(0) = —5 cm,

22(0) = 0 cm, x3(0) = 5 cm, v1(0) = v2(0) =0y v3(0) = 3 cm/s.

26. Considere un resorte, de constante de restitucién k, que conecta dos masas, M y m
restringidas a moverse a lo largo del eje . Encuentre la frecuencia de oscilacién de
tal sistema.

27. * Suponga que la energia potencial de cierta molécula diatémica viene razonablemente
bien desvrita por la expresion

o0 [(2)-2(2)’

con Uy = 2 eV (eV es una unidad de energia usada en la fisica atémica llamada
“electron-volt”) y 79 = 0,5 nm (1 nm=10"? m).
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28.

29.

30.

Oscilador Armaénico

a) Demuestre que r = rq es la separacion de equilibrio de la molécula.
b) Grafique U(r) en el rango 0,4 nm< r < 0,7 nm.

¢) Desarrolle el potencial U(r) en torno a r = 7, es decir exprese U(r) de la forma

1
U(r)=co+c1s+ 50252 + ...

donde s = r — rg y encuentre los coeficientes cg, ¢1 v co.

d) Convénzase de que la fuerza para pequenos desplazamientos de los d&tomos respec-
to a su posicién de equilibrio (que ocurre para s = 0) viene dada por F(s) = —ks.
Evalie k.

e) Silas masas de los &tomos son my = mg = m, jcudl serd la frecuencia vibracional
de la molécula?

. . . K m
Considere cuatro masas iguales unidas por m
o ‘mmmmtmm«u‘
resortes de constante de restitucion k tal > S
@ D

como se muestra en la figura. Las masas ";,’ Kk &

3 ) Ny
s6lo se pueden mover en el plano en que se D ‘\-“

th N

ubican. Usando argumentos de simetria, k

0000000000RO0R0RA000
Q0000009900GRAQ0AA00
~

. U
describa algunos de los modos normales & T k
. .z . N\ )
de vibracién y encuentre la frecuencia de & ":,’
3 . S @)
ellos. j Cuadntos modos normales tiene es- & L2

O
te sistema? ;Cuantos de ellos tienen fre- m ““"‘““““‘“““‘
cuencia cero?

Figura 13.25

Un reloj “de los abuelos” se basa en un péndulo de longitud 1 m. El reloj se atrasa 1
segundo por dia. jEn cudnto se debe corregir la longitud del péndulo?

Un resorte de constante de resitucion
k = 2 dina/cm y largo en reposo {y se t=0
encuentra adosado firmemente a la base
de un recipiente (ver figura). El recipiente
estd lleno de agua.

Suponga ahora que en el instante t = 0
se le adosa al extremo superior una esfe-
ra solida homogénea de radio R = 1 cm,
hecha de un material mas liviano que el
agua, y que la esfera luego se suelta (o sea,
en el instante ¢ = 0 la longitud del resorte
es o y la esfera se suelta en reposo). Se k IO
observa que la esfera realiza oscilaciones %
armonicas de amplitud A = 0,8 cm.

Figura 13.26
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a) Encuentre la densidad p de la esfera.

383

b) Encuentre el periodo T del movimiento arménico que la esfera realiza una vez

que se suelta.

(Al desarrollar el problema ignore los efectos debidos al roce viscoso entre la esfera y

el agua).

31. El péndulo de la figura estd formado por
una barra de masa despreciable y longitud
L. La masa del extremo inferior se mantie-
ne unido a un resorte de constante k dis-
puesto horizontalmente y fijo, por su otro
extremo a una pared. Cuando el péndulo
se encuentra en posicién vertical la longi-
tud del resorte es la de su largo natural.
Calcule la frecuencia w del sistema. Veri-
fique su resultado analizando el limite de
algunos sistemas conocidos.

32. Considere un cilindro de radio R y den-
sidad p, con una perforacién cilindrica de
radio R/2, tal como se muestra en la figu-
ra. El cilindro rueda sin resbalar sobre una
superficie horizontal realizando pequenas
oscilaciones en torno a su posicién de equi-
librio. Encuentre el periodo de las oscila-
ciones.

13.8. Solucion a algunos de los

Solucién al problema 8

7

Kk
(T m

Figura 13.27

Figura 13.28

problemas

La forma general de la solucién para un oscilador arménico simple es

z(t) = Acos(wt) + Bsin(wt).

La condicién z(0) = 0 implica que A = 0, luego queda

z(t) = Bsin(wt).

Derivando se obtiene

v(t) = wBcos(wt) y a(t) = —w’Bsin(wt)

Aplicando las condiciones de borde se encuentra que
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v(1) = wBcos(w) =2

a(2) = —w?Bsin(2w) = —2w?Bsin(w) cos(w) = 4.
Formando el cuociente entre las dos ultimas ecuaciones obtenemos

i 1
sin(w) = ——
@)=
La figura 13.29 muestra un grafico del lado izquierdo y derecho de esta ecuacién. La inter-

seccién de menor frecuencia ocurre para w ~ 3,43 s71.

Lr sin(w) %5 325 33 335 34 345 35 355 36
~0.05
0.1
-0.15
0.2

-0.25

w

-0.3
-0.35
-04
-0.45

Figura 13.29

Solucion al problema 15

El sistema tiene 4 grados de libertad y por lo tanto existen cuatro modos normales. Sean
0;,7 = 1,2,3,4 los cuatro dangulos de las cuatro masas respecto a sus posiciones de “equili-
brio”. Los cuatro modos normales se encuentran por simple inspeccién del problema.

i) Uno de los modos normales tiene frecuencia nula (w; = 0) y corresponde a la rotacién
uniforme y simultdnea de las cuatro masas a lo largo del anillo, o sea, 01 (t) = 02(t) =
O5(t) = 04(t) = wt.

ii) Otro modo normal se obtiene si las particulas 1 y 3 se mantienen en reposo y las
particulas 2 y 4 oscilan con la misma amplitud pero en sentido contrario, o sea 61 (t) =
O5(t) = 0, 02(t) = —04(t), Vt. Al desplazar la masa 2 en un dngulo « uno de los resortes
se comprime y el otro se alarga en una magnitud Ro. La fuerza sobre la masa serd igual
a 2kRa, luego la frecuencia de este modo normal serd we = /2k/m.
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iii) Otro modo normal se obtiene si las particulas 2 y 4 se mantienen en reposo y las
particulas 1 y 3 oscilan con la misma amplitud pero en sentido contrario. Por simetria
este modo tiene la misma frecuencia que el modo normal anterior (w3 = /2k/m).

iv) El cuarto modo normal se obtiene si las cuatro masas oscilan con la misma amplitud,
1 y 3 en la misma direccién y 2 y 4 en la direccién contraria, es decir, 61(t) = 03(t) =
—05(t) = —04(t) =, Vt. Al desplazarse una masa en un éngulo «, uno de los resortes
se acorta y el otro se alarga en una magnitud 2Ra. La fuerza sobre la masa sera, por
lo tanto, igual a 4kRa. Luego la frecuencia de oscilacién es we = \/4k/m.

La figura 13.30 muestra esquemadticamente el movimiento de las cuatro masas para los
cuatro modos normales.

Modo #1 #2 #3

OO

OCOOO
OOLOO0
OOB

SRS FRRAS L

Figura 13.30

Solucioén al problema 21
Al girar el alambre con las esferas en un angulo 6 = 07 el torque es
T=-nbz.

El torque genera un cambio del momento angular del sistema. Se tiene

7 Zf:i(m)z:wz,
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donde I es el momento de inercia de las dos esferas para rotaciones alrededor del eje 2 (que
coincide con el alambre).
De las dos ecuaciones anteriores se deduce que

16 = —nb

0 sea,

0+ wio=0

con wg = n/I. Para el perfodo T se obtiene

T =27 {
n

Usando el teorema de Steiner, para el momento de inercia se encuentra la expresion

14 144 56
TR3pR? = —npR°.
53 1577

Usando esto en la expresion anterior para el periodo y despejando R se encuentra

I=2 [5mR2+mR2] = _—mR?=

15 T? n
5 _ b _ 5
= 5613 =0,99986 cm".

O sea, con esferas de didmetro igual a 1 cm, este péndulo tendra un periodo de 1 segundo.

Solucién al problema 22

a) Sea xp la magnitud que el resorte se comprimird respecto a su largo natural una vez
que llegue al equilibrio. Se tiene que

kxo =mg

o0 sea,

La velocidad vg de la masa cuando choca con el resorte viene dada por

vw=12¢h=v2-10-5 Z—10 2

S S

Por consiguiente, las condiciones iniciales son

La frecuencia angular natural del sistema es wy = \/k/m <



13.8 Solucién a algunos de los problemas 387
Derivando la expresién

2(t) = (A + Bt)e !

se obtiene
#(t) = (B — Awg — Buwot)e 0,
Evaluando estas expresiones en ¢ = 0 se obtiene

200=A y 2(0) =B — Awp.

Usando las condiciones iniciales se encuentra para A y B los valores

A=290=2,5 m

B = Auwy+2(0) = (2,5-2-10) = = -5

m
S S

b) La velocidad Z(t) es nula cuando (B — Awp — Bwyt) = 0. De esta relacién se deduce
que ello ocurre en el instante

Lol A (125N
O_Ld() B— 9 (_5) S = S.

c) La figura 13.31 muestra el gréfico de la posicién z(t) en funcién del tiempo.

d) Del cambio de energia potencial AU = mg(h + xg),
1

queda como energia potencial del resorte; el resto se disipa. Por lo tanto, la energia
disipada es

1
Q = mgh+ mgxg— §k$%
1
= mgh+ ikxg

1 1
= 5.10-5+§-2-(2,5)2 Joule = 31,25 Joule
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-0.1

z(t)

-02
-0.3
-0.4 -

Figura 13.31

Solucién al problema 30

Una vez que se adosa la esfera al resorte el nuevo punto de equilibrio del resorte sube en

una magnitud D que se puede evaluar de la relaciéon

4
kD = 2R (po = p)g,

donde py = 1 g/cm?® es la densidad del agua. Observe que la amplitud de la oscilacién

coincidird con D, o sea, D = A = 0,8 cm. Despejando p se encuentra

3kA

P= 0 kB

Ahora k/g = 2 dina/g = 2 gramos, luego

9.
p= [1 - 340’8] g/em® = 0,618 g/cm?.
T

El periodo del movimiento viene dado por

m
T =2m/—
s ]{,‘7

donde m = 47R3p/3 = 47 0,618/3 g = 25,9 g. Para el periodo se encuentra 7' = 1,75 s.



