MODELOS DIFUSOS DE TAKAGI Y SUGENO

Estos modelos se caracterizan por relaciones basadas en reglas difusas,
donde las premisas de cada regla representan subespacios difusos y las
consecuencias son una relacion lineal de entrada-salida (Takagi y
Sugeno, 1995).

Las variables de entrada en las premisas de cada regla son relacionadas
por operadores "y" y la variable de salida es funcion de las variables de
estado, en general, una funcion lineal.

Por lo tanto, las reglas del modelo tienen la siguiente forma:

R, :Si X1lesAl y...y Xkes Ak,
entonces Y, = f.(X4,...,Xk)

donde

X1, ..., Xk son las variables de entrada o premisas de las reglas,
Al;, ..., Ak; son los conjuntos difusos asociados a las variables
de entrada,

Po» ---» Pi son los parametros de la regla i, e

Y; es la salida de la regla i.

f; es una funcion que generalmente es lineal, es decir:

Y, = py +py X1+.. +p; XK

EL761 D. Séez, C. Cortés, A. Nufiez (2009).



2

Por lo tanto, la salida del modelo, Y, se obtiene ponderando la salida de
cada regla por su respectivo grado de cumplimiento W;, es decir:

Y= WY)W

donde M es el nimero de reglas del modelo y W; corresponde al grado
de activacion de la regla i, que se define como:

W, :oper(uAli, ceorHam 1 - !MAki)

donde “oper” es el operador minimo o el producto, y Ham €S el grado de

pertenencia de la variable de entrada Xm al conjunto difuso Am; para
m=1, ..., k.

En particular, los modelos dinamicos de tiempo discreto de Takagi y
Sugeno estan dados por:

R.:Siy(t-1)esAl.y... yy(t-ny)es Any. y
u(t-1) es Bl y ... y u(t- nu) es Bnu,
entonces y; (t) = a,y(t —1)+...+a,, y(t— ny) +

biu(t—2)+...+b! u(t-nu)+c'

donde a;, b; Y €' son parametros de los modelos de las consecuencias.
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También los modelos dinamicos de Takagi y Sugeno se pueden
representar en variables de estado, es decir:

R.: Six,(t)esAl y... yx,(t)es An,
entonces X, (t +1) = A'x(t) + B'u(t) + C'

donde X= [Xl,.-.,Xn] es un vector de variables de estado del proceso, y

A', B'y C' son las matrices de los modelos lineales en variables de
estado de las consecuencias.

Ejemplo Modelo difuso de Takagi y Sugeno para un fermentador de
alimentacion.

La presion en el estanque de fermentacion puede ser controlada a través
del cambio de flujo de aire de salida manteniendo constante el flujo de
aire de entrada.

== —— Flujo Salida de Aire

Recipiente ‘-Jélvula*-—@
Presidn® 4—@

Agua®

* Medible

<+—— Flujo Entrada de Aire constante™

Yalvula

A continuacion se presentan la base de reglas del modelo de Takagi y
Sugeno que caracterizan al fermentador.

R1:
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Si la presion y(k) es LOW vy la valvula u(k) esta OPEN
Entonces y(k+1)=0.67y(k)+0.0007u(k)+0.35

R2:

Si la presion y(k) es MEDIUM vy la valvula u(k) esta HALF-CLOSED
Entonces y(k+1)=0.80y(k)+0.0028u(k)+0.07

R3:
Si la presion y(k) es HIGH y la valvula u(k) esta CLOSED
Entonces y(k+1)=0.90y(k)+0.0071u(k)-0.39

Funciones de pertenencia del modelo de Takagi y Sugeno que
caracterizan al fermentador:

4 Law Meadlum High

1.2 T4 LI ]
Pressure |10e5 Pa|

Open Halt closad Closed

e k] o an D0 1o

A0 50 L]
Yalve poslion % clossd]

Por ejemplo, calcule la estimacion del modelo si y(k)=1.2 u(k)=70.
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Open Halt closad Closed

, Low Madlum High f
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i 1.2 * 1.8 H z.2 r"o 1o 20 =0 40 o L] 20 oo

e 50 L=
Prassurs (1085 Pr] Yalvw posltion |% clossd|

Hiow (1-2) =0.7, Hvepium (1-2) =0.7, tyen (1-2) =02,
Hopen (70) =0.18, tpair_croseo (70) =0.95, s o050 (70) =0.35.

Luego se calcula el grado de activacion de cada regla. Suponiendo
producto como el operador AND.

W, = 10w (1.2)-,uOPEN (70) =0.7-0.18=0.126
W, = Lyepium (1-2) " HyaLF—cLosED (70) =0.7-0.95=0.665
W, = t0n (1-2)/UC|_05ED (70) =0.2-0.35=0.07

Ahora se calcula la salida de cada regla.
Y'=0.67-1.2+0.0007 - 70+0.35=1.2030
Y? =0.80-1.2+0.0028-70+0.07=1.2260
Y*®=0.90-1.2+0.0071-70-0.39=1.1870

Finalmente la salida del modelo esta dada por:

W, Y+ W, Y2+ W, -Y°
W, +W, +W,

y(k+1)= =1.2195
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IDENTIFICACION DE MODELOS TAKAGI-SUGENO

En la siguiente figura se presenta un diagrama del método de
identificacion:

Y

Eleccion de la
estructura del modelo

y

Identificacion de los
parametros de las premisas

Y

Identificacion de los
parametros de las consecuencias

no ¢Es bueno
el modelo?
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METODO DE IDENTIFICACION

1) Eleccion de la estructura del modelo

o Meétodo heuristico
o Analisis de sensibilidades

2) ldentificacién de parametros de las premisas

o Conocimiento del proceso
o “Clustering” difuso

3) Identificacion de parametros de las consecuencias

a Minimos cuadrados.
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IDENTIFICACION DE LOS PARAMETROS DE LAS
PREMISAS: “CLUSTERING” DIFUSO

En esta estructura los conjuntos difusos Al;, ..., AK; y sus respectivas
funciones de pertenencia pueden ser determinadas basandose en un
conocimiento previo del proceso o por métodos mas complejos como
“clustering” difuso.

El nimero optimo de reglas y conjuntos difusos del modelo se determina
haciendo una particion del universo de la variable de salida (y(k+1)) y
luego proyectandolo al espacio de entrada (y(k),u(k), etc). (Sugeno,
1993).

Como se presenta en la siguiente figura, generalmente para la
modelacion difusa, se pone primero atencion en las premisas de las
reglas y se encuentra la particion de las variables de entrada. Esta
particion se realiza independientemente para cada una de las variables,
encontrandose las reglas difusas al realizar las diversas combinaciones
posibles entre los conjuntos difusos obtenidos.
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ESPACIO DE ENTRADA

> X,

En “Clustering” difuso, el nimero optimo de reglas y conjuntos difusos
del modelo se determina haciendo una particion del universo de la
variable de salida y luego proyectandolo al espacio de entrada (Sugeno,
1993).
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Para obtener los conjuntos difusos de la salida o los clusters asociados a
la salida, el criterio utilizado es considerar una particion del espacio de
salida tal que cada conjunto o cluster sea lo mas distinto posible a los
otros pero que sus elementos sean lo mas parecido posible entre si. Esto
es que la varianza entre clusters debe ser maxima pero minima al interior
de éstos:

S(c) = Zn:ZC:(Hik )m qu - Vi2 _Hvi _Xz)

k=1 i=1

donde n numero de datos para el clustering,
¢ numero de clusters,
Xk k-€simo vector de datos,
X promedio de los datos,
v; centro del cluster i-ésimo,
i grado del k-ésimo dato perteneciente al i-ésimo cluster,
m peso ajustable.

Por lo tanto, se obtiene que todas las salidas tienen asociado un grado de

pertenencia al conjunto difuso Bi.

Como se muestra en la siguiente figura , el conjunto B del espacio de
salida ha sido proyectado en los conjuntos difusos A; del espacio de
entrada, posibilitando de esta manera establecer la siguiente regla difusa:
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R:Six,esA, yX,esA,entoncesyesB

Espacio de Salida

’1 Espacio de Entrada
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KI Espacio de Entrada
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e
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Ay
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Sin embargo, se debe considerar que el conjunto A sea no convexo como
se muestra en la siguiente figura. En este caso el conjunto difuso del
espacio de salida se proyecta en mas de un cluster en el espacio de
entradas. Por lo tanto, se obtiene mas de una regla para el mismo cluster
del espacio de salida, es decir:

R':Six, esAjy X, es A} entonces y es B
R?:Six, es A’y X, esA’ entoncesyesB

Espacio de Salida

z
>

'"'p"
(==

De esta manera, el clustering difuso entrega el nimero optimo de reglas
difusas y conjuntos difusos.
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Uno de los métodos mas usados en Clustering es el Fuzzy C-Means
(FCM) en el cual los clusters generados son circulares. (MATLAB:
FCM)

En la identificacion de modelos Takagi-Sugeno el método de clustering
usualmente ocupado es Gustafson-Kessel (GKclus), en el cual los
clusters generados dependen de la geometria de los datos (pueden ser
elipsoides).

Ejemplo: En el horario punta-mafiana ocurren requerimientos de traslado
desde un punto a otro en una calle de 9[km].

g 8 47 10t 4
A T o5t g 6 2

0 3 6 9 [Km]

El registro de Ilamadas esta en la siguiente tabla:
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Pasajero Pickup Delivery Pasajero Pickup Delivery
1 7.6 3.7 11 7.7 4.4
2 2.4 4.3 12 1.8 7.7
3 7.1 4 13 7.6 3.1
4 1.7 6.2 14 2.2 6.9
5 7.7 4.2 15 7.2 4.1
6 1.8 4.6 16 1.6 7.6
7 9 4.8 17 8.8 3.1
8 8.9 4.2 18 2.4 7.3
9 2.2 6.3 19 7.3 4.7
10 1.6 6.6 20 2.2 6

Identifique los dos patrones de viaje con FCM (centros de los clusters).
A continuacion indigue el grado de pertenencia al patron 1y al patron 2
del requerimiento de viaje que va desde el punto 2[km] al 8[km].

Sol:

Llamadas tipo, + patron 1, 0 patron 2

Delivery [kin]
[ g]

+ +

++ +

Pickup [km]

Ocupando Matlab se genera un matriz “data” cuya fila i tiene la

coordenada de pickup y delivery del pasajero i.
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A continuacion con fcm:

Nclus=2; % Numero de clusters.

[center,U,obj fcn] = fcm(data, Nclus);

De “center” se obtienen los centros de los clusters, lo que nos entrega los
patrones de viaje:

Patron 1: pickup 7.866[km], delivery 4.0319[km].

Patrén 2: pickup 1.9866[km], delivery 6.4108[km].

De “U” se obtienen los grados de pertenencia a cada cluster i (fila i) de
cada dato j (columna j).

Se proyecta en la coordenada de pickup y en la coordenada de delivery.
Graficamente:
plot(data(:,1),U(1,:), "k+")

hold on
plot(data(:,1),U(2,:),"ko")

plot(data(:,2),U(1,:), "k+")
hold on
plot(data(:,2),U(2,:),"ko")

Ahora se escoge el tipo de funcion de pertenencia que ocuparemos.
Pueden ser gaussianas, triangulares, etc. Seleccionaremos gausianas de
la forma:

7(x—c)2
m(x)=e 2 =gaussmf (x[o,c]).

Para determinar los parametros que mejor se ajusten a los datos se puede
ocupar la funcién “nlinfit” (non-linear-fit). Es importante darle un buen
valor inicial para asegurar convergencia.
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modelFun = @(p,x)gaussmf(x, [p(1) p(2)D):
startingVvals = [1 5]; %Valor inicial

coefEstsll = nlinfit(data(:,1), U(1,:)", modelFun, startingVals)
coefEstsl2 = nlinfit(data(:,1), U(2,:)", modelFun, startingVals)
coefEsts21l = nlinfit(data(:,2), U(1,:)", modelFun, startingVals)
coefEsts22 = nlinfit(data(:,2), U(2,:)", modelFun, startingVals)

1r OO 0@ OOOO

o o

o
m

patron 1 atron 2
Adelivery Az v

Eliver

o
.

Mermbership function
o
m

Membership function

el
. Patate] el . )
1] 1 2 3 4 5 5] T g g
Pickup [Km] Delivery [Km]

Entonces resulta:

patronl

. patronl
(x,y) es Patron 1 si: x es Ajawp and y es Agiivery

patron2

. patron2
(x,y) es Patron 2 si: x es Apewp  and y es Agiivery

X=2,y =8, es patron 1:
modelFun(coefEstsll,x)*modelFun(coefEsts21l,y)= 2.418e-6

X=2,y =8, es patron 2:
modelFun(coefEsts12,x)*modelFun(coefEsts22,y)=0.4885.

Se verifica que el requerimiento pickup en 2 y delivery en 8 es mas
similar al patron tipo 2 que el tipo 1.
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IDENTIFICACION DE LOS PARAMETROS DE LAS
CONSECUENCIAS: “MINIMOS CUADRADOS ORDINARIOS”

Una vez obtenidas las premisas, solo falta determinar los parametros

Py, ---» Py de las consecuencias. Dado que el modelo Takagi-Sugeno es
no-lineal pero lineal en los parametros, estos se pueden obtener por el
método de minimos cuadrados, es decir, se minimiza el indice de error
dado por:

N
e’ => (Y,~9,)°
p=1

donde Y, es la salida real del proceso,
Y, es la salida del modelo difuso, considerando las mismas

entradas del proceso, y
N es el nUmero de muestras.

Ejemplo. Suponga que se tienen N datos entrada salida del proceso:
y(k) =6, y(k-1)+86,u(k -1) + 6, + w(k)

Donde w(k) es ruido-blanco. Para identificar los parametros se escriben
las ecuaciones disponibles:

Y =X0
Vel [y w1
| YO x| YO w1,
) vy wney 1 )
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Luego, segun minimos cuadrados:

6 =(X"X) XY

Ahora suponga que se sabe que el proceso tiene la forma:

y(k) =6, y*(k=1)+6, cos(u(k—1))+6, In( y(k —1)* +1)+w(k)

Este sigue siendo lineal en los parametros. Para identificarlo se hace el
mismo procedimiento anterior solo que ahora:

y* (D) cos(u(2)) In(y2(1)+1)
v3(2) cos(u(2)) In(y2(2)+1)

y* (N -1) cos(u(N —1)) In(yz(N. _1)+1)

Volvamos al caso del modelo Takagi-Sugeno.
Entonces dado un conjunto de N muestras de entrada/salida, el algoritmo

calcula, para la muestra j, los grados de cumplimiento de cada regla segun
la definicion dada anteriormente, lo que corresponde a:

W;; = oper (pag(Xy); taz(Xz);- taki(Xkj))

con: 1<i<M,1<j<N.
M es el nimero de reglas, N es el nimero de muestras y k es el
numero de variables.

EL761 D. Séez, C. Cortés, A. Nufiez (2009).



La salida del modelo es:

D.(py + Py Xy et P Xig )W

y, = i=1 _
Z Wi
i=1

Se define

Wi;
Bj = w——
Z Wi
h=1

entonces, la prediccion de la salida j esta dada por la siguiente expresion:

y; =2 (P, Bi *+ Pi BijXy +...+ P BjXu)

i=1
Si se construye la matriz X' de dimensiones N,M*(k+1)
By.-.Bys  XyBy- Xy Bu v XgBy- - X B
Bin---Bun  XinBin--- XinBwun -+ XinBin -+ Xin B

el vector de salida y'= [y1,....yn]' se expresa de la forma:

EL761 D. Séez, C. Cortés, A. Nufiez (2009).
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;
dondeP=[P$’ pg”,pi, lepi p&”] es el wvector de

parametros.

La identificacion se reduce, entonces, a resolver la ecuacion anterior
encontrando el vector P mediante un algoritmo de minimos cuadrados.

T

y'=x'P I
XTy'=x"Tx'P

P= (x'T x')_lx'T y'

Finalmente, con los parametros Optimos de las consecuencias ya
determinados se puede alterar la estructura del modelo o las funciones de
pertenencia obtenidas, de manera de reducir el indice de error.

Este método de identificacion puede no ajustar apropiadamente datos
que no son suficientemente ruidosos (singularidad en matriz de
covariancia).

Una técnica usada en la literatura recomienda identificar cada regla por
separado. Para eso se multiplica el vector de salida por el grado de
pertenencia a la regla j.

Wiy = pioWij"' pil XyWi+...+ p:< XiWij

Y se aplica minimos cuadrados. Los datos que poseen un grado de
activacion menor que un ndmero pequefio w;<s se eliminan de la

identificacion de dicha regla.
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OPTIMIZACION ESTRUCTURAL:
“ANALISIS DE SENSIBILIDAD”

En este caso, la estructura del modelo difuso se define como la seleccidn
de las variables de entrada significativas.

Meétodo heuristico (Sugeno, 1993)

En general, para el modelo difuso definido por:

if y(k-1)isA; and---and y(k-na)is A, and
u(k-nk-1)isA! . and---andu(k-nb-nk)is A’

na-+1 na+nb

theny, (k) =g, +9;y(k—-1)+...+ 9. y(k—na)
+0,,U(K=—nk=1)+...+9.,,,U(k—nb—nk)

Se tienen (na+nb) variables candidatas de entrada, de este modo el total
de posibles modelos considerando todas las entradas es: 2™*™ — 1.

Similarmente al método de regresion por pasos, el método heuristico
consiste en seleccionar algunas variables de entrada dentro de todas las
variables de entrada candidatas, incrementando el nimero de entradas de
una en una, de acuerdo a un cierto criterio. Por ejemplo, el siguiente
criterio puede ser usado:

{ZA v @) -y*0)f +> y°0) —yBA(i))ﬂ
RC =

2
donde ka y kg son el nimero de datos de dos grupos del conjunto de
ajuste, y*(i) y y°(i) son las salidas de los grupos A y B, y*(i) es la
salida estimada para el grupo A con el modelo identificado usando el
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conjunto de datos B, e y®*(i) es la salida estimada para el grupo B con el
modelo identificado usando el conjunto de datos A.
Pasos del algoritmo:

- Identificar (na+nb) modelos difusos con una variable de entrada
cada uno.

- Calcular el criterio RC para cada modelo y seleccionar el modelo
con menor RC.

- Fijar la variable seleccionada en el paso anterior y agregar otra
variable de entrada de las restantes candidatas.

- Continuar hasta que RC aumente.

Analisis de Sensibilidades

Se considera el siguiente modelo no lineal:

y(k) =t (x(k))

yk=1) | | x

con

k —
oo Y ||,
U(k—nk—l) Xna+1

u(k—nk—-nb)| |X

L “*na+nb _]

La funcion f no lineal con modelos difusos de Takagi&Sugeno esta dada
por:
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if y(k-1)isA;and---and y(k-na)is A’ and
u(k-nk-1)isA’, ., and---and u(k-nb-nk)is A, .
theny, (k) =g, +9;y(k—1) +...+ 9, y(k—na)

+0 U(k—nk-1)+...+9.,.,U(k—nb—nk)

En general, la sensibilidad de las variables de entrada de un modelo no
lineal esta dada por:

_ o)
& (X) = ox|
con
yk=2) | [ x|
X(k) _ y(k o na) _ X na

U(k—nk—l) Xna+l

u(k—nk—-nb)| |[Xx

L ““na+nb _|

La sensibilidad de cada variable de entrada representa la relevancia de
esta entrada en la salida del modelo.

Por ejemplo, en la figura se muestra que la variable de entrada x, es
6f (Xl’ XZ) _ O

irrelevante para la salida del modelo, es decir, ox
2
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Funcion no lineal y = f(X1,X5)
En este caso, la funcion no lineal f para los modelos difusos de Takagi
(1995):
Siy(k-1)esA;y---yy(k-na)esAl y
u(k-nk-1)esAl . y---yu(k-nb-nk)esA_,,, entonces
Y, (K) =05 +91y(k=1) +...+ g y(k—na)
+0Uu(k—nk-1)+...+9..,U(k—nb—-nk)

La salida del modelo difuso es:

3wy, (K)
y(k)= "=

2 W,
r=1

con el grado de activacion de las reglas dado por:
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T r r
W =M B Hpainn

Se considera la siguiente funcién de pertenencia para el conjunto difuso
r . .
Ai , pues es diferenciable:

uf =exol-05laitx, b))

Para estos modelos difusos definidos, la sensibilidad de una variable de
entrada esta dada por:

[ OW 0 & b (ow, e
Z[ aXr Y, + 52? erzwr _Z( axr]Z(Wryr)
&_ (X) _ r=1 i i r=1 r=1 i r=1
i N, 2
b
r=1
donde
aWr:au:Xer...XH_r XHr X"'X'_,l,r
8Xi 8Xi 1 i-1 i+1 na+nb
OWi _ 1o
ox. = U XC;
C =—(air ><(xi —b{))x a;
N, _
ox. =0

Entonces, la sensibilidad &; con respecto a la variable de entrada x; de un
modelo difuso es:
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Nr Nr Nr

S (wity, +gtw, > w, 3 (wie > (w,y,)
£ (0=
)

Las sensibilidades &; depende de las variables de entrada X, siendo
evaluadas usando el conjunto de entrenamiento. Para comparar las
sensibilidades de las variables de entrada, el siguiente indice de
sensibilidades es propuesto:

| :ui2+6i2

donde H; y O; es la media y la desviacion estandar de las

sensibilidades, respectivamente. Entonces, las variables de entrada con
menores indices |; seran eliminadas.

Por ultimo, el modelo difuso es obtenido usando sélo las variables de
entrada con mayores sensibilidades.

Ejemplo: Sistema dinamico no lineal Chen (1989)

y(k) = (0.8-0.5exp(- y? (k —1))y(k - 1)

—(0.3+0.9exp(~ y? (k—1))y(k - 2) + u(k -1

+0.2u(k —2) + 0.2u(k —=Du(k — 2) + (k)
con u(k) una serie independiente e idénticamente distribuida
(n=0,6=1),y (k) es un ruido blanco (1=0,6=0.2).
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250 datos para el conjunto de entrenamiento 250 datos para el conjunto
de validacion.

Analisis de sensibilidades

La estructura del modelo inicial difuso considera las 8 variables de
entrada y(k-1), ... y(k—4), u(k-1), ..., u(k—4).

La siguiente figura presenta los indices de las sensibilidades del modelo
inicial para las 8 variables de entrada. En el grafico, se observa que las
variables y(k-3), y(k—4), u(k-3), u(k—4) presentan menores indices
de las sensibilidades por lo cual no se seran incluidos en el modelo
difuso. De esta manera, la estructura obtenida considera las variables de
entrada y(k-1), y(k-2), u(k-1)y u(k-2).

09 r

08 |

0.7 +

06 r

05 r
04 r

03
0.2

0.1

0 — e

y(k-1) y(k-2) y(k-3) y(k-4) u(k-1) u(k-2) u(k-3) u(k-4)
Variables de entrada

indices de sensibilidades
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Modelo Variables de entrada e’

1 y(k-1)-y(k-2)-y(k-3)-y(k-4) | 0.5802
u(k -2 —u(k —2) —u(k —3) - u(k — 4)
2 y(k-1)-y(k-2)-u(k-1)-u(k-2) ||0.4696

Valores de los indices de error, utilizando el anélisis de sensibilidades

Analisis Comparativo

El método de sensibilidades para identificacion de estructura de modelos
difusos permite estudiar el universo completo de modelos posibles,
dentro de una complejidad de estructura definida por el orden del
modelo inicial.

Ademas, el método propuesto permite obtener la mejor estructura

ajustando menos modelos (dos) que con el método heuristico, en el cual
es necesario construir varios modelos.

EL761 D. Séez, C. Cortés, A. Nufiez (2009).



