MODELADO DE UN MANIPULADOR DE 2 G.D.L.

Se considera el modelado particular de un robot manipulador planar de 2 g.d.l. con  articulaciones rotatorias, como se muestra en la figura siguiente.
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Fig. 1: Manipulador de dos eslabones


 Para el cálculo de la energía cinética, se utilizarán los jacobianos correspondientes a los centros de masa de cada uno de los eslabones, tomando las variables de las articulaciones (

, i=1,2 ) como coordenadas generalizadas, donde 

 denota la masa del eslabón i-th, 

 denota la longitud del eslabón i-th, 

 denota la distancia al centro de masa del eslabón i-th desde la articulación i-th, 

 denota el momento de inercia del eslabón i-th con referencia a un eje que apunta hacia fuera de esta página, pasando a través del centro de masa del eslabón i-th.


La energía cinética está dada por:




(1)


.
Para el cálculo de los jacobianos es necesario tener la cinemática directa de los centros de masa de cada uno de los eslabones, los cuales están dados por:






.
Luego, para el cálculo de los jacobianos se procede de la siguiente manera:
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, 

con lo que cada uno de los jacobianos queda expresado por:
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,
donde se tiene que 

 y 

.

Ahora incluiremos el término de velocidad angular para este manipulador. Se puede apreciar que: 

,  y  
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, los cuales son expresados en el mismo marco de base inercial. En este ejemplo el eje z de 

 están en la misma dirección, por lo cual el efecto de multiplicar los jacobianos angulares por las matrices de rotación de cada eslabón no afecta al jacobiano angular.

Lo anterior  puede ser visto en detalle de la manera siguiente. Si  

 representa la matriz de rotación básica con respecto al eje z tenemos:
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La velocidad angular del efector final relativa al marco base, puede ser expresada por la velocidad de cada eslabón respecto al marco base k(eje z)



   ,tal que 




 ,tal que 

.

Realizando la operación indicada para el primer eslabón 1 tenemos:
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Realizando el mismo procedimiento para el eslabón 2 obtenemos:
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Donde 
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 son los momentos de inercia de los eslabones 1 y 2 con respecto a sus centros de masa a través del eje z. 
De esta manera la energía cinética rotacional de todo el sistema viene representada por:





Desarrollando la ecuación (1) tanto para la velocidad lineal y angular se tiene:

















 EMBED Equation.2  



Se verifica que H(q) es simétrica, ya que 

.

Para obtener la matriz de Coriolis tenemos, necesitamos calcular los símbolos de Christoffel, los cuales están dados por:
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Desarrollando todos los términos, aprovechando la propiedad  
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Para calcular la matriz de Coriolis con los simbolos de Christoffel, se tiene la siguiente ecuación:
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por lo que finalmente la matriz de Coriolis queda de la siguiente forma:
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La energía potencial del manipulador es la suma de las energías potenciales de los dos eslabones. Para cada eslabón la energía potencial es la de su masa multiplicada por la aceleración de la gravedad y altura de su centro de masa, entonces:
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Dado que  V=

, entonces la energía potencial total del manipulador es:
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 EMBED Equation.2  [image: image25.wmf])
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Luego, desarrollando las derivadas del potencial:
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por lo tanto el vector de gravedad g(q) queda expresado por:


.

Finalmente obtenemos las ecuaciones de la dinámica del manipulador de la siguiente manera:
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