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Problema 1

Resuelva el problema de consumo minimo de combustible, en el que el objetivo es lograr que
un movil (particula de masa 1{Kg]) llegue al origen del marco de referencia con velocidad nula y

en un tiempo 7' dado, minimizando J = fOT lu(t)|dt.

Las condiciones iniciales de la particula (posicion y velocidad) son conocidas y no existe
restriccion en la cantidad instantanea de combustible u(t) que se utiliza. ;En que casos el
problema, no tiene soluciéon?

Hint: Resuelva primero el problema asumiendo |u(t)| < v y luego vea que sucede si 7 — oo.
Soluci6én

Se entregaron los siguientes puntajes, “puntajes aproximados™

» Sistema, diagrama de fase y/o otros comentarios: 0,5 ptos.

= Planteamiento problema de Optimizacién: 0,5 ptos.

= Hamiltoniano: 0,5 ptos.

» Analisis de los casos: 2 ptos. (Depende de po, pero el anélisis también incluye que el control
aplicado u(t) depende de las Condiciones iniciales, T, . Comentarios.)

» Tiempo que se demora en realizar el control: 0,5 ptos (basta con ejemplificar un caso.
iExiste un T para el cual no se logra el objetivo?: T muy pequefio)

» Y lo que se quiere minimizar “combustible utilizado”: 0,5 ptos (basta con ejemplificar un
caso)

= Lo que sucede cuando v — oo: 1 pto

Dada la ley de Newton myj = u = ¢ = u. Para escribir el sistema en variables de estado, sea
x1 =y y xr2 = y entonces las ecuaciones de estado son:

- JE] o rew

.ﬁl = I (2)
.%"2 = U (3)
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Diagrama de Fase similar al sistema en el Ejercicio N°1.

Las condiciones iniciales estan dadas z(0)

s u=7v>0
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xl(t) = .73270t + xLo
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Figura 5: v =10

El problema de control dptimo se basa en:
* min, J(u) = si u es 6ptimo entonces %(u) = 0 Condicién para ser 6ptimo
* Ecuacion de estado: ¢ = f(z,u)
* Funcion de costo: J(u) = fOT L(z,u)dt + ¢(z(T))
x Condiciones para la optimizacion
— Ecuacion estacionaria: u 6ptimo = pT% + g—ﬁ =0Vt

— Ecuacion del coestado: p = —%Tp — 0LoxT, p(T) = 0pdx(x(T))

Minimum Fuel Problem

Tiempo que debe demorarse el movil en llegar a y(T') = 0y y(T') = 0: T esta dado (conocido).
Funcion de Costo (combustible utilizado u(t), ademés no existe restriccion en la cantidad
instantanea de combustible u(t) que se utiliza):

T
J :/\u(t)]dt = Liz,u) = |u]
0

Problema de Optimizacion:

T
min/|u(t)|dt = L(z,u) = |ul
0

s.a. :

u(t) no tiene cota



= Problema de minimizacién

0J, . 40f 0L

entonces:

H(z,u,p) = pT [Az 4+ Bu] + |u| = pT Az + p? Bu + |u| = p" Az + pou + |u|
*)

(*) Depende de u: tiene que ser minimizado
Con
01 0
a=foo] -]
T 0
p Bu = [pl p2:| 1 U = pau :>p2U+ |’U/’

Ecuaciéon del Coestado:

P="5:P" "oz P=1_1 o|?

. 0 O p1 =0
p {—1 0} p { P2 = —p1 (4)

Consideremos el caso |u(t)| <+, v un nimero grande

e Entonces: tenemos que minimizar pou + |u| sujeto a |u(t)| <~
BANG-OFF-BANG CONTROL (A lo mas son dos cambios en u, y no hay cambio de
vuelta: —y = 0 = —~ no es posible, porque p2 es una linea. Ademas tampoco puede
terminar en v = 0, ya que esto no lleva el sistema al origen, es decir al mévil a la
posicion final cero y velocidad final cero).
() pp<l=u=v
() [p2] <1=u=0
() po>1=u=—y

e Graficos que reflejan las condiciones anteriores:



)=y P4 ult)=-y Pop ult)=-y

v
v

Figura 6: Posibilidades de realizar el control deseado

Las posibles cambios en el control que satisfacen las condiciones son:

v comparar con problema de control en tiempo minimo
—y comparar con problema de control en tiempo minimo
0,y

u(ty =4 %7 . N
-,y duda... comparar con problema de control en tiempo minimo
v, =y duda... comparar con problema de control en tiempo minimo
=7 Oa Y
7,0,

(por favor revisar las dudas)

e Notar la diferencia: minimo tiempo - tiempo dado T: Se puede ver graficamente en el
diagrama de fase.

e Para encontrar el instante en el cual se debe cambiar el control. Se mostraran ejemplos:

e Caso u = ,0, —7: Acelera, velocidad constante, Desacelera.

Fijarse en el grafico donde debe estar x1,9 y w20 para que sea necesario aplicar primero
u = 7, anélogo para el otro caso.

Entonces:

o Parat € [0,1,] se debe cumplir que

L 9
ri(t) = §’Yt + 20t + 210

SUQ(t) = ’yt + 2,0



Y en t = t, se tiene

I o
71(te) = 57% + 220t + 71,0
ra(ta) = Yt + 220

o Para t € [t,,tp) se debe cumplir que (notar que hay que desfasar el sistema)

xl(t) = (Eg(ta)(t - ta) + 1 (ta)
z2(t) = 22(ta)

Y en t = t; se tiene

x1(ty) = x2(ta)(ty — ta) + x1(ta)
wa(ty) = w2(ta)

La idea es reemplazar los valores anteriores (x1(t,) v x2(ta))-
o Para t € [ty, T] se debe cumplir que

T (t)
T2 (t)

_%7@ — 1) + xa(ty)(t — tp) + x1(tp)
—y(t — ty) + 22(tp)

Y en t =T se tiene

x1(T) = —%’y(T — tb)2 + xa(ty) (T — tp) + x1(tp) =0

z2(T) = —y(T — tp) + z2(tp) = 0

Reemplazando los valores anteriores (x1(ty) v x2(fp)) v los anteriores a estos
(z1(ta) y 2(ta))-

1 1
#1(T) = =32(T = 1) + (vt + 22,0)(T — ) + (vt + 22.0) * (ty — ta) + 5782

+ T20lq +x10=0
22(T) = —y(T — tp) + yta + 220 = 0

Como se ve reemplazando los valores correspondientes, se obtienen a partir de
estas dos ultimas ecuaciones: dos ecuaciones y dos incognitas (t, y t5). Despejando

se obtiene:
to = (T — 1) — 22 (5)
~y
1
=5 (0T — w20 + V02T + 2207y — 23 + da1.07)) (6)

(Reemplazar ¢y en t,)
Después de un poco de analisis se pude deducir que (de todos modos revisar)

1

=5 (T —w20+ \/ (P12 + 2220y — 39 + 421,07))

Notar que si T' es muy pequeiio = no hay solucién al problema.



Ahora definiremos: Aty =t,, Ato =t —t, vy Ats =T — t3
Tiempo en el cual el vehiculo utiliza combustible: cuando acelera y desacelera.
Entonces el combustible utilizado estd dado por

T ta T
/|u<t>dtz/v|dt+/|—v|dt=mtl+m31
0 0 ty

(reemplazar valores...)

e En el caso anterior, pero cuando z2 ¢ = 0.Se puede ver que hay simplificaciones, debido
a que se cumple que Aty = Ats.

1
— 22
= 5 (O 4/ (2T 4 41 7))
1
[ _ 22
fo = 5 (T = (2T - 41.07)

Observar que si T muy pequeno no se puede llegar al origen a tiempo (T debe ser
menor que un 7Tp,;, entregado por el problema de optimizacién de llegar al origen en
el menor tiempo posible).

En este caso es mas facil ver lo que sucede cuando 7 — 00, como se verd mas adelante.
Cantidad de combustible consumido:

T
[ e = 2v10 =57 - V=
0

e Si se relaja la condicion sobre u (no es acotada), para un tiempo dado T
Entonces pou + |u| es minimizado si u = —oo cuando py > 1 (por ejemplo)
Es decir: No hay solucion implementable para el problema de optimizacion

{ 51 =0 » = p! (Az + Bu) + |u| = p? Bu + |u| tiene que ser minimizado  (7)
2 = —P1

—1<pa<l, u=0
= pou+ |u| ¢ p2 < —1, U — 00 (8)
p2 > 1, U — —00

Ejemplo en el cual x99 =0:t, =T — t;

1
_ _ 22
to = 27(7T \/(’Y T2 + 421 7))

o Si T es muy pequena = no hay solucion al problema

o Cantidad de combustible consumido:

T
[t =2y = o7 - AT
0



o ;Qué sucede si v — oo?

T+ 7717~ 1)
2yt = (yT — /T2 — 47) (7 ! i — by
(’yT +\/2T? - 47) VT + /T2 — 4y

Ay Yoo 2
YT + /7?12 — 4y T

No hay solucion implementable para este problema de optimizacion (control 6ptimo).

2’)/tl =

Como referencia: Problema de tiempo minimo: min{7"/ x(T) = 0}

J =T, restriccion |u(t)] < v

T
J:/L(x,u)dt:T, Sujeto a: z(T) =0
0

= L(z,u) =1, |u(t)] <%y
p= (%‘p Ox P=1_1 o|?

Fla,u) = [8 é]wrm w,  Lzu) = (9)

s En resumen

=15 ol (10)

H(z,u,p) = p f(z,u) + L(z,u) = p’ [Az + Bu] + 1
0 1 0
a=lool el
H(z,u,p) = pr Az + pT Bu +1
» El control 6ptimo minimizara p’ Bu (Principio del maximo de Pontryagin). Sea p = [p 1} :

b2

Sabemos que B = [ﬂ

Por lo tanto

0
p'Bu=[p1 po] [J U = pau lu(t) <1

BANG-BANG CONTROL:

e Sipa(t) >0 = u(t)=—v
e Sipa(t) <0 = u(t)=r



= Pero:
b= pr| _ |0 O] |m
P2 -1 0] |p2
Es decir p1 =0y po = —p1

e pi(t) es una constante

e po(t) es una linea

Es decir el control cambiara a lo méas una vez: la idea es incorporar graficos...

= Volvamos a las ecuaciones de estado

i(t) = [8 (1)} 4 m v x= Bj (11)

il = 9 (12)
ig =Uu (13)
u=r":
. . 1
To =1 = xg(t) =5t + T20T1 = X2 = xl(t) = §'yt + wg,ot + 210 (14)
Despejando (x;(t) solamente en funcion de zo(t) para el diagrama de fase)...
u=—y:

. . 1
To = —1 = IEQ(t) = —t+T20T1 = T2 = CCl(t) = *5’}/# + 220t + 210
(15)
Despejando (x1(t) solamente en funcion de zo(t) para el diagrama de fase):
» Para el control: hay que cambiar la entrada (de v a —y o viceversa) cuando x1 = %xg 0
x] = —%1‘2.

Acciones de control son basicamente:

0 comparar con problema de control en tiempo minimo
u(t) = —y comparar con problema de control en tiempo minimo
—v,7 comparar con problema de control en tiempo minimo
¥,—7 comparar con problema de control en tiempo minimo



Problema 2

Considere un proceso que puede aproximarse por el siguiente modelo de tiempo discreto:

y(t) =07y(t —1) +0,2y(t — 2) + u(t — 1) — 0,5u(t — 2) + e(At) (16)

con e(t) ruido blanco. Se pide:

(a) Determinar las predicciones optimas y(t + 1), y(t + 2), y(t + 3) ocupando la ecuacion
diofantica. Compare sus resultados de prediccién, simulando la evolucién del modelo en
el tiempo.

(b) Determinar explicitamente u(t) de forma que se minimice J = (¢t + 1) + AAu(t)?
(Controlador de Varianza Minima)

(¢) Determinar la estabilidad del sistema a partir de la ecuacion caracteristica del lazo cerrado.
,Existe un rango de valores de A para el cual el sistema controlado es estable?.

(d) Suponga ahora que la variable manipulada estd restringida a tomar los valores enteros
Umin = 0 ¥ Umaz = 1 y la variable controlada tiene que ser menor que Ymq.. Plantee el
problema de optimizacién y resuélvalo analiticamente.

Solucién

(a) Determinar las predicciones optimas g(t + 1), 9(t + 2), g(t + 3) ocupando la ecuacion
diofantica. Compare sus resultados de prediccion, simulando la evolucién del modelo en
el tiempo.

Idea General:

En general, dado A(z~1)y(t) = B(z"Hu(t — d) + %
1= E;AA + 277 F; Ecuaciéon Diofantica (17)

Luego: §(t + j) = BE;Au(t —d + j) + Fjy(t)
Con Gj = BEj, entonces

gt +j) = GjAu(t — d + j) + Fjy(t) (18)

Escribiendo la ecuacién de la forma conveniente

y(t) = 0,7y(t — 1) + 0,2y(t — 2) + u(t — 1) — 0,5u(t — 2) + G(At)

(1-07271 =02z y(t) = (1 - 052" u(t — 1) + eg) (19)
Relacién con el caso general:
Az =1-072"1-0,2272
B(zH=1-0,52""
d=1

10



Para j=1

La ecuacion diofantica queda 1 = F1AA+2"1F, donde: B = 1 v = f10+f11z_1+f122_2:

Reemplazando en la ecuaciéon diofantica

1=FEAA + Z_lFl =1 (1 — 0,72_1 — 0,22_2) (1 — 2_1) + Z_l (f10 + fnz_l + f12Z_2)

S1=1-0,72"1-0,2"2-12"1 40,7272 40,2272 + froz™ ' + firz 2+ fi227°
e1=1-1,72""4052"2402:"+ figz L + fiiz 2 + frz7°
Sl=1+(fio = L7z + (f +05)z7% + (fiz +0,2)z7°
Igualando coeficientes
0=fio— 17 = flo=1,7
0= f11+05 = fi1=-05
0= f12+0,2 = fi2 = —0,2

Gt +1) = BE1Au(t — 1+ 1) + Fiy(t)
= (1-052"") Au(t) + (1,7 — 0,527 = 0,2272) y(t)
= (u(t) —u(t—1)) = 0,5 (u(t — 1) —u(t —2)) + (1,7 — 0,521 — 0,227 2) y(¢)
=u(t) — Lbu(t — 1) + 0,5u(t — 2) + 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2)

Para j=2

La ecuacion diofantica queda 1 = ExAA + 272F,
Donde: By =1+ e2127 'y Fo = foo + for127 ' + farz ™2
Reemplazando en la ecuacién diofantica
1= EAA +27%F
= (1 + 6212’71) (1 —0,7271 = 0,2272) (1 — zfl) + 272 (f20 + forz b+ f22z72)

el=(1+enz) (1-0,727"=02272) (1= 27" + fooz 2+ farz 2 + forz™*
sSl=1- 1,7,2:_1 + 0,52_2 + 0,2,2'_3 +egzt — 1,76212’_2 + 0,56212_3 + 0,26212’_4
+ f202 2+ fa1270 + farz Tt
1=1+(ear — 1,1)z7 1+ (foo — 1,7ea1 +,5)272
+ (fa1 +0,5e91 + 0,2)272 + (foo + 0,2€21)2~*
Igualando coeficientes
0=-e9 — 1,7 = eo1 = 1,7
0= foo— 1,7e21 +.,5 = f20=2,39
0= fo1 +0,5e21 + 0,2 = for = —1,05
0 = fa2 +0,2e9; = foo = —0,34

11



9(t + 2) = BEyAu(t — 1+ 2) + Foy(t)
= (1-0527") (1 +eanz" ") Au(t + 1) + (foo + forz7 " + faez™?) y(t)
=(1-052"") (141,727 (1 =2 ult+1)+ (2,39 — 1,052 — 0,3427) y(¢)
= (140,227" = 2,05272 + 0,852 ) u(t + 1) + (2,39 — 1,0527" — 0,34272) y(t)
=u(t+ 1)+ 0,2u(t) — 2,05u(t — 1) + 0,85u(t — 2)
+2,39y(t) — 1,05y(t — 1) — 0,34y(t — 2)

Para j=3

La ecuacion diofantica queda 1 = E3AA + 273 F3.
Donde: B3 =1+ e3127 + e300 2 v Fy = fag + fa127 1 + faoz™2:

Reemplazando en la ecuacién diofantica

1= FE3AA + Z_3F3
= (1 + 631271 + 6322’72) (1 — 0,72’71 — 0,22’72) (1 — Zﬁl) + 273 (fgo + fglzil + f32272)

] = (1 +eqz 4 632272) (1 —0,727t = 0,2,272) (1 — zfl) + fa0z 3 + fa127H 4 fyez7?
S1=1-1,72"14052"24022"3+e31271 —1,7e51272 4+ 0,5e312 > + 0,2e31274
+e30272 —1,7e30272 + 0,5e302 4 + 0,2e3027° + f302 7> + far27 4 + fa270
l=1+(e31 — 1,7)z7 + (e32 — 1,7e31 + 0,5)2 2 + (f30 — 1,732 + 0,5e31 +0,2)2 >
+ (fs1+ 0,5es2 + 0,2e31) 21 + (fa2 + 0,2 % eg2) 2"

Igualando coeficientes

0=-e3 — 1,7 =e3 = 1,7

0=e3 — 1,7e3, + 0,5 = e39 = 2,39

0= f30 — 1,7e30 + 0,5e31 + 0,2 = f30 = 3,013
0 = f31 + 0,5e30 + 0,2e31 = f31 = —1,535
0= f32 4+ 0,2 % e32 = f32 = —0,478

9(t +3) = BEsAu(t — 1+ 3) + Fsy(t)
=(1-0527") (T+esz ™" +esoz™ ) Aut +2) + (fa0 + fa127 " + fa227%) y(t)
=(1-052"") (141,727 +23927%) (1— 27 u(t+1)
+ (3,013 — 1,535271 — 0,47827%) y(t)
= (140,227 +0,34272 — 2,735 + 1,19527%) u(t + 1)
+ (3,013 — 1,535271 — 0,47827%) y(t)
= u(t +2) + 0,2u(t 4+ 1) + 0,34u(t) — 2,735u(t — 1) + 1,195u(t — 2)
+ 3,013y(t) — 1,535y (t — 1) — 0,478y(t — 2)

12



Resumen resultados

gt +1) =u(t) — L5u(t — 1) + 0,5u(t — 2) + 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2)

gt +2) =u(t+ 1)+ 0,2u(t) — 2,05u(t — 1) + 0,85u(t — 2)
+2,39y(t) — 1,05y(t — 1) — 0,34y(t — 2)

gt +3) =u(t+2) + 0,2u(t + 1) + 0,34u(t) — 2,735u(t — 1) + 1,195u(t — 2)
+3,013y(t) — 1,535y(t — 1) — 0,478y(t — 2)

Comparando resultados

Comprobando los resultados obtenidos realizando predicciones resolviendo la recurrencia:

e(t)

y(t) =0,7y(t — 1)+ 0,2y(t — 2) + u(t — 1) — 0,5u(t — 2) + A

Con esto:

Ay(t) =0,7Ay(t — 1) + 0,2Ay(t — 2) + Au(t — 1) — 0,5Au(t — 2) + e(t)
Desarrollando y reordenando se obtiene

y(t) = 1,7y(t — 1) — 0,5y(t — 2) — 0,2y(t — 3) + u(t — 1) — 1,5u(t — 2) + 0,5u(t — 3) + e(t)

con esto: e(t) = —1,7y(t — 1) +0,5y(t —2) + 0,2y (t —3) —u(t — 1) + 1,5u(t — 2) — 0,5u(t — 3)
Entonces, recordando que E{e(t +j)} = 0 para j > 1 y ademaés los datos conocidos para la
prediccion son y(t),y(t — 1),...y(t —n) y la entrada:

gt +1) = E{y(t + 1)}
= 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + u(t) — L,5u(t — 1) + 0,5u(t —2) + E{e(t+ 1)}
=1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + u(t) — 1,5u(t — 1) + 0,5u(t — 2)

§(t+2) = Bly(t +2)}
=179t +1) — 0,5y(t) — 0,2y(t — 1) + u(t + 1) — 1,5u(t) + 0,5u(t — 1) + E{e(t +2)}
=1,7(1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + u(t) — 1,5u(t — 1) + 0,5u(t — 2))

—0,5y(t) — 0,2y(t — 1) + u(t + 1) — L,5u(t) + 0,5u(t — 1)
= 2,39y() — 1,05y(t — 1) — 0,34y (t — 2)
+u(t + 1) + 0,2u(t) — 2,05u(t — 1) + 0,85u(t — 2)

gt +3) = E{y(t +3)}
= L79(t+2) — 0,55(t + 1) — 0,2y(t) + u(t +2) — 1,5u(t + 1) + 0,5u(t) + E{e(t + 3)}
= 3,013y(t) — 1,535y(t — 1) — 0,478y(t — 2)
Fu(t+2) + 0,2u(t + 1) + 0,34u(t) — 2,735u(t — 1) + 1,195u(t — 2)

13



Gréaficos:

(Pendientes)

(b) Determinar explicitamente u(t) de forma que se minimice J = §(t + 1)% + AAu(t)?
(Controlador de Varianza Minima)

EE(?) J = % (9t + 1) + MAu(t)?) (20)
afi(t) :gj(t+l)m+)\Au(t) ~0 (21)

con

gt +1) = 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + u(t) — 1,5u(t — 1) + 0,5u(t — 2)
= 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + Au(t) — 0,5Au(t — 1)

u(t) — 1,5u(t — 1) + 0,5u(t — 2) = u(t) — u(t — 1) — 0,5(u(t — 1) — u(t — 2))

< (L,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + Au(t) — 0,5Au(t — 1)) - 1 + NAu(t) =0
S1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) — 0,5Au(t — 1) + (1 + A) Au(t) = 0
< (14 A) Au(t) + 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) — 0,5Au(t —1) =0

~ 05Au(t —1) —1,7y(t) + 0,5y(t — 1) +0,2y(t — 2)
B 1+ A

Au(t)
Pero Au(t) = u(t) —u(t — 1)

_ 05Au(t —1) — 1,7y(t) + 0,5y(t — 1) + 0,2y(t — 2)

u(t) 1T+ A

+u(t—1)

Si se expande lo anterior se obtiene:

(1,5 + Nu(t — 1) — 0,5u(t —2) — 1,7y(t) + 0,5y(t — 1) + 0,2y(t — 2)
1+ A

u(t) =

(¢) Determinar la estabilidad del sistema a partir de la ecuacion caracteristica del lazo cerrado.
i Existe un rango de valores de A para el cual el sistema controlado es estable?.

Ecuacién del modelo:

y(t) = 0,7y(t — 1) + 0,2y (t — 2) + u(t — 1) — 0,5u(t — 2) + e(At)
(1- 0,727 — 0»22_2) y(t) = (1 - 0,52_1) u(t—1)+ e(At) (22)

Az =1-072"1-0,2272
B(z"H=1-0,52""
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Se nombrard H(z7!) la funcién de transferencia del sistema en lazo abierto, entonces, la
ecuacion caracteristica en lazo cerrado serd de la forma:

y(t) = H(z"HG(y(t - 1) (23)

En este caso se tiene un sistema de la forma: A(z71)Ay(t) = B(z7 1)z 7' Au(t) (Nota: se
mantendra el Au(t))

Sy _ ¥ _ B(hHet (1-0,52"1)z1
Al = Au(t)  A(z"H)A — (1-0,7271 = 0,2272)(1 — 27 1) (24)

Por otro lado el controlador se puede escribir como:

~ 05Au(t —1) — 1,7y(t) + 0,5y(t — 1) 4 0,2y(t — 2)

A
u(t) 1+ A

(1+ N Au(t) = 0,52 Au(t) — (1,7 — 0,527 — 0,227 2)y(t)
(1+X—052"YAu(t) = —(1,7— 0,52~ — 0,22~ 2)y(t)

1,7—052"1 — 0,22’72)y(t) = G(z My(t)

_ =
Ault) = =g —05: D)

u(t) = (—1,7+0,5271 +0,2272)
(A= (1,5+ N2 +0,5272)

y(t) = Ga(z Hy(t)
Con esto:

y(t) = H(z"")G(z My(t — 1)
(1-052"Hzt (=1,7+0,5271+0,2272)
T 1-0721-02:2)A (14 A—0520) y(t—1)
(—1,7271 +1,35272 — 0,05273 — 0,102%)

TN+ 1+(—22— 17Nz L+ (0,5A+ 1,35)2 2 + (—0,05 + 0,2))z 3 — 0,102

4 y(t - 1)

Entonces se deben encontrar los polos de:

A1+ (=22—-1,70)2" 4+ (0,50 +1,35)272 + (—0,05 + 0,2X) 273 - 0,1027* =0

con esto el resultado que se obtiene es:

z1=1
0,5
(I+XN)
z3 = 0,9178908346
z4 = —0,2178908346

z9 =

Se puede ver que z1, 23, 24 < 1, es decir se encuentran dentro del circulo unitario.

Lo que interesa es ver las limitaciones sobre A con el fin de que zo también se encuentre
dentro del circulo unitario, es decir, se garantice que —1 < z9 <1 (22| < 1):
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0,5 <
(I+X)|

Grafico de z9 en funcién de A:

Grafico de z,en funcion de A

Solosi A < —1,5ysi A > —0,5, Por ende, si hay un rango de A, donde el sistema es estable.
Es mas, dada la funcién objetivo, es logico que A sea positivo, y directamente se observa
que para cualquier A positivo se cumple con lo deseado.

En el caso de no haber un (o un rango de) A para el cual el sistema sea estable, el sistema
no se puede controlar mediante éste método de control.

Nota:

Otra forma de encontrar el rango sobre es utilizando la ecuaciéon caracteristica, pero en este
caso hay que tomar en cuenta que al controlador entra y(t) y no e(t) = ref(t) — y(t), de
hecho, dada la funcién objetivo se observa que se quiere controlar el sistema alrededor de
una referencia igual a cero (es decir e(t) = —y(t)).

w_»

Entonces la ecuacion caracteristica seria (el signo es debido a lo comentado

anteriormente, hacer el diagrama de bloques para mayor claridad):

1-H(zNHGE1 =0

A partir de esta ecuacion si se simulan los polos obtenidos en funcion de A (las expresiones
obtenidas son engorrosas...) se puede ver que se obtiene que para A > —0,5 el sistema es
estable. Pero dada la funciéon de costo claramente A > 0.

De todos modos revisar: pero la ecuacién que se debe resolver para encontrar los polos del
sistema es:
“A—14(054+1,7N)21—05X2"2-02X2"2=0

Se graficé solamente el méaximo del valor absoluto de los polos obtenidos:

16



D2 F e b O PP SRR O TR L :

(d) Suponga ahora que la variable manipulada estd restringida a tomar los valores enteros
Umin = 0 V Umaz = 1 y la variable controlada tiene que ser menor que ¥Ymq.. Plantee el
problema de optimizacién y resuélvalo analiticamente.

Ya que son pocos casos una posibilidad es probar todos los casos:

Este problema se debe escribir de la siguiente forma:

in.J = j(t +1)% + Au(t)?
inul(?)‘] gt +1)" + AAu(t)

gt +1) =1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + u(t) — 1,5u(t — 1) + 0,5u(t —2)  (25)
=1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + Au(t) — 0,5Au(t — 1) (26)
mu(t—1)=0yu(t)=0
= J =9t +1)* + Mu(t)?
= 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + Au(t) — 0,5Au(t — 1) + NAwu(t)?
= 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + u(t) — 1,5u(t — 1) + 0,5u(t — 2) + AAu(t)?
= 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) 4+ 0,5u(t — 2)
su(t—1)=1yu(t)=0
= J =gt +1)% + M\Au(t)?
= 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + u(t) — 1,5u(t — 1) 4+ 0,5u(t — 2) + ANAwu(t)?
= 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) 4+ 0,5u(t —2) — 1,5+ X
wu(t—1)=0yu(t)=1
= J =t +1)* + Mu(t)?
= 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) 4+ u(t) — 1,5u(t — 1) + 0,5u(t — 2) + A\Au(t)?
= 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) 4+ 0,5u(t —2) + 1 + X
wu(t—1)=1yu(t)=1
= J = g(t+1)* + Mu(t)?
= 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + u(t) — 1,5u(t — 1) + 0,5u(t — 2) + AAu(t)?
= 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) 4 0,5u(t —2) — 0,5
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A simple vista se puede ver que la funcién objetivo J se minimiza cuando:

“u(t — 1) = 1 y u(t) = 0”7 o cuando “u(t — 1) = 1 y u(t) = 17, dependiendo el valor de A
(positivo).

También se podria hacer con programacion lineal entera, lo cual en este caso no es necesario,
ni tampoco conveniente.

Restricciones sobre u(t) y y(t):

min.J = g(t +1)% + \Au(t)
Au(t)

s.a. :
Umin < u(t) < Umaz
y(t) < Ymaz
Este problema se debe escribir de la siguiente forma (general):

minJ = §(t + 1)% + Mu(t)
Au(t)

s.a.:
—u(t) — Umin <0
u(t) — Umazr < 0
y(t) — Ymax S 0
Construimos el Lagrangiano:
L=g(t+1) —|—/\Au(t)2 =N [(—u(t) — wumin) + 1 + (w(t) — umaz) + v2 + (Y(t) — Ymaz) + 12]
con
Gt +1) = 1,7y(t) — 0.5y(t — 1) — 0.2y(t — 2) + u(t) — Lsu(t — 1) + 0,5u(t —2)  (27)
= 1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + Au(t) — 0,5Au(t — 1) (28)
Entonces:

L=g(t+1)+ )\Au(t)Q —Ar [(—u(t) — Unin) + V% + (u(t) - Umax) + V22 =+ (y(t) - ymax) + V??]
=1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + Au(t) — 0,5Au(t — 1)
+ Mu(t)? = A, [—umm + V2 — Umae + V3 4+ (Y(t) = Ymaz) + I/g]

azf(t) =2(1,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + Au(t) — 0,5Au(t — 1)) + 2XAu(t) =0
aiLAr = —Upin + 1V} = Umaz + V3 + (Y(t) = Ymaz) + 13 =0

aiLyl = 2Amn =0

aiLyQ =2 =0

aiLyg =—2Ar3 =0
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De la primera ecuacion se obtiene (ver parte (b)):
(L,7y(t) — 0,5y(t — 1) — 0,2y(t — 2) + Au(t) — 0,5Au(t — 1)) + AAu(t) =0
(1+ NAu(t) = 0,5Au(t — 1) — (1,7 — 0,521 — 0,2272)y(t)

(14+X—05z"YHAu(t) = —(1,7—0,52"1 — 0,227 2)y(t)

—(1,7- 0,521 - 0,2272)
A =
u(t) (1+A—0521)

y(t)

del resto de las ecuaciones hay que ver los casos:

Caso 1: A, = 0, independiente del valor de vy, v v v3, las cuales pueden o no ser igual a 0.
En este caso las restricciones no tienen importancia, es decir no influyen en el resultado.
Esto lleva a que no se u(t) no esté restringido, por lo cual no es util esta solucion para
un problema en el cual si importan las restricciones. (Es analogo al caso 1 del Problema
con restricciones sobre u(t) solamente).
Notar que si alguna de las variables v1, 19 0 v3 es distinto de cero = A\, = 0 (ver las
tres tltimas ecuaciones), por lo cual el otro caso es:

Caso2: 11 =0, 1o=001v3=0
Resolviendo la segunda ecuacion se tiene que la salida es:

y(t) = Umaz T Ymaz — Umin
y Au(t):

—(1,7-0,5271 - 0,2272)
Au(t) =
u(t) (1+X—0521)

(Umaz + Ymaz — Umin)
Caso particular cuando Uy, = 0 Y Umaez = 1, entonces

y(t) = 1+ Ymaz
Raro: y(t) no puede ser mayor que Ymaz

1,7- 05271 —0,2272)
(1+X—-0,52"1)

Au(t) = _( (1 + ymax)
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