4. Principios Basicos de Maquinas Eléctricas

4.1 Introduccién
En los capitulos anteriores, se han tratado circuitos

magnéticos estaticos en general, incluyendo los
transformadores. En dichos circuitos, cuando no se considera
pérdidas, la variacidén de energia eléctrica en los terminales
del sistema se traduce en una variacién de la energila
acumulada en el campo magnético. Sin embargo, cuando el
circuito magnético no es estadtico, es decir tiene partes
méviles, habrd que considerar ademds la variacidén de energia
mecanica. En este capitulo se tratan estos circuitos
magnéticos no estaticos, gque también se denominan maquinas
elementales, y gque constituyen la Dbase de las méaquinas
eléctricas rotatorias tradicionales y de cualquier dispositivo

de conversidén-electromecéanica de la energia.

g, ==dA

0 bien, la energia acumulada por unidad

de volumen:

vol

Y queda representada graficamente por el &rea indicada en

las Fig. 4.1.
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Fig. 4. 1. Energia y co-energia en el campo magnético

La co-energia &' se define como el &rea complementaria de la
cm

energia (ver Fig. 4.1.). Es decir:
g' =Adi (4.3)
O bien
Ew - _pay (4.4)
vol

Ademds, cuando el circuito magnético es lineal, es facil

encontrar que la energia y la co-energia son iguales. Es decir:

2 4.5
Sbm=8'cm=l/1i=l/1—=le *)
2 L
O bien
8cm gvz‘m — 1 _lB_z_l H2 (46)
vol vol 2 2 u 2



4.2 Motor Electrico
4.2.1 Motor elemental de un enrollado

Si se considera un circuito magnético de un enrollado, sin
pérdidas y estatico, cualquier wvariacidén de la energia
eléctrica en los terminales del enrollado se convertird en una

variacién igual de la energia acumulada en el campo magnético:

de, =de 4.7

el cm

Sin embargo, si el «circuito magnético tiene partes
méviles, una parte de la variacidén de energla electrica puede

traducirse en una variacidén de energia mecanica; es decir:

de, =de, +de,, (4.8)

1) Maguinas de desplazamiento lineal.

La variacidén de energia mecéanica significaré un
desplazamiento de la parte médvil del circuito magnético, y por
lo tanto un trabajo Fdx realizado por la fuerza actuante.
Ademads, la variacidédn de energia eléctrica viwdf, se puede

escribir también como idA .

De esta manera, la expresidén (4.8) queda:

idA=de, +Fdx (4.9)

La energia acumulada en el campo magnético, dependerd tanto

del enlace de flujo A, como del desplazamiento x. Entonces

considerando & como una funcién de dos variables

cm

independientes (A, x), puede escribirse:



o€ 3 4.10
de, =—"dA+—"dx (4.10)
oA ox
Igualando con dg, de (4.9):
O€ O€, 4.11
— M dA+—"dx=idA+ Fdx @10
oA Ox
De donde se deducen dos ecuaciones al igualar los factores
correspondientes de dA vy dx:
. o¢,, (4.12)
52’ x=cte.
Que es la relacidén conocida (4.1), para la energia acumulada en
el campo en circuitos magnéticos estaticos (x = cte.).
o€ 4.13
F=_%m (4.13)
5‘x A=cte.
Relacidén que permite evaluar F a través de la variaciédn de la
energia acumulada en el campo con la posicién, considerando
flujo constante.
Una expresién similar puede obtenerse empleando la co-
energia, ya que por definicidn:
e, =li-¢€, (4.14)

O sea de', =Adi+idA—de,,

Reemplazando de: de (4.9), se obtiene:



de' . = Adi+ Fdx (4.15)

Asi, considerando andlogamente €', ~como funcién de las dos

variables independientes i, x,

oc' oc' 4.16
de', =—"di+—"dx ( )
Oi ox
Igualando coeficientes con (4.15) se obtienen las relaciones:
oc' 4.17
r.oh (.17)
51 x=cte.
Que es la misma relaciédn (4.3), valida para circuitos
magnéticos estaticos vy ademéas:
oc' 4.18
P (4.18)
6X i=cte.

Graficamente, puede apreciarse también que las expresiones
(4.13) y (4.18) son iguales. En efecto, en la Fig. 4.2. se
muestra la variacién de la curva A-i al producirse un
desplazamiento de xx x+Ax. De acuerdo a (4.13), el punto de

operacién se desplazar a de 44 B, aumentando la energia

, . —drea(OAB
acumulada en +Ag,, =drea(OAB), siendo l7=—£zgﬁ———2. Y de acuerdo

a la relacidén (4.18), el punto de operacidn se desplazarla de

AA C, disminuyendo la co-energia en Ag', =-drea(OAC), 'y

—drea(OAC)

evaluadndose entonces la fuerza como F'=————= . Como se ve,

la diferencia entre F y F' es uUnicamente el &rea triangular

ABC, la cual tiende a cero cuando Ax es infinitesimal.



A=cte--------~ +Ax

i=cte >,

Fig. 4.2. Variacién de la geometria en un circuito magnético

ii) Maguinas de desplazamiento rotatorio.

Las maquinas convencionales tienen las ©partes méviles
rotatorias. En estos casos serada mas conveniente encontrar
expresiones para el torque en el eje de la misma, que para la
fuerza tangencial sobre la parte mévil. En este caso, la
variacién de la energia mecédnica de la ecuacién (4.8) podré
expresarse como el trabajo efectuado por el torque, Tdf, siendo
df el desplazamiento angular de la pieza mévil. Asi, en forma

anadaloga se encuentran las relaciones:

o¢

cm

86

A=cte.

O bien

o'

cm

06

i=cte.

Las expresiones deducidas para F y T son validas en general

para circuitos magnéticos no lineales. Para circuitos

(4.19)

(4.20)



magnéticos lineales, como la energia y co-energia son iguales,

pueden emplearse las relaciones, que resultan méas practicas.

Fe o¢,,

5x i=cte.
T =£,,

=0 |i_ce.

. |
Asi, —considerando que Emg=51ﬂ , para este <caso de un

enrollado:

F:lLiZE
2 =x
F:lize_L
2 =6

Cabe destacar que las variables F y T son instanténeas, ya
que i, y ademéds la posicidén (X 6 8), dependen de t. En el caso
particular del torque, mas que el torque instantaneo
interesara el torque medio (valor medio en el tiempo), siendo
en general deseable que este tenga un valor no nulo, de modo
que la rotacién del eje sea en un solo sentido. E1 torque

medio esta dado por:

<T>= 1 g (H)dt
T 0

Donde 7T es el periodo de 1la funcidén torque instanténeo

T(t) .

4.2.2 Motor de dos enrollados

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

En 10 q9que sigue, se trataran solo maquinas rotatorias

trabajando en la zona lineal del nlUcleo magnético.



Las maquinas rotatorias mas elementales, tendran usualmente
dos enrollados, uno en la parte fija del circuito magnético
(denominado estator) vy otro en la parte mévil O rotatoria

(denominada rotor).

La energia acumulada en el campo magnético, para un

circuito 1lineal de wvarios enrollados, se puede escribir

mediante la relacidén matricial (equivalente a ELf para el

caso de un enrollado) :

1 . . 4.26
e, =iV IL11] (4.26)
Para enrollados
1 2L, L, i (4.27)
gcm = _[ ll 12] 2 .
2 %LZI L22 12

donde L; son inductancias propias, y L; inductancias

mutuas. De (4.27) teniendo en cuenta que L,=L, se obtiene

(4.28)

1 .2 .. 1 .2
€., =7 Lyiy” + Lyii, + Ly,
2 2
La co-energia &', tendria esta misma expresién ya que el
circuito magnético es lineal.
Por otra parte, la variacidén de energia eléctrica de entrada

en ambos enrollados es vidt+v,i,dt, o bien:

de, =idA +i,dA, (4.29)

Pero para circuitos lineales, 4 y A, esta relacionados con
i e i, mediante:

M _ L11 le il (4'30)

2 .
22‘2 LZl L22 12
Reemplazando (4.28) y (4.29) en (4.8), se tiene:



. . . . . . 1. . AU R 431
id(Li, + L,i,) +i,d(Lyi, + Lyi,) =d(EL11112 +L,,ii, +EL22122)+Td0 ( )

Para desarrollar esta expresidn, hay que tener en cuenta que
como el circuito magnético no es estatico, tanto las
inductancias como las corrientes pueden variar vy deberén

incluirse sus diferenciales. Asi, se obtiene

nm:%ﬁﬂm+%ﬂﬁ+%yﬂm

. . P '
que coincide con dgcm i) i =ctes. (O dg m iy i, =ctes. )
Luego:
I = (432)
=9 il =ctes.

Las relaciones anteriores se pueden generalizar para un motor
de n enrollados trabajando en la zona lineal del nucleo

magnético. En este caso, el torque instantdneo es:

i (4.33)
:0 iy iy 500, =ctes.
Con
. | 4.34
&, =5l LI -
O sea
e (4.35)
T =l T

Como ejemplo ilustrativo, sea un motor como el de la Fig.

4.3., en que el estator se alimenta con una corriente alterna

i =1,sin(wt), con W=2nf, y el rotor con una corriente continua

i,=1_., en el cual se desea calcular el torque medio o torque
motriz de régimen permanente. Este motor se denomina
sincrénico monofédsico con rotor de polos salientes. El rotor
se debe alimentar a través de un sistema de anillos rozantes.
La bobina del estator, por simplicidad, se ha supuesto

concentrada en un par de ranuras como se indica en la figura.



Fig. 4.3. Motor sincrénico monofasico con rotor de polos
salientes.
Para poder aplicar la ecuacidén (4.35), es necesario primero
encontrar las inductancias en funcidén de la posicidn:

- Inductancia propia del estator:

Cuando 7,=0, hay 2 posiciones particulares del rotor, una en

la cual la reluctancia para el flujo producido por i es mlnima

(0=m/2), vy la otra para la cual esta es maxima (0=0,0=1x).

Asi, como L, es inversamente proporcional a la reluctancia,

habrad un L y L para dichas posiciones. Si se supone

1 lmaximo 1 Iminimo

para L,una variacién sinusoidal, esta deberd ser de la forma:

L,=L,—L,cos(20)

- Inductancia propia del rotor:
Cuando =0, la inductancia propia del rotor es independiente

de la posicidén ya que la reluctancia es la misma para cualquier
valor de 0 (despreciando la discontinuidad que significa las

ranuras del estator). Luego

L,, =cte.

- Inductancia mutua:

10



Si 4,i 0, el flujo producido por el rotor que es enlazado por la

bobina de estator es nulo para =0, O=7x, y es maximo positivo
para @=7x/2 y mdximo negativo para 6@=3r/2. Luego, si se supone
una variacién sinusoidal:
L,=1L, sin(0)
Entonces, de acuerdo a (4.35):
Tzli12%+,'li2 L, +li22i (4.36)
2 %0 0 2 0
T=1,1_sin(20)sin’(wt)+ L, I 1_cos(0)sin(wr)

m- cc

Si en régimen permanente la velocidad angular del rotor es

do

a)rzj, puede expresarse @ como:
t
O=wt-9o (4.37)

donde —-§ es la posicidén del rotor respecto al estator para

wt=kr (k entero, @ constante ya que se trata de régimen

:
permanente) .

Luego, el torque instantaneo queda como:

T(t)=1,1_*sin(2(w,t—8))sin’*(wt)+ L, 1, 1_cos(w,t—35)sin(wr)

m-cc
Expresidén que mediante transformaciones trigonométricas queda:

T(f) = %Lb 1.2 BinQ(w - 5)) —%sin(Z(a)rt + @)t —38) —%sinz (ot +w)t— )

m-cc m

+%L 1,1 [sin((@,+@)t—8)+sin((w-,)t+5)]

El valor medio de T(f) es entonces nulo, <T({)>=0, a menos que

@ =W, en Ccuyo caso:

T(t)=iLb I’ sin(25)+%L 1.1 sin(d) (4.38)

‘m~cc Tm

Es decir, el torque motriz no es nulo solo cuando la

velocidad angular mecanica @, coincide (esta "sincronizada")

11



con la velocidad angular eléctrica @, razdn por la cual se

denomina motor sincrédénico.

En general, un motor se empleara para mover una carga

mecénica acoplada a su eje, la cual presentara cierto torque
resistente T,. Si se conoce el torque resistente en funcidén de
la velocidad del eje T,, la velocidad de régimen permanece se
encontrara con la interseccidn de T,,,.(@) v T,(w,), vya que

cuando el torque acelerante, T =T -T,, es nulo, la velocidad

serd constante.

En este caso particular, el torque motriz es no nulo solo

para @ =w; por lo tanto para cualquier caracteristica de

torque resistente, la velocidad de régimen permanente sera

O =w (Ver Fig. 4.4).

7a

__‘—~’////,/4

0 =0 Pcep

Fig. 4.4. caracteristica torque velocidad.

Como se vera en el Capitulo 6, en los motores sincrdénicos se

acostumbra a trabajar con la caracteristica torque-angulo (
0 ="dngulo de torque"0 ), que en el caso del motor monofédsico, de

acuerdo a (4.38), tiene la forma indicada en la Fig. 4.5. E1

12



dngulo § de operacién, 0,, depende del valor del torque

resistente para ®. =@, y serd mayor, mientras mayor sea I,. En

particular, 6=0 para 1,=0, o sea con el motor funcionando "en

vaclo".
74
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Fig. 4.5. Curva torque-angulo O.
Otra caracterlstica particular del motor sincrdénico

monofdsico es que aun cuando la corriente que alimenta al
rotor sea nula, [, =0, habrd un torque motriz dado por:

c

(4.39)

m

T =%Lb I_*sin(26)

Un motor de estas caracteristicas (con rotor de polos

salientes, sin enrollado), se denomina motor de reluctancia.

Por otra parte, si el rotor es cilindrico como en la Fig.
4.6., significa que L,=cte., o sea L,=0. Asi, el torque

motriz es solamente:

13



1 (4.40)

T, :EL 1,1 sin(d)

m- cc

Fig. 4.6. Motor sincrénico monofdsico de rotor cillndrico.

4.3 Generador Eléctrico

En un generador eléctrico la salida es una variacidén de la
energla eléctrica, producida gracias a la variacién de
energla mecédnica en la entrada. Sin embargo, para gque se
produzca esta conversidén electromecédnicas de energla, como
ya se ha dicho, es 1imprescindible que exista campo
magnético. En la Fig. 4.7. se muestra un generador de
desplazamiento lineal. En la Fig. 4.7.(a) el campo es
proporcionado por el imadn permanente que constituye la pieza
mévil, de modo que al desplazarse esta vwvarla el flujo
enlazado por la bobina de la pieza fija, y se induce un
voltaje en ella dado por la ley de Faraday. En la Fig. 4.7.

(b), el campo es proporcionado por una bobina adicional

(bobina de campo) alimentada con corriente continua I, .

14
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Fig. 4.7. Generador Eléctrico.

Los generadores usuales para aplicaciones de potencia son
rotatorios y emplean bobina de campo, ya sea en el estator
(como en la Fig. 4.7) 0 en el rotor. En adelante se
considerara solo estos generadores, en 10s cuales la entrada
mecdnica es proporcionada por el torque externo de una

maquina motriz (turbina) acoplada al eje.

Fig. 4.8. Generador rotatorio.

En una bobina cualgquiera, la relacion entre el voltaje en

sus terminales y el flujo enlazado por el mismo esta dado por

15



_a2
dr

propia e i la corriente por la bobina, se tendra:

v En el caso lineal en queA=Li, siendo [ su inductancia

,=adn _,d@ . dl) (4.41)
dr dt dt

dL dL  do , . . .
donde —= — , considera la variacidn de 1la inductancia
dt do dt

con la posiciédn.

Para una maquina de dos enrollados, se tendrda analogamente:

j ] 4.42
vI:Lnﬂ+L12% ilﬁﬂz—dLn ( )
dt dt dt dt
v,=L dl‘+L d12+i dL21+i L

2 225 22; ldt 2 dt

Asi, si se trata de un generador en el cual la bobina 2 se

usa como enrollado de campo, i,=[, (corriente continua), el

voltaje generado en la bobina 1 en vacio (i =0) queda dado, de
acuerdo a (4.42), por:

y=1 e g dh 49 (4.43)
dt de dt

es decir, se genera energla electrica cuando L, varla con la

posicién, y a la vez se esta proporcionando una velocidad

do . . . .
wrzégrg—al eje del rotor mediante la maquina motriz.
t

Las relaciones (4.41) vy (4.42) se pueden escribir, para el

caso general de varios enrollados, en forma matricial:

16



dli 4.44

=gl e
dt =6

0 Dbien, si se consideran las resistencias de 10s

enrollados:

dli 4.45
v =[]+ gLy @4
dt =0
Siendo:
Rh] : Caldas de voltaje en las resistencia, donde R es

matriz diagonal.

d[ﬂ : Voltajes de transformacién (propios de los
dt transformadores o) circuitos magnéticos
estdticos).
ggL[ﬂ : Voltajes de generacioén (propios de losa
i
00

dao
generadores), en que @%:;r es la velocidad
4

angular del rotor.

Como ejemplo, se puede analizar un generador sincrénico
monofasico con rotor de polos salientes, como el de la Fig.
4.3, donde el rotor se hace girar a una velocidad @h:wr, el
campo lo proporciona el rotor alimentado desde una bateria V,
con una corriente continual,. El voltaje generado en vacd en

el estator, en régimen permanente se puede entonces calcular

con (4.45):

8L, L,
0 a0 L, L
[VJ=£R' 20 LA 60 v e 0
30 R, 3/ L, L, +ﬁ L, 1,
*+60 0

y como L,=L,—L,cos(20), L, =cte., L,=L, =L sin(@), se tiene:

vw=aL I cos(wt—0)

vc = R2Ic
Es decir se genera un voltaje alterno de frecuencia angular

eléctrica igual a la velocidad mecanica del rotor, w =w, razbdn

17



por la cual se denomina generador sincrénico. E1 angulo § vale

cero si =0 (vaciod).

Si la velocidad del eje se expresa en funcidén de n [rpm]:

2nn
W =—
60
y la frecuencia angular en funcidén de f [Hz]
w=2rf

(4.46)

(4.47)

La igualdad @, =®w que se produce en la magquina sincrédnica en

régimen permanente es:

n
7 =%

Asi, para generar un voltaje de 50 [Hz], debe hacerse

girar el rotor a 3000 [rpm]. No obstante, la relacion

(4.48) es valida para una maquina de 2 polos (p=2) como la

de la Fig. 4.9. (a).

(4.48)
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Fig. 4.8. Influencia del numero de polos.

Para una magquina de 4 polos (p = 4) como la de la Fig. 4.9.
(b), en que el estator lo constituyen en este caso bobinas en
serie (no es la Unica alternativa), una revolucidén completa del

rotor (0:00 2w ), significan dos ciclos para el voltaje. O sea,

w=2w, .

En general, se encontrara que para una magquina (motor o

generador) de p polos, se cumple:

ool o (4.49)
2
O bien
_ Pn (4.50)
/ 120

19



