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Resumen Clase #5
Resumen Clase #5

@ Metodo de Separacion de variables
e Coordenadas rectangulares, (x, y, 2)
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de coordenadas Cilindricas (r, 6, z)

En coordenadas cilindricas, la ecuacion de Laplace es:

2y 100 6 1% P _
v¢_r8r+8r2+r28¢92+8z2_0 (81)

Postulamos una solucién de la forma:

¢ = R(r)©(0)*(¢)

sustituyendo:
R 2 d°R R(r)Z 2 4
Dividiendo Ec. 82 por R(r)©(0)®(¢) y multiplicando por r?
r dR(r) r* d*R(r) 1 d?0(h) r* d*Z(z)
[R(r) ar TR ar ] o) d¢ Tz dz ~° ©
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de coordenadas Cilindricas (r, 6, z)

El segundo término de la ecuacién anterior es funcién de # solamente, y es el
Unico dependiente de esta variable; luego, para que la igualdad se mantenga para
cualquier valor de r, 0, y z, este término debe ser constante:

2 2
1 d00) _ e = —k; = % +k;©(0) =0 (84)

o(0) dee

para que ¢ tenga valor Gnico para 0 < ¢ < 2r, entonces k2 = n? entero.

= O(0) = Bysen(nb) + Bxcos(nd) o ©(0) = Bie™ + Be ™ (85)

El resto de la ecuacion queda, dividiendo por r:

1 dR(r) 1 d?R(r) P 1 d?Z(z)
(rR(r) a R(r) dr? + r2> Z(z) dz2 0 (86)
- L, N——
_kr2 —k§
(—K7) +(~k2) =0 (87)
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de coordenadas Cilindricas (r, 6, z)

Diferentes Casos

Caso 1

Se pueden distinguir entonces las siguientes situaciones:
Caso 1

Si k; = jk- con k; real, entonces:

Z(z) = Cysenh(k-z) + Cscosh(k:z) (88)
Si z — oo, se prefiere:
Z(z) = Cie ** (89)

La ecuacion restante queda:

1d [ dR(r) n? B
rdr(’ ar ) - (rz +k,2) R(r)=0 (90)

que corresponde a la ecuacion de Bessel y las dos soluciones independientes son
llamadas funciones de Bessel de primer y segundo tipo, y orden.n.
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de coordenadas Cilindricas (r, 6, z)

Diferentes Casos

Caso 1-Cont.

R(r) = Ardn(ker) + Ag Ya(Ker) (91)
Donde
- co [_1]m k,r n+2m
Jn(krr) = Zo m 7 (92)

es la funcion de Bessel de primer tipo y orden n
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de coordenadas Cilindricas (r, 6, z)

Diferentes Casos

Caso 1-Cont.

—2m
2 k 1 m-m-1f2]
Yo(kr) = Zl|v+ Lnér] Jn(kir) = — > % [kr]
m=0 ’
2
72 [1]m kr n+2m
ml[n-s-m]|
11 1 11 1
T+5+g+ o tlts+g+ o (93)

es la funcion de Bessel de segundo tipo de orden ny con v = 0,5772.

Luego, si k; es imaginario, k- real, la solucién general en coordenadas cilindricas,
en consecuencia queda:

oo

o(r,0,z) = Z[A“,J,,(kmr) + Ao Ya(kmr)] - [Binsen(nf) + Bapsen(nd)]
n=0
[Cinsenh(kmz) + Concosh(kmn)]94)

Marcos Diaz (DIE, U. Chile) EL3002-Electromagnetismo Aplicado 13 de agosto de 2009 88/102



Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de coordenadas Cilindricas (r, 6, z)

Diferentes Casos
Caso 2

Si k; es real, luego k; es imaginario, la solucién en z sera sinusoidal y en r se
mantiene la ecuacion de Bessel, pero con argumento imaginario; se adoptan nuevos
simbolos para representar las funciones de Bessel de argumento imaginario:

In(x) = j~"Jn(jx) = j"Jn(—jx) Funcidén modificada de Bessel de primer tipo  (95)

Kn(x) = gj”“ [Jn(jx)+jYa(jx)] Funcién modificada de Bessel de segundo tipo (96)

In(x) y Ka(x) resultan reales cuando x es real.

En consecuencia la solucién general queda:

o(r,0,z) = g[Amln(kznr)] - [Binsen(nd) + Bzncos(nd)]

n=0

[Cinsen(kznz) + Concos(kznz)] (97)
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de coordenadas Cilindricas (r, 6, z)

Caso de sistemas independientes de z

Si el sistema es independiente de z (tiene simetria de traslacion), entonces la
ecuacién diferencial se reduce a:

2, _10¢ &9 1% _
v(z>*r8r+z3r2+r266?270 (98)

Postulamos una solucién de la forma:
¢ = R(r)o(0)

Sustituyendo en la ecuacién diferencial anterior, dividiendo por R(r)©(6) y
multiplicando por r?

2 RN 1 d?e()
R(r) dr " R(r) dr | el de

=0 (99)
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de coordenadas Cilindricas (r, 6, z)

Caso de sistemas independientes de z

El segundo término de la ecuacién anterior es funcién de ¢ solamente, y es el
unico dependiente de esta variable; luego, para que la igualdad se mantenga para
cualquier valor de r y 6, este término debe ser constante:

1 d’0) 2 d? > _
o) e =cte.=—n #ern@(@)fO (100)

= O(0) = Bysen(nf) + Bacos(nd) o ©(0) = Bi&™ + Be™ ™ (101)

El resto de la ecuacion queda, dividiendo por r?:

dR(r) = ,d?*R(r) _
r=ar +r a2 +n°R(r)| =0 (102)
cuya solucién es de la forma:
R(r) = Binr" + Bopr™" (103)
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de coordenadas Cilindricas (r, 6, z)

Caso de sistemas independientes de z

La soluciéon general entonces, cuando el sistema es independiente de la variable
z, es:

[e%s}

¢(r,0) = _[Binr" + Banr~"[A1nsen(nb) + Apncos(nd)] (104)

n=0
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de coordenadas Cilindricas (r, 6, z)

Caso de sistemas independientes de ry z

En este caso, la ecuacion diferencial queda reducida a:

1d%9(9)

PR 0 (105)
y por lo tanto la solucién es de la forma:
»(0) = A0+ B (106)
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de coordenadas Cilindricas (r, 6, z)

Caso de sistemas independientes de z 'y de ¢

Para sistemas con dependencia exclusiva de la variable r, la ecuacién diferencial
es:

Q?e(r) | 1de(r) _
az T dr 0 (107)
cuya solucion es de la forma:
o(r) = ALn(r) + B (108)
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de Coordenadas esféricas: (r, 6, ¢)

En coordenadas esféricas la ecuacion de Laplace es:

2y 101200 1 9 9¢ 1 & _
Vie= r2 or [r or | T r2sen(9) 90 [sen(e) a6 |+ resen?(0) 0p? 0 (109)
Supongamos solucion de la forma:

o(r, 8, ¢) = R(r)©(6)®(p)
Sustituyendo y dividiendo por,
R(r)©(0)®(v)
r2sen?(0)
sen’f d | »dR(r)| , senb d de 1 dPo(p)
R | o | Te@ar |y | Tey a2 0 (10
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de Coordenadas esféricas: (r, 6, ¢)

Para que esta igualdad se mantenga para cualquier valor de ¢, el Ultimo término
debe ser constante:

do(e)
dp?

+ mPo() =0 (111)

Definimos: m? como la constante de separacién. Para que ¢ sea uni-valorada
para 0 < ¢ < 27 entonces m debe ser entero.

= ®(p) = Cimcos(myp) + Comsen(my) (112)
reemplazando la constante m? en la ecuacién y dividiendo por sen?6, resulta:

1 d 2

R(r) dr

2dR(r)
ar

1 d

— sen(@)d—e m
©(0)send do do

_sen29:0 (113)
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de Coordenadas esféricas: (r, 6, ¢)

El primer término es sélo funcion de r y los restantes sélo funcion de 6, luego
cada término debe ser igual a una constante. Elegimos la constante de separacion
n(n+ 1) para el primer término:

d | 2dR(r) _ _
dr[r o ] n(n+1)R(r)=0 (114)
Entonces:
R(r) = Binr" + Bopr ™! (115)

y ©(6) satisface la siguiente ecuacion diferencial:

2

% [sen(e)dgée)

, la cual es conocida como la ecuacién de Legendre.

m
en30

+ |n(n+1)send — s 9(0)=0 (116)

Marcos Diaz (DIE, U. Chile) EL3002-Electromagnetismo Aplicado 13 de agosto de 2009 97 /102



Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de Coordenadas esféricas: (r, 6, ¢)

La forma estandar de esta ecuacién se obtiene haciendo la sustitucién: u = cosf

d_dadu _ ——d
90" dudd = V1-—u au (117)
y la ecuacion queda:

m2

do() n(n+1)— 1—uz] 0)=0 (118)

2
ETAE R T

Las soluciones independientes de esta ecuacion se llaman funciones de
Legendre de primer y segundo tipo cuando m = 0 o polinomios de Legendre cuando
m#0: Pl(u)y Q7 (u).

Los polinomios @Q;'(u) tienen singularidad en los polos 6 = 0, 7 por lo tanto, si el
eje polar forma parte de la region de interés Qp'(u) no participa pues QJ'(1) diverge.
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de Coordenadas esféricas: (r, 6, ¢)

La funcién generadora para los polinomios de Legendre de primer tipo es:

[1 _ u2]m/2 dn+m[u2 _ 1]n

Pr(u) = 2nn! dunt+m (119)
Algunos polinomios son:
P = 1
0 1d. 5
= _ 2P -1l=u= 0
P; 5 du[u ] =u = cos
o _ S0 1 _ 12
P = 2cos 0 5= 2[3u 1]
P = 15[500520 — 3cost] = g[Su2 - 3]
Pi = send=+u?—1
Pl = gsen(ZG)
P = 0, param>n (120)
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de Coordenadas esféricas: (r, 6, ¢)

Las siguientes propiedades de ortogonalidad se cumplen de forma similar a las

funciones de Bessel:

1 T
/ Py Pdu = / Py P'senfdd =0, m# |
1 0

1 T
au do
PmPI :/ PmPI _ /
/,1 w2 fy " "send 0, m#

2 [m+n]!
2n+1[n—m!

1 x
/ [P du = / [P cosf)? senfdd =
1 0

(121)

(122)

(123)
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Método de separacion de variables para la equacion de Laplace Sistema de Coordenadas esféricas: (r, 6, ¢)

La solucion general es entonces, cuando el eje forma parte de la region, es:

o(r,0,¢0) = i i[Amcos(map) + Bmsen(my)][Car™ + Dar "1PT(cost)  (124)

m=0 n=0

En regiones que incluyen r — co = C, = 0 En regiones que incluyen
r—-0=D0,=0

Marcos Diaz (DIE, U. Chile) EL3002-Electromagnetismo Aplicado 13 de agosto de 2009 101/102



Resumen Clase #6
Resumen Clase #6

@ Metodo de Separacion de variables

e Coordenadas cilindricas, (r, 9, 2)
e Coordenadas esfericas, (r,0, ¢)
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