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Problema N°1.
Se tiene un estanque de area Ae que descarga a la atmésfera, mediante una tuberia de area transversal Ao. La

descarga del estanque se regula mediante una valvula ubicada en el extremo aguas abajo de la tuberia.
Adicionalmente, existe una recarga constante de valor Qo sobre el estanque.
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Figura 1: Esquema Problema N°1.

Despreciando pérdidas singulares y friccionales del sistema, y considerando que la altura del estanque varia
con la expresion:

H(t) = Hy + Bsin(wt) B,w >0 (1.1)

Encuentre una expresion para la apertura de la valvula en funcion del tiempo A, (t).
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Problema N°2.

(a) Considere un tramo de tuberia formado por N subtramos de largo L; y area 4;, como se muestra en la
Figura 2.1. Suponiendo fluido incompresible, tuberia indeformable y que el flujo ocurre en régimen
laminar, plantee una ecuacion que permita determinar la variacion impermanente del caudal en la tuberia
en funcion del valor del Bernoulli en los extremos de ella (secciones (1) y (N+1)).

(b) Considere la tuberia mostrada en la Figura 2.2, formada por 3 tramos de largos L, L, y L3, de areas A4, A,
y As, respectivamente. La tuberia es alimentada por un estanque de carga constante, H,. La tuberia
descarga al océano. Suponga que el nivel del océano varia debido a efectos de marea segln la ecuacion:
H,, = Hy + AH sin(® t). 1) Determine una ecuacion diferencial que permita determinar la variacion del
caudal conducido por la tuberia en el tiempo, bajo las mismas condiciones de la parte a) ii) En torno a qué
valor oscila el caudal en el sistema?
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Figura 2.2.
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Problema N°3
(a) Considere una tuberia horizontal conformada por n tramos distintos (ver Figura 3.1.) . Sean L;, D; vy f; los

(b)

valores conocidos de la longitud, diametro y factor de friccién de cada tramo i, con i = 1, ..., n. Suponga
que la tuberia es indeformable y que conduce un fluido incompresible en régimen impermanente. Obtenga
una ecuacion diferencial que permita determinar la variacion temporal de la velocidad en el primer tramo
de la tuberia (i = 1) en funcion de la diferencia de Bernoulli entre las secciones inicial y final de ellas
(seccion 1y n + 1). Su analisis debe considerar pérdidas friccionales pero puede despreciar las pérdidas
singulares.

—» U —p» U,

I 2 3 n n+l1
Figura 3.1.

Suponga que en el extremo de aguas arriba de la tuberia de la parte (a) existe un estanque de area 4, y
nivel (medio con respecto al eje de la tuberia) variable, h,(t), y en el extremo de aguas abajo existe una
valvula de compuerta que descarga a la atmdsfera, con una abertura variable en el tiempo, 4, (t), y con un
coeficiente de contraccion, C.. Suponga ahora que el fluido que circula por este sistema es ideal (es decir
no genera pérdidas friccionales ni singulares).

Determine los valores de Bernoulli en los extremos de la tuberia (es decir, inmediatamente aguas abajo
del estanque e inmediatamente aguas arriba de la valvula) para un tiempo cualquiera, considerando
conocidos h,(t) vy A,(t). Suponga que el descenso del estanque es lento de modo que es posible
despreciar la altura de velocidad.

En base al resultado de la parte (a), determine la ley de operacion de la valvula, A4, (t), si se desea que el
nivel del estanque disminuya, a partir del nivel inicial conocido, h,q, a tasa constante:

dhe G-D
gr = Ue = cte
Con u, conocido.
— 4| ESTANOUE
A1)
VALVULA
e s
I L E— S »
Pam
Figura 3.2.
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Problema N°4 (Propuesto)

En el sistema de la Figura, la bomba impulsa un caudal entre dos estanques. Una valvula permite controlar el
caudal circulante. Se desea estudiar el transiente que ocurre al operar la valvula. Para ello se pide:

(a) Determinar, utilizando el método ineléstico, una ecuacion diferencial que permita determinar la variacion
de caudal en el tiempo debido a una operacion brusca de la valvula (apertura o cierre), tomando en cuenta
la energia entregada por la bomba, la pérdida friccional en la tuberia de largo L y diametro D, y la pérdida
singular en la valvula. Desprecie los efectos impermanentes de cualquier tipo en la bomba, desprecie los
efectos impermanentes en la valvula.

(b) Calcular el régimen impermanentes asociado a una apertura brusca de la valvula, de modo que el
coeficiente de pérdida, k,, disminuye desde un valor inicial k,y. Suponga que la valvula se abre

completamente y que en esa situacion k,, = 0. Desprecie las pérdidas friccionales en su analisis. Se pide:

a. Determinar el caudal impulsado en el régimen permanente inicial, Q;.
b. Determinar el caudal impulsado en el régimen permanente final, Q.
c. Determinar el tiempo que demora el caudal en aumenta desde Q; al 99% de Q.

Datos: L = 200 [m]; D = 0.2 [m]; Ah = 10 [m]; kyo = 10 ; Ho = 15 [m] ; § = 200 || ; @ = 0.05 [’%3]

Curva caracteristica de la bomba:

H=H, 0<Q<Q, (4.1)
H=Hy,—B@Q@—-Q) Qo=<Q=0Q+H/B (4.2)
H=0 Q=0Q,+H,/B (4.3)
Y pp——
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Figura 4: Esquema del Problema N°4.
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4. Control N°1, Problema N°2 — Primavera 2002. Prof. Y. Nifno. Aux. C. Reiher.
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Problema N°1

En el estanque se tiene que:
v (1.1)
E = Qin — Qout

El caudal que entra es Q;, = Qq, y el caudal que sale es Q,,; = Agu , por otra parte:

v dH(t) (1.2)
V—AeH(t) ﬁE—AeT
luego,
dH(t) (1.3)
Ae ot Qo — udy
u=@_ﬁaH(t) (1.4)
Ay, A, Ot
Ju A, d%H(t) (1.5)
at A, 0t2
Aplicando Euler en tuberia:
Lou .
S 4AB=0 (1.5)
g ot

SiBy = H(t),y uidg = udy = u,C.A,, entonces:

Ao (1.6)
t) = t
us(6) = () u®
Considerando B; = B, , energia antes y después de la valvula:
v Ay \* u? (1.7)
B1 = BZ = — = ( ) —
29 \C A,/ 29
Reemplazando la ecuacion (1.7) en la ecuacion (1.5), se obtiene la siguiente ecuacion:
LA 0°HE) | ( 4, )2 0o A, 0H()\ 1 e o (1.8)
gA, 0t2 C.A,) \4, A, ot | 2g © =

Ademas, la variacion de la altura de agua en el estanque es H(t) = Hy + B sin(wt), reemplazando este término
en la ecuacion (1.8) se obtiene la siguiente expresion:

Qo A, 21 (1.9)

CA, Bw C.A, COS(a)t)) 29 Hy — B sin(wt) =0

Bw? EEsin(a)t) + (
g 4o

(1.10)

A, = (g—(: — ﬁwé—jcos(wt)) \/%_g (HO + S sin(wt) — fw? gj—zsin((ut))_i
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Problema N°2.

Parte a. Si se tiene un sistema de N tuberias, con largos y diametros particulares (Figura 2.1) es posible plantear
las ecuaciones de Euler en cada tramo de tuberia, suponiendo fluido incompresible y tuberia indeformable:

L; 0y, 2.1)
ja—tl'i'BH_l _BL+Afl = 0

Utilizando la ecuacion de continuidad:

uiAL- = U,JA] (22)

Sumando las ecuaciones de Euler en cada tramo de tuberia, reagrupando y utilizando continuidad, se tiene:

n

L; 90 S
ngE+Bn+1_Bl+2Afl =O
i o

i=1 i=1

(2.3)

Conocido que el flujo esta en régimen laminar, es posible obtener una expresion para las pérdidas friccionales en
funcion del caudal.
fiLi u;lu;] 64 64v 8vrL; (2.4)
D 2g Re; |u;|D; gA;

Con lo cual se obtiene una ecuacion diferencial para el caudal:
Z”: L \2Q Z”:sani 5 s o (2.5)
1gAL at lgAlz Q n+1 1=
L= i=

) 2.5)
Cla+ CzQ +BTl+1 _Bl = 0

Parte b. Considerando las condiciones de la Figura 2.2., es posible plantear la ecuacion de Euler para la tuberia
considerando un forzamiento desde aguas abajo, producida por la marea.

|:||_||_||:||:||:||:||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_||_|uul.luul.lul.ll.luul.lul.irll_lul_lu

Figura 2.2.: Esquema Pregunta 2, parte b.
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Los términos de la ecuacion encontrados en la parte (a) seran:
Bl = Ho ;BTL+1 = Hmo + AH Sln((l)t) (26)
d 2.7
Cld_g+C2Q+Hmo +AH Sin((l)t)_HO = 0 ( )

Reordenando la ecuacion:

d 2.8
Cld_g + CzQ + (Hmo - Ho) - _AH Sln(a)t) ( )

Definiendo la variable auxiliar Q :

- Hy—H,, dQ dQ (2.9)
g=0-"—">—=——2
C, dt dt
Entonces:
dQ ~ . (2.10)
Cy r + C,Q = —AH sin(wt)

La solucién de esta ecuacion es del tipo sinusoidal, la que oscila en torno a cero. Por lo tanto, si Q oscila en torno

o Ho—H
a cero, el caudal Q oscilard en torno a — - e | (resolver EDO).
2
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Problema N°3

Parte (a). Planteando la ecuacion de Euler con pérdidas friccionales en cada tramo de la tuberia se tendran n
ecuaciones del tipo:

L ou; (3.1
g atl + BL+1 Bi + Afl = 0
Sumando sobre todas las ecuaciones anteriores se obtiene:
= Li aui S (32)
S
=1 i=1
Donde las pérdidas friccionales en cada tramo se expresan como:
- filiwlw] (3.3)
=Dy 29
Usando la ecuacion de continuidad:
uiAL- = uJA] (34)

Para todo i,j € {1,...n}, con i # j. Ademas A; = tD?/4, es posible expresar la velocidad de cada tramo, u;,
i = 2,...,n en funcion de la velocidad en el primer tramo, u;:

A, Di\* (3.5)
== (5
L L

Reemplazando esta ultima expresion en (3) se obtiene la ecuacion diferencial que rige al sistema:

n
P L;D (3.6)

2 () ou | B, — By + Zfl 1u1|u1| _ 0

l=1 l

Parte (b). En la conexion entre el estanque y la seccion (1), despreciando pérdidas, se tiene :

h, du, (3.7)
— B, —B,=0
g at + 1 e

donde el Bernoulli en el estanque, despreciando la altura de velocidad, queda dado por:
B, = h, (3.9)

y la velocidad en el estanque se puede expresar como:

dh, (3.9)
Ye ™ at
Por lo tanto:
h, d?h, (3.10)
Bl = he + ?W
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En la valvula, despreciando el término impermanente, se cumple igualdad de Bernoulli entre la seccionn + 1y la
zona de maxima contraccion aguas abajo:

uz (3.11)

Bppy = =%
n+1 2

Donde u,, es la velocidad en la zona de maxima concentracion, dada por continuidad como:

Aniq (3.12)
Uy = un+1ﬁ
ctv

Por lo tanto,

= (An+1)2 Ufi (3.13)
n+1 CCAU Zg

Ahora consideremos cémo debe operar la valvula para que el estanque baje a tasa constante u,. Esto es:

du, _ d?h, _0 (3.14)
dt — dt?z
Como por continuidad debemos cumplir que u,A4, = u 4, = -+ = u,A,, entonces es facil ver que:
A (3.15)
Ui = U A—j
Y, a partir de (3.14), se tiene que:
%_dueé_o (3.16)
dt ~ dt A;

Reemplazando este resultado en (3.6), consideran fluido ideal (sin pérdidas), se obtiene:
Buy1—B, =0 (3.17)

Luego, reemplazando en las ecuaciones de B; y By41:

(An+1)2u%+1_ L~ (3.18)
CAy/ 29 ‘
Usando la velocidad u;, se tiene que:
A, \? u? (3.19)
() e
CAy/ 29

e integrando la ecuacion (3.9), partiendo de la condicion inicial h,(0) = hgq:
he(t) = hpy — Ut (3.20)

Reemplazando este resultado en (3.19), se obtiene finalmente:

A, () = —

Cc

A, (w2 1 \Y? (3.21)
2g —u,t
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