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1. Decimos que dos férmulas de estado «, 8 en CTL* son equivalentes, si para todo sistema de
transicién M y estado e se tiene que (M, e) E a < (M, e) | S.

..Son los siguientes pares de férmulas de equivalentes?

= EF(¢V )y (EF¢VEFY).
» EG(¢oV 1)y (EGoVEGY).
- AG(9V ¥) y (AGV AGY).
AF(6V ) y (AF$V AFy).
« EF(¢A¢) y (EFg AEFy).
EG(6 A ) y (EGH AEGY).
- AG(9A¥) y (AGH A AGY).
= AF(¢ NY) y (AF¢ A AFY).
s (aV-a)y AGop — EGo.
- AQUA@WUG) y A(A(BU) Ug).
2. Sean «, 3 y v férmulas de camino en CTL*. Demuestre que existe una férmula de estado ¢
en CTL* tal que para todo sistema de transicion M y estado e, (M, e) |= ¢ si y sélo si existe

un camino 7 = eep - -+ y dos enteros 7,7 > 0 tal que i < j, (M,7/) |= v, para todoi < ¢ < j
se tiene que (M, %) |= 3, y para todo 0 < k < i se tiene que (M, %) = o

LEs posible escribir esta férmula en CTL?

3. Demuestre que para cada férmulas de camino ¢ y ¢ en CTL", existen férmulas de camino S,
y Wy en CTL*, tal que para todo sistema de transicion M y camino m en M:

» (M, 7) = S siy sélo si existe j > 4 tal que (M, 77) = ¢.
» (M,7) E Wi,y sty sélo si existe j > 2 tal que (M, 77) =, y para todo i < j se tiene
que (M, 7") = ¢.

4. Defina un nuevo operador Uy en LTL tal que si m = egey - - - es una secuencia de elementos
en ¥, entonces 7 = ¢pUg¢ si y sélo si existe j > 0 tal que 7/ |= ¢/ y para todo 0 < i < j se
tiene que 7 |= ¢.

Demuestre que la légica generada por la siguiente gramaética tiene al menos la misma expre-
sividad que LTL:
¢,¢) = a@eX) | ~¢ | oV | oUs¢

Esto es, demuestre que para toda férmula o en LTL existe una férmula ¢, en esta logica tal
que, para toda secuencia m de elementos en X, 7 = o & 7w = ¢,
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Defina un nuevo operador Fg en LTL tal que si m = egeq - -+ es una secuencia de elementos
en X, entonces m = Fg¢ siy sélo si existe j > 0 tal que 77 = ¢.

Demuestre que existe alfabeto ¥ que contiene a la proposicién a, tal que la légica generada
por la siguiente gramatica no puede expresar la férmula Fga:

¢, ¢ = bbeX) | ~¢ | V4 | Fo

. En clases demostramos que existia una férmula en CTL* que no podia ser expresada en LTL.

Ocupe exactamente los mismos sistemas de transicién para demostrar que hay una férmula
que puede ser expresada en CTL pero no en LTL.

Sean M = (E,R,(P,)aex) y M’ = (E', R, (P))4cx) dos sistemas de transicion.
Una simulacion de M en M’ es una relacién binaria YW C Ex E’, tal que para cada (e, €’) € W:
» e€ P, e € P, paracada a € ¥
= para cada eg tal que R(e, ep), existe ¢, tal que R'(¢/,¢f) y (eo, €)) € W;
Sea, ACTL la restriccién de CTL dada por la siguiente gramaética:
¢, ¢ = a(@eX) | oA | ¢V | A(@UY) | A(eW¢)

Asuma que W es una simulacién de M en M’ tal que para estado e en M y ¢’ en M’ se tiene
que (e,e’) e W.

Demuestre que (M, €’) = ¢ implica (M, e) = ¢, para toda férmula ¢ en ACTL.

. Sea M un sistema de transicién y e un estado en M. Denotamos al drbol de computacién de

M con raiz e como M.

Demuestre que (M, e) ~ (M, ¢), donde ¢ es la raiz de M.

. {Existe una féormula a en LTL tal que Ga es una pdliza de seguridad fuerte y F—a no es una

poliza de vivacidad?

JExiste una férmula « en LTL que sea tanto una poéliza de seguridad fuerte como una poéliza
de vivacidad?

Demuestre que existe un algoritmo tal que, dada una férmula « en LTL y una secuencia finita
7 de elementos en 3, computa en tiempo lineal en ¢ y en 7 el conjunto de posiciones ¢ tales
que 7 = a (esto es, el algoritmo funciona en tiempo O(|| - |7|)).

El objetivo de este ejercicio es demostrar que el operador U no puede ser expresado sélo
utilizando los operadores X y F. Para eso primero definimos un juego que caracteriza el
poder expresivo de la logica LTLx g dada por la siguiente gramética:

¢,¢) = a@e) | ~¢ | ¢V | X¢ | Fo

El LTLx g-juego es jugado en k movidas, para k > 0, por (jugadores) A y B sobre dos
secuencias m = epey -+ y m = epe) -+ de elementos en . Cada movida 0 < i < k tiene
asociada una configuracion (p;, q;) tal que p;, ¢; > 0. La configuracién inicial es (pg, go) = (0,0),

y lamovida (i+1), para 1 < i < k, se define inductivamente como sigue asumiendo que (p;, ¢;)
es la configuracién asociada con la movida i:



El jugador A elige una de las dos secuencias m o ' y un tipo de movida. Hay dos tipos
de movidas: X y F.

Si el jugador A eligié la movida X entonces la configuracién asociada a la movida (i + 1)
serd (pit1,Git1) = (pi + 1, +1);

Si el jugador A eligié la movida F y la secuencia 7, entonces deberd elegir una posicion
s > p;, v el jugador B deberd elegir una posicién t > ¢;. Si el jugador A eligié la movida F
y la secuencia 7', entonces deber4 elegir una posicién t > ¢;, y el jugador B deberé elegir
una posicién s > p;. En cualquier caso la configuracién asociada a la movida (i + 1)
serd (Pi+1, Gi+1) = (8,1).

Sean (po,qo), (P1,4q1),---,(Pk,qx) las configuraciones asociadas con un posible LTLx g-juego
sobre secuencias m y 7’. Decimos que el jugador B gana si para todo 0 <7 < k y todo a € &
se tiene que e,, = a & ¢4, = a. De otra forma decimos que es el jugador A quien gana.

Escribimos m =, 7’ si el jugador B siempre puede ganarle a A (no importa cémo A juegue).

Ademsds, defina la anidacion de una férmula en LTL inductivamente como sigue:

La anidacién de a, para a € 3, es 0.

La anidacién de —¢ es igual a la anidacién ¢.

La anidacién de ¢ V ¢’ es igual al maximo entre la anidacién de ¢ y la anidacién de ¢'.
La anidacién de X¢ es igual a la anidacién ¢ mas 1.

La anidacién de ¢U¢’ es igual al (méximo entre la anidacién de ¢ y la anidacién de ¢')
més 1.

Es decir, la anidacion de ¢ es el maximo nimero de operadores X y F anidados en ¢.

Demuestre lo siguiente:

Sean m y 7’ dos secuencias de elementos en X. Si m =, 7’ entonces para toda féormula ¢
en LTL cuya anidacién es menor o igual a k se tiene que 7 = ¢ & 7’ = ¢.

Demuestre que existe alfabeto 3 que contiene al menos dos simbolos a y b, tal que que
para cada k > 0 existen dos secuencias m y 7’ de elementos en ¥ tales que: (1) 7 = 7/,
(2) ™ = aUb, y (3) « £ aUb.

Concluya que aUb no es expresable en la légica LTLx .

13. Para ¢ una férmula en LTL, defina la clausura de ¢, denotada por C(¢), como el menor
conjunto de férmulas que satisface lo siguiente:

¢ € C(9);

—p € C(¢) siy sélo si ¢ € C(¢);

If ¢ Vo' € C(¢) entonces ¥, € C(¢);
if X1 € C(¢) entonces ¢ € C(¢);

if =X € C(¢) entonces X € C(¢);

If Uy € C(¢) entonces ¥, ", X(pUy') € C(¢).



Asuma que en C(¢) identificamos a ¥ con ——).
Sea M = (E,R,(FP,)qex) un sistema de transicién. Un dtomo es una tupla (e, K), donde
ec Ey K CC(¢p)U{a|ae X}, que satisface lo siguiente:
m g€ Ksiysolosiece€ Py;
1 € K siysélosi & K;
YV e Ksiysblosiy e K o' € K;
=Xy € K siy sélo si X € K;
YUY € K siysélosiyf € K o9, X(WUY) € K.

Intuitivamente, un dtomo (e, K) es tal que K es un conjunto maximalmente consistente de
férmulas que es también consistente con las proposiciones atémicas que son ciertas en e.

Construya un grafo G tal que su conjunto de nodos es el conjunto de dtomos (e, K), y tal que
existe un arco desde nodo (e, K) a nodo (¢/, K') si y sélo si (e,€e’) € R y para toda férmula
Xy € C(¢), X¢p € K & ¢ € K'. Un camino deseable en G es un camino infinito 7 en G
que satisface lo siguiente: si Uy’ € K para un dtomo (e, K) en m, entonces existe un dtomo
(¢/, K') alcanzable desde (e, K) siguiendo 7 tal que ¢’ € K'.

Se pide demostrar que (M, e) |= ¢ si y sélo si existe un camino deseable en G que empieza
en algiin dtomo de la forma (e, K) tal que ¢ € K.



