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. El conectivo logico NOR es definido de la siguiente forma:

lp g pNORgq |
0 0 1
0 1 0
1 0 0
11 0

Demuestre que NOR es funcionalmente completo.

. Sea @ el conectivo légico binario definido como sigue: Para una valuacién o : P — {0,1} se
tiene que o(a® ) = 1siy sélo si o(a) =1 — o(f).

. Es el conjunto {®, <} de conectivos 1égicos funcionalmente completo?

. El conectivo ternario MAYORIA es definido de la siguiente forma:

MAYORIA(p,q,r) |

— =m0 OO ol
= = O O~ = O O
_ O = O = O K O3
o= =0 = O OO

Demuestre que MAYORIA no es funcionalmente completo.
. (Es {=,MAYORIA} funcionalmente completo?
. El conectivo unario L es definido de la siguiente forma:

[p_1ip]

0
1

0
0

Este conectivo usualmente se denota sin la letra proposicional porque su valor de verdad es
siempre 0 (por ejemplo, denotamos p A (Lg) como p A L).

Demuestre que {—,MAYORIA, L} es funcionalmente completo.
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. Formalice el siguiente argumento en el calculo proposicional:

“Si Superman fuera capaz y deseara prevenir el mal, entonces lo harfa. Si Superman
fuera incapaz de prevenir el mal, entonces seria impotente, y si no deseara prevenir
el mal, entonces seria malévolo. Si Superman existe, no es ni impotente ni malévolo.
Superman no previene el mal. Entonces, Superman no existe.”

Demuestre usando resolucién que Superman no existe.

Sea p una proposicién atémica en P. Para cada a, 3 € L(P) defina recursivamente la férmula
obtenida desde o reemplazando p por (3, denotado por «[3/p], como sigue:

~ Ja  siaes proposicién atémica y o # p
alB/p] = {ﬁ Sa=p
= (o1 Va2)[B/p] = aalB/p]V az[B/p]
= (ma)[B/p] = —a[B/p]

Demuestre que si a1 y g son equivalentes entonces para todo 3 € L(P) se tiene que a1[3/p]
y as[3/p] también son equivalentes.

. Defina recursivamente el dual de una féormula ¢, denotado por ¢*, como sigue:

= pf=-p,sip€eP;

w (aVp) =a" AP
s (aNp) =a* V[
] (—\04)* = —a’.

Demuestre que para todo ¢ en L(P) se tiene que ¢* es equivalente a —¢.

. Decimos que una férmula ¢ estd en 3-CNF si ¢ estd en CNF y cada una de sus claisulas

contiene a lo més tres literales. Por ejemplo, (pV ¢V —r) A (—pV s) estd en 3-CNF mientras
que (pV =gV —rV s) no estd en 3-CNF.

Demuestre que existen férmulas que no son equivalentes a ninguna férmula en 3-CNF.

Decimos que una férmula ¢ estd en k-CNF (k > 2) si ¢ estd en CNF y cada una de sus
clatisulas contiene a lo mas k literales. jExiste algin valor de k para el cual toda férmula es
equivalente a una formula en k-CNE?

Dado X C L(P) y a, 8 € L(P), demuestre que ¥ = a — (3 siy sélo si X U {a} | .

Dado ¥ C L(P) y o, 8 € L(P), demuestre que si « es una tautologia, entonces X U {a} |=
siy sélo si X = .

Dado ¥ C L(P) y ¢,v,0 € L(P), demuestre que si ¢ — 1) es una tautologia, entonces
YU{p, ¥} =0 siysélosi XU {p} = 6.
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Sea P = {po,p1, ... }. Defina una sucesién de férmulas ¢;, para i > 0, por medio de la siguiente
definicién inductiva:

P0 = po bit1 = (¢i < pit1)-
Demuestre que para todo ¢ > 0 se tiene que, si 0 : P — {0,1} es una valuacién cualquiera,
entonces o(¢;) = 1siysélosi |{p; | o(p;) =0, j <i}| espar.

Dado ¥ C L(P) y a,3 € L(P) tal que @ y ¥ U {f} no tienen variables proposicionales en
comin. jEs cierto que ¥ |= 8 siy sélo si XU {a} = 57

Sea, P un conjunto de variables proposicionales, y asuma que H es el siguiente conjunto de
férmulas en L(P):

{p | pePtU{mA-Apy)—p | {p1,---,Pn,p} S P}

Sea ¥ C H. Demuestre que no existe una variable proposicional ¢ en P tal que ¥ = —q.
Considere una valuaciéon o : P — {0, 1}. Demuestre que el conjunto S = {¢ | ¢ € L(P), o(¢) =
1} satisface lo siguiente:

Para todo conjunto S” de férmulas en L(P) se tiene que si S C 5"y S’ es satisfacible, entonces
S=49".

Sea {¢1, P2,...} un conjunto (no necesariamente finito) de férmulas en L(P). Asuma que
para cada valuacién o : P — {0, 1} se tiene que existe un entero i tal que o(¢;) = 1.

Asuma que {ay, a9, ...} es un conjunto de férmulas en L(P) tal que para cada i > 1 se tiene
que «; estd en CNF y «; es equivalente a —¢;.

Use el teorema de compacidad para demostrar que existe un entero j tal que

{041,042,... ,Oéj} F .

Sea P un conjunto de variables proposicionales, y asuma que - es una relacién binaria sobre
L(P) x 2P) | Es decir, 4 es un subconjunto del conjunto {(¢,%) | ¢ € L(P) y ¥ C L(P)}.

Asuma que para todo (¢, %) € L(P) x 28P) se tiene que si (¢, %) € - entonces X = ¢.

Sea ® = {¢g, ¢1,... } un conjunto satisfacible de férmulas en L(P), tal que para todo conjunto
@’ de férmulas en L(P) se tiene que si ® C @' y @’ es satisfacible, entonces ® = @'.

Sea 1 una férmula en L(P) tal que (¢, ®) € 4. Demuestre que ¢ € ®.

Sea ¥ C L(P) un conjunto de férmulas finitamente satisfacible. Demuestre que para todo
p € P se tiene que X U {p} es finitamente satisfacible o ¥ U {—p} es finitamente satisfacible.

Sea P un conjunto de variables proposicionales. Definimos la ldgica infinitaria sobre P, de-
notada por L. (P), como el menor conjunto que satisface las siguientes reglas:

= Si ¥ C L(P) entonces (A X) € Loo(P).

» Si ¢ € Loo(P) entonces (—¢) € Loo(P).

» Si ¢, € Loo(P) entonces (¢ V 1)) € Loo(P).
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Por ejemplo, si P = {p; | i € N} y ¥ = {(—pi) | pi € P}, entonces A Xy (- A X) son férmulas
en Lo (P). La primera férmula dice que todas las variables proposicionales son falsas, mientras
la segunda dice que al menos una variable proposicional es verdadera.

Definimos formalmente la seméntica de Lo, (P) como sigue. Sea o : P — {0, 1} una valuacién

y ¢ una férmula en Lo (P):

s Sigp=(AX)y X C L(P), entonces o(¢) = 1 si y s6lo si para cada ¢ € 3 se tiene que
o) =1

= Si ¢ = (—a), entonces o(¢) =1 siy sélo si o(a) = 0.

» Si¢p=(aVf),entonces o(¢p) =1siysélosio(a)=100c(F)=1.

. Es el teorema de compacidad vélido para L. (P)? Es decir, dado I' C Lo (P), jes cierto que
si todo subconjunto finito de I' es satisfacible entonces I' es satisfacible?

En este problema se pide al alumno demostrar que si junto con las reglas de resolucion y
factorizacién podemos usar tautologias en cualquier parte de una demostracién, entonces el
sistema resultante es completo. Vale decir, si C' es una cldusula y ¥ es un conjunto de cldusulas
tal que ¥ |= C, entonces ¥ - C.

Formalmente, una demostracion por resolucién de la clausula C desde el conjunto de clausulas
> es una secuencia C,...,C, tal que C,, = C y para cada 1 < i < n se tiene que:

s €0

= (C; es una tautologia, o

» existe j < ¢ tal que C; es obtenido desde C; usando regla de factorizacién, o

» existen j,k < i tal que C; es obtenido desde C; y C} usando regla de resolucién.

Como antes, si existe demostracién por resolucién de C' desde X escribimos X F C.

Note que si C' es tautologia entonces trivialmente se tiene que > + C'. Por tanto, para demos-
trar que el sistema es completo le basta con demostrar lo siguiente:

a) Si X es inconsistente entonces ¥ - C' para toda clausula C'.

b) Si ¥ es consistente, C' no es tautologia y ¥ = C, entonces X + C.

En los ejercicios 12 - 20 decimos que un algoritmo es eficiente si el nimero de pasos ejecutado
por el algoritmo es n¢ cuando la entrada tiene largo n, donde ¢ es una constante. Por ejemplo, un
algoritmo que funciona en tiempo n? es eficiente mientras que un algoritmo que funciona en tiempo
2" no lo es.

12.

13.
14.

Encuentre un algoritmo eficiente que dada una férmula ¢ en CNF construye una férmula
en 3-CNF tal que ¢ es satisfacible si y sélo si 9 es satisfacible.

Encuentre un algoritmo eficiente que verifique si una féormula en DNF' es satisfacible.

Encuentre un algoritmo eficiente que verifique si una férmula en CNF es una tautologia.
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Un grafo G es una tupla (N, A), donde N es un conjunto de nodos y A C N x N es un
conjunto de arcos. Un grafo es no dirigido si cada vez que (a,b) € A se tiene que (b,a) € A.

Un grafo no dirigido G = (N, A) es 3-coloreable si existe una asignacién de colores para los
nodos tal que nodos adyacentes reciben colores distintos. Formalmente, G es 3-coloreable si
existe una funcién f : N — {blanco, azul, rojo} tal que para cada (a,b) € A se tiene que
fla) # f(b).

Demuestre que el problema de 3-coloracion puede ser reducido eficientemente al problema de
satisfacibilidad. Vale decir, encuentre un algoritmo eficiente que dado un grafo GG construye
una férmula ¢ tal que G es 3-coloreable si y sélo si ¢ es satisfacible. Estime el nimero de
pasos de su algoritmo cuando el grafo GG tiene n nodos y m arcos.

., Qué pasa en el problema anterior si también consideramos algoritmos no eficientes? ;Cuales
son las férmulas de menor largo que podriamos usar en la reduccién?

Un grafo no dirigido G = (NN, A) es k-coloreable (k > 2) si existe una funcién f : N —
{1,2,...,k} tal que para cada (a,b) € A se tiene que f(a) # f(b).

Demuestre que el problema de k-coloracién puede ser reducido eficientemente al problema de
satisfacibilidad. Estime el ntimero de pasos de su algoritmo para un grafo con n nodos y m
arcos.

Usando la férmula construida en el problema anterior y resolucién, demuestre que el siguiente
grafo no es 2-coloreable:

Suponga que existe un algoritmo eficiente para el problema de satisfacibilidad, es decir, un
algoritmo que dada una férmula ¢ con n letras proposicionales, en n® pasos retorna 1 si la
férmula es satisfacible y 0 en caso contrario, donde ¢ es una constante fija.

Encuentre un algoritmo eficiente que dada una férmula ¢ retorna una valuacién o tal que
o(p) =1 si ¢ es satisfacible, y retorna 0 en caso contrario.

Decimos que dos grafos G; = (N1, A1) y Ga = (N3, As) son isomorfos si existe una biyeccién
f: N1 — Na tal que para todo a y ben A; se tiene que (a,b) € Ay siysdlosi (f(a), f(b)) € As.
Por ejemplo, los siguientes grafos son isomorfos:
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G1 G2

Encuentre un algoritmo eficiente que dados dos grafos G y Gy construye una férmula ¢ tal
que G1 y Go son isomorfos si y sélo si ¢ es satisfacible. Estime el nimero de pasos de su
algoritmo cuando Gy tiene ny nodos y m; arcos, y Gy tiene ng nodos y mo arcos.

Encuentre un método que no use tablas de verdad para demostrar que una férmula es una
tautologia. Use su método para demostrar que (p < ¢) <> (—p < —q) es una tautologia.

El principio de los cajones establece que si n+1 objetos son distribuidos en n cajones, entonces
al menos habrd un cajén con mas de un objeto. Demuestre el principio para n = 2 usando
calculo proposicional y resolucion.



