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Intuicién sobre expresividad de CTL"

Intuitivamente, existen propiedades de los sistemas de transicidn
que no pueden expresarse en CTL*. Por ejemplo:

» Un estado tiene dos sucesores.

» El sistema de transiciéon no tiene ciclos.

i Como podemos confirmar nuestra intuicién al respecto?

Primero debemos definir una relacién de equivalencia entre
sistemas de transicidon, llamada bisimulacién.
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La nocidn de bisimulacidn

Sean M = (E,R,(P23)aes) y M’ = (E', R, (P,)sex) dos sistemas
de transicién.

Una bisimulacién entre M y M’ es una relacién binaria
W C E x E’, tal que para cada (e, e') € W:
» ecP,o € € Pl paracadaac¥;
> para cada e tal que R(e, e), existe e tal que R'(¢/,¢€)) y
(e0,€) € Wiy
> para cada € tal que R'(€’, ep), existe e tal que R(e, ) y
(e0,€p) € W.

Si existe una bisimulacién W entre M y M’ tal que (e, €') € W,
escribimos (M, e) ~ (M’ €").
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Un ejemplo

Entre los siguientes sistemas de transicidn existe una bisimulacién:

&
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Propiedades

Definimos formalmente una propiedad como una funcién P que
asigna a cada sistema de transicién M un subconjunto de sus
estados (es decir, los estados que satisfacen P), y que es cerrada
bajo isomorfismo.

Ejemplo: Una propiedad es la de “tener dos sucesores”. Es la
funcidén Py, tal que

Pas(M) = {e € M | e tiene dos sucesores en M}.

Ejemplo: Otra propiedad es Pgg, tal que

Peca(M) = {ee M | (M,e) = EGa).
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Propiedades invariantes bajo bisimulaciéon

Una propiedad P es invariante bajo bisimulacién, si para cualquier
par de sistemas de transicion M y M’, y estados e € My e € M,

(M,e) ~ (M e) = (eecP(M)iff & € P(M)).

P. Barcel6 — Expresividad de las légicas temporales 6 /18



Propiedades invariantes bajo bisimulaciéon

Una propiedad P es invariante bajo bisimulacién, si para cualquier
par de sistemas de transicion M y M’, y estados e € My e € M,

(M,e) ~ (M e) = (eecP(M)iff & € P(M)).

Con los ejemplos anteriores podemos demostrar facilmente que Pas
no es invariante bajo bisimulacién.

P. Barcel6 — Expresividad de las légicas temporales 6 /18



Propiedades invariantes bajo bisimulaciéon

Una propiedad P es invariante bajo bisimulacién, si para cualquier
par de sistemas de transicion M y M’, y estados e € My e € M,

(M,e) ~ (M e) = (eecP(M)iff & € P(M)).

Con los ejemplos anteriores podemos demostrar facilmente que Pas
no es invariante bajo bisimulacién.

.Es Pgga invariante bajo bisimulacién? Intuitivamente si, aunque
parece mas dificil de demostrar.
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CTL" y bisimulacién

Sea ¢ una férmula en CTL*. Definimos P; como

PyM) = {ec M | (M,e) = ¢}

Teorema

Toda propiedad de la forma Py, donde ¢ es una férmula en CTL",
es invariante bajo bisimulacion.

Por tanto, no existe férmula ¢ en CTL" tal que Pps = Py.

Ahora demostraremos el teorema por induccién en el nimero de
cuantificadores de camino anidados la férmula.
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CTL" y bisimulacién: Demostracién del teorema

El ndmero de cuantificadores de camino anidados (#) en una
férmula de estado ¢ en CTL* se define como sigue:

> Si ¢ = a entonces #.(¢) = 0.
> Si ¢ = 1) entonces #.(¢) = #(V).
> Si ¢ =1 V1) entonces #.(¢) = max{#(vV), #(¢')}.

» Si ¢ = E1 entonces es

#c(4) = max {#c(a) | a subférmula de estado de o} + 1.
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CTL" y bisimulacién: Demostracién del teorema

Asuma M = (E, R, (Pa)aex), M = (E/> R, (P;)aei)i y
(M, e) ~ (M, €') mediante bisimulacién W.

Caso #.(¢) = 0: La férmula no tiene cuantificacién, y por tanto,
¢ es una combinacion Booleana de proposiciones atdmicas en .
Pero ya que (e, €') € W,

ecP, & € ¢cP, paratodoacy,

y concluimos que (M, e) = ¢ < (M’ €) = ¢.
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CTL" y bisimulacién: Demostracién del teorema

Caso #(¢) = k + 1: En este caso ¢ es una combinacién
Booleana de férmulas E1, donde cada subférmula de estado en ¥
tiene a lo mas k cuantificadores anidados.

Por tanto, consideramos sélo el caso ¢ = Ev), para ¢ férmula de
camino.
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CTL" y bisimulacién: Demostracién del teorema

El problema es que para % la induccién falla porque no es férmula
de estado. jQué hacemos ahora ...7
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CTL" y bisimulacién: Demostracién del teorema

El problema es que para % la induccién falla porque no es férmula
de estado. jQué hacemos ahora ...7

... Haremos otra induccién dentro de ésta, pero ahora sobre
férmulas de camino (tendremos que ocupar nuestra hipétesis de
induccién ah).
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CTL" y bisimulacién: Demostracién del teorema

El problema es que para % la induccién falla porque no es férmula
de estado. jQué hacemos ahora ...7

... Haremos otra induccién dentro de ésta, pero ahora sobre
férmulas de camino (tendremos que ocupar nuestra hipétesis de
induccién ah).

Necesitamos para esto un resultado intermedio.

P. Barcel6 — Expresividad de las légicas temporales 11 /18



CTL" y bisimulacién: Demostracién del teorema

Dos caminos m = ege; --- en My 7/ = eoe1 - en M’ se
corresponden en W, si para todo i > 0, (e;, ,) EW.

Lema: Si (M, e) ~ (M, €') mediante bisimulacién W, entonces
Y Y
para todo camino 7 = eej - - - en M existe un camino 7’ = €’ef - -

en M’ tal que m y 7’ se corresponden en W, y viceversa.

Ejercicio: Demuestre el lema.
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CTL" y bisimulacién: Demostracién del teorema

Nos basta entonces demostrar la siguiente proposicién por
induccién para terminar de demostrar el teorema:

Proposicién: Sea m = eye; -+ - un camino en My 7’ = ege] - - -

un camino en M’, tal que ™ y 7’ se corresponden en W. Para
toda férmula de camino 1, tal que para cada subférmula de estado
a de 1) se tiene que # (o) < k, es cierto que

(M7 77) ): Y= (M,77T/) ‘: .

Eso es lo que hacemos a continuacion.
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CTL" y bisimulacién: Demostracién del teorema

Caso base: 1) es una férmula de estado tal que #.(v)) < k.
Entonces,

Mm) Y & Mea)Ey
& (M, e) E v (por induccién, viene del teorema)

& M)k

Caso inductivo: Las combinaciones Booleanas son inmediatas, por
lo que sélo consideramos los casos 1 = X0 y ¢ = UE'.
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CTL" y bisimulacién: Demostracién del teorema

Caso ¢ = X6#: Entonces,

Mm)Ed & (M)
s (M () EO (xty (') se corresponden en W)

& ML) EY

Caso ¢ = 0U#': Ejercicio.
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Expresividad de LTL vs CTL"

Demostraremos que CTL" es estrictamente mds expresivo que
LTL.

Para ello es suficiente mostrar una férmula ¢ en CTL* y dos
sistemas de transicién M (con estado e) y M’ (con estado €’)
tales que:

» Para toda férmula ¢ en LTL, (M, e) E ¢ & (M, €) E .
» (M,e) = ¢ pero (M, €) I~ ¢.

La férmula a utilizar serd ¢ = A(Gazul — GEXrojo).
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Expresividad de LTL vs CTL"

Sean M y M’ como se observan a continuacién:

MKQ
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Expresividad de LTL vs CTL"

Note que (M, e) = ¢ pero (M’ €') I~ ¢.

Ademds, (M.e) y (M, €') son indistinguibles con férmulas en
LTL (;Por qué?).
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