Una Aplicacion de Teoria de Modelos
Finitos:

Loégica = Autéomata



Légica Monddica de Segundo Orden (MSO)

La l6gica monddica de segundo orden (MSO) restringe a la LSO sdlo

permitiendo cuantificadores de segundo orden unarios.

- ;Qué se puede decir en esta logica?

En esta seccién vamos a estudiar esta légica por su conexién con la

teoria de automatas.

- Vamos a demostrar que logica = autémata.



Notacién: Rango de cuantificacién

El rango de cuantificacion de una férmula ¢ en MSO se define como:
- Si ¢ es atémica, entonces rc(p) = 0.
- Si p = ), entonces rc(p) = rc().
- Si p =1V 0, entonces rc(p) = max{rc(y), rc(0)}.

- Si ¢ = dx 1), donde = es un cuantificador de primer orden, entonces
rc(p) =1+ re(y).

- Si ¢ = dX 1, donde X es un cuantificador de segundo orden,
entonces rc(p) = 1+ rc(y).



Notacion: Vocabularios extendidos

Dado: L-estructura 2, tupla a = (a1,...,amn) de puntos en A y tupla

A= (A1,...,A,) de subconjuntos de A.

Notacién: (A,a, A) es una LU {c1,...,¢cm, Pi(+),... P.(-)}-estructura tal
que:

- ¢ =aq; paratodo 1 <i<m,y

- PJA = A, para todo 1 < 5 < n.



Juegos para MSO

Dado: Vocabulario £ que contiene constantes {ci,...,cp}

Elementos del juego:
Tablero . L-estructuras A y ‘B

Jugadores . Duplicator (D) y Spoiler (S)

Numero de rondas : k& > 0 (parametro del juego)



Juegos para MSO

En cada ronda, S decide si va a jugar un punto o un conjunto.

- Si S decide jugar un punto, entonces elije una estructura y juega un

punto en esa estructura.

D responde con un punto en la otra estructura.

- Si S decide jugar un conjunto, entonces elije una estructura y juega

un conjunto en esa estructura.

D responde con un conjunto en la otra estructura.



Juegos para MSO

Sean (a1,...,am), (b1,...,bm) los puntos jugados en A y B, y
(A1,...,An), (B1,...,By) los conjuntos jugados en 2 y 5.

- Se tiene que kK = m + n.

: (A A B B
S gana el juego si ((¢1',...,¢p,a1,-..,am), (cT,...,c7, b1,

un isomorfismo parcial de (2, A;,..., A,) en (2B, B1,..., By).

..,bm)) no es

- En caso contrario gana D.



Juegos para MSO

D tiene una estrategia ganadora en el juego para MSO de k rondas entre
20 v B, si para cada posible forma de jugar de S, existe una forma de

jugar de D que le permite ganar.

Notacién: 2 =59 9B



Juegos para MSO: Primer ejemplo

Sean A = ({1,2,3,4}) y B = ({1,2,3,4,5}). ;Es cierto que
A =150 B?

Dado k > 1: jExiste algin n para el cual ({1,...,n}) E}YSO
{1,...,n,n+1})7



Juegos para MSO: Primer Ejemplo

Proposicién: Sea £ =0 y 2, B L-estructuras tales que |A|, |B| > 2.

Entonces 2 =M°° 8.

Demostracion: Por induccion en k.

La demostraciéon es trivial para el caso k = 1.

Suponga que la propiedad es cierta para k > 1, y que 2 y B son
L-estructuras tales que |A|, |B| > 2",

- Vamos a demostrar que 2 E%{leo B.



Juegos para MSO: Primer Ejemplo

Primero suponga que S decide jugar un punto a; en %l.

= Entonces D responde con un punto arbitrario b; en ‘8.

- Se tiene que |A ~ {a1}| > 2F y |B ~ {b1}]| > 2".

Entonces:
({ar}) =2 ({ba})
(A~ A{ar1}) =° (B~ {b}) por hipétesis de inducciéon

Por lo tanto: a partir de la movida (a1,b1), D tiene una estrategia

ganadora para las siguientes k movidas.

- D compone las estrategias senaladas arriba.
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Juegos para MSO: Primer Ejemplo

Ahora suponga que S decide jugar un conjunto A; en 2.

n Si|A] < 2k, entonces D responde con un conjunto arbitrario B; en
B tal que |A1| = |B1|.

- Se tiene que |A \ A1| > 2" y |B ~\ By| > 2",

Entonces:
(A1) =159 (B) dado que |A;| = |B1]
(AN A =9 (B~ B) por hipétesis de induccién

Por lo tanto: a partir de la movida (Ai, B1), D tiene una estrategia

ganadora para las siguientes k movidas.

- D compone las estrategias senaladas arriba.
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Juegos para MSO: Primer Ejemplo

= Si |A~ A;| < 2% entonces D responde con un conjunto arbitrario
Bl en % tal que |B AN Bl| = |A AN A1|

Como en el caso anterior, se concluye que a partir de la movida
(A1, B1), D tiene una estrategia ganadora para las siguientes k

movidas.
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Juegos para MSO: Primer ejemplo

= Si|A1] >2" y |A~ Ai| > 2%, entonces D responde con un conjunto
arbitrario By en B tal que |B;| > 2" y |B\ B;y| > 2".

Por hipdétesis de induccidn:

Por lo tanto: a partir de la movida (A1, B1), D tiene una estrategia

ganadora para las siguientes k movidas.
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Juegos para MSO: Primer ejemplo

Si S decide jugar en ‘B, D responde de manera anéloga.

Por lo tanto: D tiene una forma de responder a S en la primera movida

que le asegura una estrategia ganadora en las siguientes £ movidas.

Concluimos que: 2l E%_Elo ‘B
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Juegos para MSO: Segundo Ejemplo

Suponga que £ = {<}.

Proposicién: Sean 2, B L-estructuras tales que <, < son ordenes

lineales, |A| tiene una cantidad par de elementos y |B| tiene una

cantidad impar de elementos. Entonces 2 #3'°° 8.

Ejercicio: Demuestre la proposicion.
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Caracterizacion de MSO

Dado: Vocabulario L.

Notacién: MSO|k]| es el conjunto de L-oraciones en MSO con rango

de cuantificacion a lo mas k.

Teorema: Para todo par de L-estructuras 2l y 8B, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
(1) A =M9 9,
(2) Ay B estan de acuerdo en MSO|k].
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Demostracion de la caracterizaciéon: Tipo de una estructura

Dado: L-estructura 2, tupla @ de puntos en A y tupla A de subconjuntos
de A.

El MSO k-tipo de (2, a, A) es definido como:

mso—tpk(Ql,c_L, A) — {90(537)2) ‘
©(Z, X) es una férmula en MSO tal que
re(p(@, X)) <k y A @ A)}
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Demostracion de la caracterizaciéon: Tipo de una estructura

Lema: Si L es finito, entonces mso-tp, (2, a, A) contiene un nimero

finito de férmulas hasta equivalencia légica.

Demostracion: Como en el caso de LPO, por induccién en k se puede

demostrar que hasta equivalencia légica hay un nimero finito de
férmulas ¢(Z, X) en MSO con rc(p(z, X)) < k. O]

Como mso-tp, (A, a, A) es finito (hasta equivalencia l6gica), existe una
férmula X]fm, a. A)(.i:, X) que lo representa.

- Para cada (8,b, B) se tiene que B = X];m,a,A) (b, B) si y sélo si
mso-tp, (B, b, B) = mso-tp, (A, a, A).
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Demostracidon de la caracterizacidon: Back & Forth

Para la demostracién usamos tipos v la relacién ~M5© definida de

la siguiente forma:
- A "0 B si A =0 B,

- A = MEP B si

forth : paracada a € A, existe b € B tal que (U, a) ~¥*° (8B,b), y
para cada X C A, existe Y C B tal que (A, X) ~¥5° (B,Y)
back : paracada b€ B, existe a € A tal que (2, a) ~¥°° (B,b), y

para cada Y C B, existe X C A tal que (A, X) ~¥5° (B,Y)
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Caracterizacion de MSQO: Version extendida

Teorema: Para todo par de L-estructuras 2 y B, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1) A =50 B,

(2) Ay B estdn de acuerdo en MSO|k].
(3) A M5O B

Demostracion:

(1) < (3): Por induccién en k. Para k = 0 se tiene por definicién.

20



Demostracion de la versidon extendida

Supongamos que la propiedad se cumple para k.

= Suponga que 2 _i/flo B. Tenemos que demostrar que 2l El,;/ﬂrslo B.

Si S juega a; € A, existe by € B tal que (U, a1) ~°° (B, b1) (ya

que A ~}°F B). Por hipétesis de induccién: (2, al) =50 (8, by).

- Para todo a1 € A, existe by € B tal que (2,a1) =2"° (B, by).

Si S juega A; C A, existe B1 C B tal que (U, A1) ~¥°° (B, B1) (ya
que 2A ~"5P B). Por hipétesis de induccién: (2, A1) = —MSO (B, B1).

- Para todo A; C A, existe By C B tal que (U, A1) =2°° (%8, By).

Combinando esto con los resultados obtenidos usando back,

concluimos que 2l El,;/[ff) B.
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Demostracion de la versidon extendida

= Suponga que 2 E%Elo 8. Tenemos que demostrar que 2 _1];/55110 B.

Sea a1 € A y suponga que S juega a;. Como 2 E%{leo B, existe

by € B tal que (A, a1) =2°° (B, b1). Por hipétesis de induccién:
(A, a1) =77 (B, by).
- Para todo a; € A, existe by € B tal que (U, a1) ~3"°° (%, b1).

Sea A1 C A y suponga que S juega A;. Como 2 El,;/[ff) B, existe

B C B tal que (U, A1) =°° (B, By). Por hipétesis de induccién:
(A, A1) ~°° (B, By).
- Para todo A; C A, existe By C B tal que (U, A1) ~°° (%8, By).

Combinando esto con los resultados obtenidos al hacer jugar a S en

B, concluimos que 2 _23?10 B.
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Demostracion de la versidon extendida

(2) < (3): Por induccién en k.
Para k = 0 se tiene la equivalencia.

Supongamos que la equivalencia se tiene para k.

= Suponga que 2 f:}fff) B. Tenemos que demostrar que 2 y B estan

de acuerdo en MSOIk + 1]. Para hacer esto nos basta con considerar
los casos dz p(x) y X (X).

- Si A = Jx p(x), entonces existe a € A tal que 2 = ¢(a).

Como A ~}'°P B existe b € B tal que (A, a) ~;'°° (B, b).
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Demostracion de la versidon extendida

Por hipétesis de induccién: (2, a) v (28, b) estan de acuerdo en

MSOIk].

Sea L1 = L UA{c}. Como (A, a) = ¢(c), rc(p(c)) =k y (A, a),
(B, b) estan de acuerdo en MSO[k], se tiene que (8,b) &= ¢(c).

Tenemos entonces que B = (b), por lo que concluimos que

B = dx p(x).

De la misma forma concluimos que si 8 = Jx ¢(z), entonces

A = Jx p(x).
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Demostracion de la version extendida

- Si A EJX ¢(X), entonces existe A; C A tal que A = ¥ (A1).
Como 2 ~"2P B, existe By C B tal que (2, A1) ~°° (B, By).

Por hipétesis de induccién: (2, A1) y (2B, B1) estan de acuerdo
en MSOIk].

Sea L1 = LU{P(:)}. Como (A, A1) =9 (P), rc(v(P))=ky
(A, A1), (B, B1) estan de acuerdo en MSO|k], se tiene que
(B, B1) = ¢(P).

Tenemos entonces que B = (B1), por lo que concluimos que

B = IX ¢(X).

De la misma forma concluimos que si 8 = 3X ¥ (X), entonces

A = 3X (X).
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Demostracion de la versidon extendida

= Suponga que 2 y B estan de acuerdo en MSO|k + 1]|. Tenemos que

demostrar que 2 _1,:;&810 B.

Sea a1 € A. Como U = X]&[)al)(al), sabemos que 2 = Jdz X&,al)(az).
Puesto que rc(3dx X’(‘:%al)(az)) = k + 1, se tiene que
B = dx X]&[,al)(az). Entonces, existe by € B tal que B = Xéﬂm,al)(bl)-

Por lo tanto: mso-tp, (2, a;) = mso-tp, (B, b1 ), lo cual significa que
(A, a1) y (2B, b1) estdn de acuerdo en MSOIk]. Asi, por hipétesis de
induccion: (A, a1) ~2°° (B, by).

Entonces: Para todo a; € A, existe by € B tal que
(A, a1) =57 (B, 1)

De la misma forma concluimos que para todo by € B, existe a1 € A
tal que (A, a1) ~¥°° (B, b1).
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Demostracion de la versidon extendida

Sea A1 C A. Como U = X]Fm,Al)(Al)a se tiene que
A = 3X X]fm,Al)(X)- Entonces B = 34X X’&[,Al)(X) ya que
rc(3X X]&[)Al)(X)) =k+ 1.

Por lo tanto: Existe B; C B tal que B = X]&(,Al)(Bﬁ-

Concluimos que mso-tp, (2, A1) = mso-tp, (B, B1), lo cual significa
que (A, A1) y (2B, B1) estan de acuerdo en MSOIk]. Asi, por
hipStesis de induccién: (A, Ay) ~¥°° (B, By).

Entonces: Para todo A1 C A, existe B; C B tal que
(A, A1) ~"°° (B, By).

De la misma forma concluimos que para todo By C B, existe
A; C A tal que (A, Ay) ~3°° (B, By).

- Tenemos que 2 _%Fslo B. [
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Caracterizacidon de MSQO: Dos corolarios

Sea L = () y PARIDAD = {2 € struct[L£] | dominio de 2 tiene un

numero par de elementos}.

Corolario 1: PARIDAD no es expresable en MSO.

Corolario 2: MSO es menos expresiva que LSO.
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