
Métodos Lógicos para Ciencia de la Computacíon - CC51N
Tarea 3

1. Usando juegos de Ehrenfeucht-Fraı̈ssé, demuestre que no existe una oraciónφ de la lógica de primer
orden sobre el vocabulario de los grafos tal que para todo grafo finito G, G |= φ si y solo siG es
conexo.

2. Seaσ un vocabulario que solo contiene relaciones. Dadas dosσ-estructurasA y B, definimos su
producto cartesianoA×B como la siguienteσ-estructura: El dominio deA×B esA×B, dondeA es
el dominio deA y B es el dominio deB. Además, para cada sı́mbolom-arioR enσ, la interpretación
del sı́mboloR en A × B contiene todas las tuplas((a1, b1), . . . , (am, bm)) ∈ (A × B)m tal que
(a1, . . . , am) pertenece a la interpretación deR enA y (b1, . . . , bm) pertenece a la interpretación de
R enB.

SeanA1,A2,B1,B2 estructuras sobre el vocabularioσ. Demuestre que para todok ≥ 0, siA1 ≡k B1

y A2 ≡k B2 entonces debe ser el caso queA1 ×A2 ≡k B1 × B2.

3. SeaΣ un alfabeto finito. Los strings sobre alfabetoΣ pueden representarse como estructuras finitas
sobre el alfabetoσΣ que contiene un sı́mbolo binario< y sı́mbolos unariosPa para cadaa ∈ Σ. Un
string s ∈ Σ∗ de largon puede entonces representarse como la estructuraMs sobre alfabetoσΣ tal
que el dominio deMs es{1, . . . , n}, el sı́mbolo< se interpreta como el orden natural en{1, . . . , n},
y para cadaa ∈ Σ, Pa contiene el conjunto de aquellas posiciones del string donde la letraa ocurre.

Definimos a las expresionesstar-free sobreΣ inductivamente de la siguiente forma:

∅, ǫ, y a (a ∈ Σ) son expresiones star-free.

Si R es expresión star-free, entonces también lo esR̄.

Si R y S son expresiones star-free, entonces también lo sonR ∪ S y RS.

Interpretamos cada expresión star-freeR como un lenguajeL(R) ⊆ Σ∗ de la siguiente forma:

L(∅) = ∅, L(ǫ) es el lenguaje que solo contiene al string vacı́o, yL(a) = {a}, para cadaa ∈ Σ.

L(R̄) = Σ∗/L(R).

L(R ∪ S) = L(R) ∪ L(S) y L(RS) = L(R) · L(S).

Demuestre lo siguiente:

a) Para cada expresión star-freeR sobreΣ es posible construir expresión regularR′ sobreΣ tal
queL(R) = L(R′), dondeL(R′) es el lenguaje regular asociado con la expresión regularR′.

b) Para cada expresión star-freeR sobreΣ es posible construir una oraciónφ de la lógica de primer
orden sobre el vocabularioσΣ tal que, para cada strings ∈ Σ∗, s ∈ L(R) ⇔ Ms |= φ.

c) Para cada oraciónφ de la lógica de primer orden sobre vocabularioσΣ es posible construir una
expresión star-freeR sobreΣ tal que, para cada strings ∈ Σ∗, s ∈ L(R) ⇔ Ms |= φ.


