Poder expresivo de una légica sobre una clase de estructuras

Dado: Clase C de L-estructuras.

- Ejemplo: C es el conjunto de ordenes lineales.

P es una propiedad sobre C si P C C.

Decimos que P es expresable en légica de primer orden en C si existe una

oracién ¢ tal que para toda 2 € C:

AE= si y sélo si A e P.

..Se puede usar la metodologia para demostrar que una propiedad no es

expresable en C? ;Cémo?
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Ejemplo: Ordenes lineales

Sea £ = {<} y C la clase de ordenes lineales sobre L. Queremos

demostrar que la siguiente propiedad no es expresable:

P = {Ae€C]||A|es par, donde A es el dominio de 2}.

Suponemos que P es expresable en C. Entonces existe ¢ tal que para

todo orden lineal :

A E= si y solo si 2 tiene un numero par de elementos.

Suponemos que rc(p) = k.
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Ejemplo: Ordenes lineales

Tenemos que encontrar estructuras 2 y B tales que A = B, 2 tiene un

numero par de elementos y B tiene un numero impar de elementos.

., Cuan grandes tienen que ser los dominios de 2 y B7

- Con una férmula con rango de cuantificacion k, ;De qué tamano son

la estructuras que podemos distinguir?
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Légica de primer orden y ordenes lineales

Definimos una familia de férmulas an,(z,y) (n > 1) de manera recursiva:

ai(z,y) = x<y,
on(z,y) = Fan(apz)(@,zn) Aarzy(@n, y)).

Veamos cuales son las propiedades fundamentales de estas férmulas.

Propiedad I: rc(an(x,y)) = [logn].

Demostracion: Por induccién en n. Para n = 1 se cumple trivialmente.
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Légica de primer orden y ordenes lineales

Supongamos que n > 2 y que la propiedad se cumple para todo niimero

menor que 1.
Por definicién: re(an(z,y)) = 1+ méx{rc(a 2| (z,zn)), rc(arzi(zn,y))}-

Por hipétesis de induccién:
n
TC(O(L%J(CU,y)) — ﬂogth—L

re(arg(z,y)) = [log[Z]].

Como log| % | <log[ %], concluimos que:

re(an(z,y)) = 1+ [log[31].

Por demostrar: [logn| =1+ [log| 5 |].
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Un poco de aritmética ...

Consideramos tres casos:

1. Suponemos que n = 2¢, donde ¢ > 1.
Entonces [2] = 2", por lo que:

Mogn] =f=1+(—1)=1+[log2" '] =1+ [mg%ﬂ.

2. Suponemos que n = 2° + 2¢, donde £ > 1y 0 < 2¢ < 2°.
Como 2° < 2° +2¢ < 271, concluimos que [logn] = £+ 1.

Como 0 < 2¢ < 2%, se tiene que 0 < ¢ < 271, Concluimos que
2t=1 < 2871 4 ¢ < 2% vy por lo tanto [log[ 5 || = ¢, puesto que
5] = 2= 4 ¢

De todo lo anterior: [logn| =1+ [log|%]].
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Un poco de aritmética ...

3. Suponemos que n =2°+2c+1,donde £> 1y 1< 2c+1 < 2°.
Como 2° < 2° +2c +1 < 2! concluimos que [logn] = ¢ + 1.

Como 1 < 2¢c+ 1 < 2%, se tiene que % <c+ % < 271, Entonces
tenemos que 1 <c+1< 2¢=1 . Concluimos que 261 ot 4 41
< 2%, y por lo tanto [log[2]] = ¢, puesto que [2] =2"" + ¢+ 1.

De todo lo anterior: [logn| =1+ [log|5]].
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Légica de primer orden y ordenes lineales

Propiedad II: Sea A = (A = {1,...,m}, <*). Si A = o (i, ), entonces
]—12>n.
Demostracion: Por induccién en n. Para n = 1 es facil de verificar.

Sea n > 2 y supongamos que la propiedad se cumple para todo ntimero

menor que n.

Si A = an(i,7), entonces existe k tal que 2 = oz (i, k) y
A= arzy(k, ).

Por hipétesis de induccién:
n n
k—12>|—= — k> [ =].
LA

Como j —¢ = (j — k) + (k — 1), concluimos que j —i > [ 5] + [ 5] = n.
[]

18



Juegos y ordenes lineales

Primer corolario: Si un orden lineal 2 satisface asx (a,b), entonces la

distancia entre a y b es al menos 2*.

- Con una férmula con rango de cuantificacion k£ podemos verificar si

dos puntos estdn a distancia 2.

= 9 tiene al menos 2F 4+ 1 elementos.

Tenemos una primera indicacién de que si queremos 2 =5 B, entonces 2

y B deben tener un nimero exponencial de elementos.

Hagamos esta afirmacién mas precisa ...
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Juegos y ordenes lineales

Dado: A = (A={1,....,m}, < y B =(B={1,...,n},<5).

Pregunta original: ;Cuan grandes tienen que ser m y n para que

2k—1

Proposicion: Sim <n < , entonces existe una oracién ¢ tal que

Ao, B Epyre(e) <k.

Demostracion: Sea

p = Jrx(EGyapz)(y,z) A Jzarzi-1(z,2)).

Se tiene que A = o v B E . jPor qué?
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Juegos y ordenes lineales

También se tiene que rc(p) =2+ re(a 2 (y,z)) =2+ [log| 7 ]].

Como n < 2¥7', se tiene que [ 2| < 272, por lo que [log|2]] <k — 2.
Concluimos que rc(p) < k. ]

Conclusién: Si queremos que A = B, entonces |A| y |B| deben ser O(2%).

Vamos a ver que esta es una buena estimacion ...
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Ordenes lineales indistinguibles

Dado: A = (A={1,....,m}, < y B =(B={1,...,n},<?).

Proposicién: Si m,n > 2% + 1, entonces 2A =, 8.

Demostracién: Tenemos que definir la estrategia ganadora para D.

Vamos a utilizar una estrategia que en la ronda ¢ < k cumpla lo
siguiente: Si las movidas en 2y B son (ai,...,ar)y (bi,...,be),
respectivamente, entonces para todo 1 < 1,7 < £:

2k—£

(la) si|a; —aj] < , entonces |b; — bj| = |a; — a;l;

(1b) si |a; — 1| < 257¢, entonces |b; — 1| = |a; — 1];

(1c) si |a; —m| < 27, entonces |b; — n| = |a; — m|;
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Ordenes lineales indistinguibles

(2a) si |a; — a;| > 2% entonces |b; — b;| > 2F7¢;

(2b) si |a; — 1| > 2%, entonces |b; — 1| > 277,

(2¢) si |a; —m| > 2", entonces |b; — n| > 287

(3) a; < a; siy solo sib; <bj.
Cuando tomamos ¢ = k, concluimos que gana D. jPor qué?

Vamos a demostrar por induccién en ¢ < k que D puede jugar de tal

forma de cumplir las condiciones anteriores.
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Ordenes lineales indistinguibles

Suponga que en la ronda ¢ < k las movidas en 2 y B son (a1,...,as)y

(b1,...,bs), respectivamente.

Suponga que S decide jugar un punto as+1 en 2 (si hubiera decidido
jugar un punto en B, la estrategia se definiria de la misma forma).
Tenemos tres casos posibles:

- Existe 1 < i < /£ tal que a; es el menor elemento en (a1,...,a¢) y

1 < a1 < a,.

- Existe 1 < i < /£ tal que a; es el mayor elemento en (a1,...,ar)y

a; < ag41 < m.

- Existen 1 < 4,5 < /£ tales que a; < aj, no existe un elemento entre

ellos en (a1,...,a¢0) y ai < arp1 < a;.
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Ordenes lineales indistinguibles

Vamos a ver como se define la estrategia en el tercer caso. Los otros dos

casos son idénticos a este.

2F~* entonces |b; — b;| = |a; — b;|. Los intervalos

- Si ‘CLZ‘ — aj\ <
la;,a;] en Ay [bi,b;] en B son isomorfos, por lo que es facil definir

be+1. {Coémo se define?

- Si |a; —a;| > 2F7¢, entonces |b; — bj| > 2°7¢. Para definir by,

consideramos tres casos.

Si|a; — arr1| < 2]‘3_(”1), entonces definimos byr1 como un

punto en B mayor o igual a b; tal que |a; — ary1| = |bi — bey1].

Sila; — aey1| < 2]“_(”1), entonces definimos by41 como un

punto en B menor o igual a b; tal que |a; — ary1| = |b; — bet1].
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Ordenes lineales indistinguibles

Si |a; — aep1] > 287D v oja; —appi| > 2P %Y | entonces

definimos by4+1 de la siguiente forma.

Sabemos que existe por lo menos un punto b; < b < b; tal que
b; — b > 28D ¢ 1ps — b > 28D Definimos bey1 como

uno de estos puntos.

Para terminar la demostracion debemos probar que (a1,...,as41) y

(b1,...,bes1) satisfacen las condiciones iniciales. jEs cierto esto?
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Paridad no es definible sobre ordenes lineales

Sea L = {<}, C la clase de ordenes lineales sobre L y

P = {Ae€C]||A| es par, donde A es el dominio de }.

Corolario: P no es definible en l6gica de primer orden en C.

Ejercicio: Demuestre el corolario.
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé: Caso general

Volvemos a considerar vocabularios con constantes.

Dado: Vocabulario £ y L-estructuras 2l y ‘B.

Decimos que B es la sub-estructura de 2l inducida por B si

- BC A,

- para cada ¢ € L, se tiene que ¢ € B y B = e,

- para cada R € £ de aridad k: R® = R* n B*.
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Notacién: Isomorfismo incluyendo constantes

Dado: L-estructuras 2, B8 y una funcién f: A — B.

Decimos que f es un isomorfismo de 2 en B si:
- f es una biyeccién.

- Para cada ¢ € L, se tiene que f(c*) = c”.

- Para cada R € £ de aridad k y @ € A", se tiene que @ € R si y sélo
si f(a) € R”.

Notacién: 2 y B son estructuras isomorfas, denotado como 2 == B, si

existe un isomorfismo f de 2 en *B.
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Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé: Caso general

Tablero . L-estructuras A y ‘B
Jugadores . Duplicator (D) y Spoiler (S)
Numero de rondas : k& > 0 (pardametro del juego)

En cada ronda:

1. S elije una estructura y un punto en esa estructura.

2. D responde con un punto en la otra estructura.
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Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé: Caso general

Dado: Vocabulario £ que contiene constantes {ci,...,cs}.

Sean (a1,...,ax)y (b1,...,br) los puntos jugados en 2 y B. Entonces S
gana el juego si ((ci',..., ¢t a1,...,ar),(cP,...,cP,bi,...,by)) no es un

isomorfismo parcial de 2 en ‘B.

- En caso contrario gana D.

., Por qué incluimos las constantes?

- Notese que puede pasar que 2 Zo 8. jTiene sentido esto?
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Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé: Estrategia ganadora

Decimos que D tiene una estrategia ganadora en el juego de
Ehrenfeucht-Fraissé de k rondas entre 2 y B si para cada posible forma

de jugar de S, existe una forma de jugar de D que le permite ganar.

Notacion: 2 =5 ‘B.

Ejercicio: Sea £ = {<, min, maz} y C la clase de L-estructuras tales
que < es un orden lineal, min es el menor elemento de < y maz es el

mayor elemento de <.

Demuestre que para 24,8 € C, si A =, B y |A| # |B|, entonces
A}, B| > 2 + 1.
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé

Dado: Vocabulario L.

Notacion: LPOIk] es el conjunto de L-oraciones en légica de primer

orden con rango de cuantificacion a lo mas k.

Teorema (Ehrenfeucht-Fraissé): Para todo par de

L-estructuras 2 y B, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(2) Ay B estan de acuerdo en LPOIEk].

Ejercicio: Use este resultado para demostrar que la clausura transitiva

no es definible en légica de primer orden sobre la relacién sucesor.
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé: Demostracion

Dado: L-estructura 2 y tupla a = (a1,...,an) en A™.

Notacion:

- L Resultado de extender £ con m constantes nuevas ci, ..., Cm.

- (A, a@): Lm-estructura tal que ¢;° = a;, para todo 1 <14 < m.

Dadas variables 1, ..., Tm, €l k-tipo de (2, a) es definido como:

tp, (A, a) = {o(x1,....,xm) | re(p(1, ..., 2m)) <k yAEplar,...,am)}.

34



Tipo de una estructura

Lema: Si £ es finito, entonces tp, (2, @) contiene un ntmero finito de
férmulas hasta equivalencia légica.

Demostracion: Por induccién en k y m, podemos demostrar que hay
un numero finito de férmulas @(z1,...,Tm) con re(p(z1,...,Tm)) < k

hasta equivalencia légica. ;Como se demuestra esto?

Como tp, (A, a) es finito (hasta equivalencia logica), existe una féormula

SOIFQL@)(ZIH, ..., Tm) que lo representa.

- Para cada (B,b) se tiene que B = golfm,a)(g) si y sélo si
tp, (2B,b) = tp, (A, a).
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé: Demostracion

Para demostrar el Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé usamos tipos y

la relacion ~; definida de la siguiente forma:

- A ~0 B si A =p 8.

- A k41 B si
forth : Para cada a € A, existe b € B tal que (A, a) ~ (°B,b)
back : Paracadab € B, existe a € A tal que (A, a) ~ (°B,b)
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé: Versidon extendida

Teorema (Ehrenfeucht-Fraissé): Para todo par de L-estructuras 2 y

B, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) A= B.

(2) Ay B estan de acuerdo en LPOIk].

(3) A~y B.

Demostracion:

(1) & (3): Por induccién en k. Para k = 0 se tiene por definicién.

37



Demostracion de la version extendida

Supongamos que la propiedad se cumple para k.

- Suponga que 2 ~;1+1 B. Tenemos que demostrar que A =x1 B.

Suponga que S decide jugar a; en 2. Entonces como A ~x1 ‘B,
existe b1 en B tal que (A, a1) ~k (2B, b1). Por hipdtesis de induccién:
(A, a1) =k (B, b1).

Por lo tanto: Para todo a € A, existe b € B tal que (2,a) =¢ (B, b).

De la misma forma, pero ahora usando back, concluimos que para
todo b € B, existe a € A tal que (A, a) =, (°8,5).

De lo anterior: A =, ‘B.
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Demostracion de la versidon extendida

- Suponga que A =x+1 B. Tenemos que demostrar que A ~x1 B.

Sea a € A y suponga que S decide jugar este punto. Como D tiene
una estrategia ganadora en el juego de k + 1 rondas entre 2 y ‘B,
existe b en B tal que (A, a) =¢ (B, b). Por hipdtesis de induccion:
(A, a) ~ (B, b).

Por lo tanto: Para todo a € A, existe b € B tal que (2, a) >~ (°B,b).

De la misma forma, pero ahora dejando jugar a S en ‘B, concluimos
que para todo b € B, existe a € A tal que (A, a) ~ (°B,b).

De lo anterior: A ~g ;1 ‘B.
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Demostracion de la version extendida

(2) < (3): Por induccién en k.

Para k = 0 se tiene la equivalencia. ;Por qué?

Supongamos que la equivalencia se tiene para k.

- Suponga que 2 ~;1+1 B. Tenemos que demostrar que 2 y B estan
de acuerdo en LPO[k + 1]. Para hacer esto nos basta con considerar

el caso ¢ = dx Y (x). jPor qué?
Si A = dx(x), entonces existe a € A tal que A = (a).

Como A ~p41 B, existe b € B tal que (A, a) ~ (°B,b).
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Demostracion de la version extendida

Por hipdtesis de induccién: (20, a) y (25, b) estan de acuerdo en
LPOK].

Sea L1 = L U {c}. Como (A, a) = ¥(c), re(P(c)) =k y (A, a), (B, b)
estdan de acuerdo en LPOIk], se tiene que (%8,b) = 9(c).

Tenemos entonces que B = 1 (b), por lo que concluimos que

B = drp(x).

De la misma forma concluimos que si 98 = Jx ¥ (x), entonces
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Demostracion de la versidon extendida

- Suponga que 2 y B estan de acuerdo en LPO[k + 1]. Tenemos que
demostrar que A ~ 1 ‘8.

Sea a € A. Como U = gp’&,a)(a), sabemos que A = Jx gol(‘;m,a)(az).
Puesto que rc(dx gpl(“m,a) (x)) = k + 1, se tiene que B = Jx go’("m,a)(az).
Entonces, existe b € B tal que B |= gol(“m,a)(b).

Por lo tanto: tp, (2, a) = tp, (B, b), lo cual significa que (A, a) y
(%8, b) estan de acuerdo en LPO[k|. Asi, por hipdtesis de induccion:
(A, a) >~ (B, b).

Entonces: Para todo a € A, existe b € B tal que (2, a) ~¢ (28, b).

De la misma forma concluimos que para todo b € B, existe a € A
tal que (A, a) ~ (°B,b).

De lo anterior: 2 ~j 1 ‘5.
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