La complejidad de VAL

Teorema (Church): VAL es indecidible.

Demostracion: Vamos a reducir el siguiente problema a VAL:

L = {we {0,1}" | existe una MT determinista M
tal que w = C(M) y M acepta €}.

.,Por qué es este problema indecidible?
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La complejidad de VAL

Entonces: Para cada MT M determinista, tenemos que construir

una férmula @y, tal que:

M acepta € si y sblo si s es valida.

Suponemos que M = (Q,{0,1},qo,9, F'), donde

- Q:{q07---7Qm}7

- F={qm},

- no existe una transicién en 0 para .
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La complejidad de VAL

Definimos un vocabulario £ de la siguiente forma:;:

P(t) : t es el tiempo de partida de la maquina.

C(t,p) : M tiene un 0 en la posicién p de la cinta en el tiempo t.
U(t,p) : M tiene un 1 en la posicién p de la cinta en el tiempo t.
B(t,p) : M tiene un B en la posicién p de la cinta en el tiempo t.
E;(t) estado de M es ¢; (i € [0,m]) en el tiempo ¢.

T(t,p) : la cabeza se encuentra en la posicién p en el tiempo t.
L(x,y) : orden lineal en el dominio.

@n: es definida como (pp A pr Awr Apc A ps) — @Aa.
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La complejidad de VAL

wp: Hay un tnico punto de partida.

Jz(P(z) AVy(z #y — =P(y))).

wr: L es un orden lineal donde cada elemento tiene un sucesor y un

predecesor.

Vo —L(x,z) ANVaVyVz ((L(x,y) A L(y,2)) — L(x,z)) A
VaVy (x =y V L(x,y) V L(y,x)) A
Vedy (L(x,y) A 3z (L(x,2z) A L(z,y))) A
Vedy (L(y,x) A —3z (L(y,z) A L(z,x))).

Usamos este orden para definir un predicado auxiliar:

suc(x,y) = L(x,y)A—-3z (L(x,z) N L(z,y)).
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La complejidad de VAL

wr: Estado inicial.

Ve (P(x) — (Eo(x) AT (x,z) ANVy B(x,y))).
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La complejidad de VAL

wc: La maquina funciona correctamente.

wc se define como la conjuncién de cuatro férmulas. Primero, cada celda

siempre contiene un unico simbolo:

Vavy ((C(z,y) A =U(z,y) N —B(z,y)) V
(U(z,y) N—=C(z,y) N=B(z,y)) V (B(z,y) A =C(z,y) A =U(z,y))).
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La complejidad de VAL

Segundo, la maquina siempre estd en un unico estado:

Tercero, la cabeza siempre estd en una Unica posicion:

Vedy (T(z,y) AVz (y # 2z — =T (x, 2))).
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La complejidad de VAL

Cuarto, el valor de una celda no cambia si no es apuntada por la cabeza:

VaevVyVz (=T (xz,y) N suc(x, z)) — ((C(z,y) NC(z,y)) V
(U(z,y) NU(z,y)) V (B(z,y) A B(z,y)))).
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La complejidad de VAL

ws: funcién o define como funciona la maquina.

Para cada transiciéon en ¢ se define una férmula, y ¢s5 se define como la

conjuncién de estas férmulas.

Ejemplo: Para d(qi,0) = (gq;, 1, ) se define la siguiente férmula:

VaVyVuVv ((Ei(x) AT (z,y) N C(x,y) A suc(zx,u) A suc(v,y)) —
(Ej(u) AT (u,v) ANU(u,y))).
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La complejidad de VAL

v 4: La maquina acepta €.

Jxdy (P(z) A (z =y V L(z,y)) A En(y)).

Ahora sélo falta demostrar que M acepta € si y sélo si ¢ es valida.

- Qué sucederia si pps es definida como pp A pr Apr Apc Aps Npa?
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La complejidad de SAT

Corolario: SAT es indecidible.

Ejercicio: Demuestre el corolario.

Para la légica proposicional SAT era decidible (pero dificil). jPara la

logica de primer orden es indecidible!
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L.a nocidn de isomorfismo

Sean A = (N, 0N, sY) y B = (B, 05, sB) definida como:

. B={0}".

- s%(0---0)= 0---0 , para todo n > 0.
N——

n veces n—+1 veces

/Son similares estas estructuras? jPor qué?

- Si identificamos 7 € N con 0-- -0 podemos ver que estas estructuras
N——

1 veces

son idénticas.
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L.a nocidn de isomorfismo

Dos estructuras son isomorfas si son idénticas excepto por sus dominios.

Dado: vocabulario £ y dos L-estructuras 2 y 8 con dominios A y B,

respectivamente.

Definicién: 2 y B son isomorfas, denotado como 2l = B3, si existe una

biyeccién h : A — B tal que:

- h(c*) = ¢?, para cada constante ¢ € L.

- h(f*(ar,...,am)) = fP(h(a1),..., h(an)), para cada funcién

m-aria f € L y elementos a1, ..., am € A.

- (a1,...,an) € R* siy sélosi (h(a1),...,h(an)) € RP, para cada

funcion n-aria R € L y elementos a1, ..., a, € A.
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La nocidn de isomorfismo: Ejemplos

1. Sea A = (N, 0", 1V, +%, <My B = (B, 07, 17, 48, <), donde B
es el conjunto de los nimeros pares y los demaés simbolos son

definidos de manera usual. ;Son 2 y ‘B isomorfos?

2. ;Qué pasa en el caso anterior si ademas consideramos la

multiplicacién?

3. Sea L={E} y A= (A, E?), donde A ={1,2,3,4} y E* = {(1,2),
(1,3), (3,2), (4,1), (4,2)}. Defina una oracién ¢ tal que para toda
L-estructura B se tiene que B = ¢ si y sélo si A = B.

4. Sea 3 = (Z,0%, 1%, 5% +%, .2 <*) ;Son M y 3 isomorfos?
5. Son Iy R isomorfos?
6. Sea A = (R, +%, %) y B = (C,+%,-%). ;Son A y B isomorfos?
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