Logica de primer orden

Dos de los objetivos de la légica proposicional:

- Poder modelar el proceso de razonamiento.

- Poder formalizar la nocion de demostracion.

. Podemos expresar el siguiente argumento en légica proposicional?

Todos los hombres son mortales.

Socrates es hombre.

Por lo tanto, Sécrates es mortal.

., Podemos demostrar que para el conjunto de los niimeros naturales

es cierto que todo numero es par o impar?



Légica de primer orden

El poder expresivo de la logica proposicional es limitado.

- ;Por qué usamos esta logica?

Vamos a introducir una légica mas expresiva.

- Tiene algunas de las buenas propiedades de la légica

proposicional, pero no todas!

Para expresar el argumento mostrado al principio necesitamos

cuantificadores: para todo y existe.



Légica de primer orden: Vocabulario

Una férmula en 16gica de primer orden esta definida sobre algunas
constantes, funciones y predicados.

Un vocabulario £ es la unién de tres conjuntos:

constantes :  {cy,...,cp, ..}
funciones ' {f1,..., fin,- -},
relaciones @ {Ry,....R,, ...}

Notacion: aridad de una funciéon f (relacién R) es el niimero de

argumentos de f.

- Cada funcién tiene una aridad mayor a O.

- Cada relacion tiene una aridad mayor o igual a 0.



Légica de primer orden: Vocabulario

Ejemplo: Para los niumeros naturales £ es la unién de

constantes : {0, 1},
funciones  :  {s, +, -},
relaciones : {<}.

s es una funcién unaria, + y - son funciones binarias y < es una

relacién binaria.



Légica de primer orden: Sintaxis

Las formulas de la légica de primer orden se construyen usando:

Conectivos logicos: =, V, A, — y «.

Paréntesis: (y ).

Relacion binaria =.

Variables.

Cuantificadores: V y 4.

Veamos algunos ejemplos, antes de introducir formalmente la
sintaxis de la logica de primer orden.



Sintaxis de la légica de primer orden: Ejemplos

Sea L =10, 1, s, +, -, <}.

1 = s(0).

Para la igualdad usamos notacion infija: No escribimos = (1, s(0)).

Ve x < s(x).

Usamos notacion infija para funciones y relaciones comunes.

Vedy x =y + .

- Vavy(s(z) = s(y) — z =y).



Sintaxis de la légica de primer orden: Términos

Desde ahora en adelante: Asumimos dada una lista infinita de

variables.

El conjunto de L£-términos es el menor conjunto que satisface las

siguientes condiciones:
- Cada constante c en L es un L-término.

- Cada variable 2 es un L-término.

- Sity, ..., t, son L-términos y f es una funcién n-aria en L,

entonces f(ty,...,t,) es un L-término.

Ejemplos: 0, s(s(s(1))) v s(0) - s(x).



Sintaxis de la légica de primer orden: Férmulas

El conjunto de L-férmulas es el menor conjunto que satisface las

siguientes condiciones:

- Sit; y t2 son L-términos, entonces t; = to es una L-férmula.

- Sity, ..., tn, son L-términos y R es una relacién n-aria en L,

entonces R(t1,...,t,) es una L-férmula.

- Si ¢ y ¥ son L-féormulas, entonces (—p), (o V), (@ A1), (p — )y
(¢ <= 1) son L-féormulas.

- Si ¢ es una L-férmula y = es una variable, entonces (x @) v (Vz ¢)

son L-férmulas.

Notaciéon: t1 =t2 y R(t1,...,tn) son llamadas férmulas atémicas.



Légica de primer orden: Semantica

Notacion: Omitimos paréntesis si no se produce una ambigiiedad.

JEsVaxdy =y +y ciertaen £L={0,1,s,+,-,<}7

- Si pensamos en los nimeros naturales es falsa.

- Pero £ también puede usarse como vocabulario para los nimeros

reales, y en este conjunto la fé6rmula es cierta.

El valor de verdad de una férmula depende de la interpretacion

que se da a las constantes, funciones y relaciones.

- Tenemos que introducir la nociéon de estructura.



Semadntica de la légica de primer orden: Estructuras

Una L-estructura interpreta todos los componentes de £ en un dominio.

Una L-estructura 2| contiene:

Un dominio A no vacio.

Para cada constante ¢ € £, una interpretacién ¢* € A de ec.

Para cada funcién m-aria f € £, una interpretacién f* : A™ — A
de f.

Para cada relacién n-aria R € £, una interpretacién R C A™ de R.

Notacién: A = (A, ¢, ..., f*, ..., R, ...
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Algunos ejemplos de estructuras

Para representar grafos usamos un vocabulario £ = {F}. Por ejemplo, el

siguiente grafo:

es representado por la estructura 2 = (A, E*), donde:

A = {1,2,3,4},
EY = {(1,2),(1,3),(3,2),(4,1),(4,2)}.
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Algunos ejemplos de estructuras

Los niimeros naturales son representados por la estructura:

N — <N7 ON71N7SN7+N7'N7<N>7

Mientras que los nimeros reales son representados por la estructura:

R — <R, OR,1R78R7+R,°R,<R>.

Ahora podemos decir que 91 no satisface Vxdy x = y + y y que R si

satisface esta formula.
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Semdntica de la légica de primer orden: Variables libres

Necesitamos introducir la nocion de variable libre.

El conjunto de variables de un L£-término ¢t se define como:
- Si t es una constante, entonces V (t) = ().

- Si t = x es una variable, entonces V () = {x}.

- Sit= f(t1,...,tn), entonces V(t) = V(t1)U---U V(t,).

Ejemplo:
V(f(9(z,y),s(0)) = V(g(z,y))U V(s(0))

V(z)u V(y)u V(0)
{z}U{y} U0
— {x,y}
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Semdntica de la légica de primer orden: Variables libres

El conjunto de variables de una L-férmula ¢ se define como:

_Sig = t; =to, entonces V() = V(t1) U V(ts).

- Sip=R(t1,...,tn), entonces V(p) = V(t;)U---U V(t,).

_ Si p = (—)), entonces V(yp) = V(1)).

_Sigp= (%) (x € {V,A, —,<}), entonces V(p) = V() U V(0).

- Sip =3z ) op=(Vx ), entonces V(p)={z} U V().

Ejemplo:

V((Ez P(z)) VvV (Vy Q(s(y)))) = V(3z P(z))U V(Vy Q(s(v)))
= V(P(z)) U V(Q(s(v)))
= V(z) U V(s(y))
= {zy}
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Semdntica de la légica de primer orden: Variables libres

El conjunto de variables libres de una L-férmula ¢ se define como:

Si ¢ es una férmula atémica, entonces VL(p) = V(p).

Si o = (=), entonces VL(p) = VL(1)).

Sip=(yYpx0) (x € {V,A\,—,<}), entonces VL(p)= VL())U VL(0).

Si = (dx ) o p= V), entonces VL(p) = VL(Y)\ {z}.

Variable libre: No aparece cuantificada.
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Semdntica de la légica de primer orden: Variables libres

Ejemplos:
VL(P(z) Ay Qz,y)) = {x},
VL(P(z) N3z R(2)) = {z}.
Notacion:
- Si ¢ es una férmula, entonces usamos ¢(x1, ..., xy) para

indicar que VL(p) = {x1,..., 2}

- Decimos que ¢ es una oracion si VL(p) = 0.
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Semantica de la légica de primer orden: Definicidén

Si una férmula contiene variables libres, entonces no podemos decir

directamente que es verdadera o falsa en una estructura.

- (Es x < s(0) cierta en 7

El valor de verdad de una férmula con variables libres depende de

los valores dados a estas variables.

- Si x es 0, entonces x < s(0) es cierta en . Pero si z es 1,

entonces es falsa.
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Semantica de la légica de primer orden: Definicidén

Dada una estructura 2 con dominio A, una asignaciéon ¢ es una

funcién que asigna a cada variable un valor en A.

Extendemos o para dar valores a los términos:

- Si t = ¢ es una constante, entonces 6 (t) = ¢’

- Si t = x es una variable, entonces o (t) = o(x).

- Sit= f(t1,...,tn), entonces 6(t) = fA(6(t1),...,0(t,)).
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Semantica de la légica de primer orden: Definicién

Ejemplo: Si o(x) = 7 es una asignacion para 1, entonces
6(s(1) - s(x)) = &(s(1)) -~ 5(8(93))

N

= s (17) & s(o(2))

= 2 N N

= 238

= 16

Por simplicidad usamos o en lugar de o.
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Semantica de la légica de primer orden: Definicidn

Vamos a definir la seméntica de la l6gica de primer orden.

Dado: Un vocabulario £, una L-estructura 2 con dominio A y una

asignacion o para %l.

Definicion: Decimos que (2, o) satisface una L-férmula ¢, denotado

como (2, 0) = o, si y s6lo si:
Lo = ti=ty y olt) =o(t).
- ¢ = R(t1,...,tn) vy (o(t1),...,0(tn)) € R™.
- = () vy *o)EY.
- = (V) vy Ro)Evo (o) 0.
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Semantica de la légica de primer orden: Definicidn

p = (YAN0),  Ao)Fy v (Ao) =0
- =@W—=0) v o)FEypo @ o) 0.
@

= (¢ < 0) y ambos (U,0) F 1, (A,0) =0 o ambos
(2, 0) =9, (3, 0) = 0.

- = (dx ¢) y existe a € A tal que (2, o[z/al) E ¥, donde

a y=1,

olr/al(y) = {O(y) .

- ¢ = (Vx¢) y paratodoa € A se tiene que (A, olx/al) E .

Nota: Si ¢ es una oraciéon, podemos decir que 2 = .
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Semantica de la légica de primer orden: Ejemplos

Sea A = (A, E*), donde A = {1,2,3,4} y E* = {(1,2),(1,3),(3,2),
(4,1), (4,2)}.

- ;Cuadles de las siguientes férmulas son ciertas en : JzVy F(z,vy),

Vzdy E(z,y), JaVy ~E(z,y), VoIy ~E(z,y)?

Ejercicio: Sea f una funcién unaria y £ = {f}. Construya una

estructura finita que satisfaga ¢ = VaVy (f(z) = f(y) — =z =y).

Ejercicio: Sean £ y ¢ como en el ejercicio anterior. Construya una
estructura que satisfaga ¢ = ¢ A dzVy f(y) # x. | Existe una estructura
finita que satisfaga 17
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Dos nociones utiles

Decimos que una L-férmula ¢ es satisfacible si existe una L-estructura 2

y una asignacion o para 2 tal que (2, 0) &= ¢.

- Si ¢ es oracién, entonces ¢ es satisfacible si existe 2 tal que 2 = .

Decimos que una L-férmula ¢ es valida si para toda L-estructura 2 y

toda asignacion o para 2 se tiene que (A, o) = .

- Si  es oracion, entonces ¢ es valida si para todo 2 se tiene que

A = .

Ejercicio: Construya una féormula valida.
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Dos nociones utiles

Al igual que en la légica proposicional, la l6gica de primer orden

tiene asociados algunos problemas de decision:

SAT = {p | es una oracién satisfacible},

VAL = {¢ | ¢ es una oracién valida}.

;Son estos problemas mas dificiles que para el caso de la légica

proposicional?

- .Coémo se demuestra que son al menos tan dificiles?

Vamos a mostrar una primera diferencia entre estas dos logicas ...
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