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1. Seam y b dos enteros positivos. Escribimag b si a divide ab, es decir, si existe entero positi%o
tal queka = b.

a) Seap un primo ya, b enteros positivos. Demuestre que $i(ab) entonce® | a 0 p | b.

b) Asuma quez y b son enteros positivos y que| b. También, asuma quyees un primo tal que
p | b pero no es el caso que| a. Demuestre que | (b/a).

c) Concluya que sp es un primo Y0 < k < p, entonce9 | (Z)

Solucion: La solucion esta dada por partes:

a) Sip | (ab) entonce® aparece en la factorizacion primade Luego,p aparece en la factoriza-
cion prima dez o en la deb. Concluimos que | a0 p | b.

b) Sabemos qug | a(b/a). Dado quep no divide aa, por (a) concluimos que | (a/b).

¢) Sabemos quf) = 2e_U@2lln—rtl) | yeqo,p divide al numerador de esta expresion, pero

E-(k—1)-(k—2)~1
por (a) no divide al denominador (pues no divide a hingunmdddctores en el denominador).

Concluimos por (b) que | (1).

2. SeaC un grafo simple. Un conjunto de vértices @eesindependiente si no hay dos vertices en el
conjunto que sean adyacentes. Denotamos/ (8) el maximo niUmero de vértices en un conjunto
independiente de vértices dé

Demuestre que para todo grafo de sim@le= (V, E') se necesitan a lo m&g| — I(G) + 1 colores
para coloreafs.

Solucion: Tome un conjunto independiente de vérticesCede tamafial (G). Coloree todos esos
vértices con el mismo color, digamos azul. Luego, cada wundod restantey” — I(G) vertices
coloréelo con un color distinto, que no sea azul. Esta escot@acion del grafo con a lo mas
V — I(G) + 1 colores.

3. Un arbolT = (V, E) conn vértices (i.e|V| = n) se dice que egracioso, si los elementos elr
pueden ser etiquetados con enteros en el conjlinta . ,n} de tal forma que los valores absolutos
de las diferencias de las etiquetas de vértices adyacemesdos diferentes.

Un arbol T es ungusano si contiene un camino simple tal que cada vérticé/'desta contenido en
este camino o es adyacente a un vértice en este camino.

Demuestre que todo arbol que es un gusano es tambiéngpacio



Solucion: Seal” un gusano, y seayvs - - - v, (n > 1) un camino simple eft’ tal que cada vértice en
T esta contenido en este camino o es adyacente a un vérste eamino. Demostraremos dliees
gracioso.

Primero etiquetamos@ con 1. Luego enumeramos a todos los vértices dae son adyacentesg,
de tal forma que,, aparezca en primer lugar. Finalmente etiquetamos a todegitices enumerados
en el paso anterior, de tal forma que-@simo vértice en esa enumeracion reciba el valeri + 1.
En particularp, es etiquetado con el valar, pues es el primer elemento de la enumeracion.

A continuaciobn enumeramos a todos los vértices adyasente, de tal forma que; aparezca en
primer lugar. Etiquetamos entonces a todos los vérticamerados en el paso anterior, de tal forma
gue eli-esimo vértice en esa enumeracion reciba el vialorl. En particularps recibe el valor 2.

Continuamos luego recursivamente de este modo hastatetiqueodos los nodos con un valor dis-
tinto.

Es facil ver entonces que los valores absolutos de lasdifas de las etiquetas de vértices adyacentes
son todos diferentes.



