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1. Para este ejercicio necesitamos la siguiente notacion:

= SeanG = (V,E)y G’ = (V', E') grafos simples. Uhomomorfismale G enG’ es una funcion
h:V — V'tal que para cada pag, vy € V x V,

(1)1,1)2) c bl = (h(’l)l),h(vg)) L.

= Un grafo simpleG = (V, E) esk-partito (¢ > 1) si su conjunto de vérticeg” puede ser
particionado en a lo mas distintos bloques tal que, para cada atce (v,v’) € F, se tiene
quev y v’ pertenecen a diferentes bloques de la particion.

= El grafo completo el vértices, denotad&;, es el grafo simple coh vértices que contiene un
arco entre cada par de vértices distintos.

Demuestre que un grafo simpie es k-partito si y solo si existe un homomorfismo deen K,
(k> 1).

Solucion: Sea{ay,...,a;} una enumeracion de los vértices Hg. Asuma primero que&s es k-
partito. Sea{V;,...,V;} una particion dé/ que atestigua qué&' es k-partito (i.e.l < k, y si dos
vértices erG son adyacentes entonces pertenecen a bloques distineopaltition). Sea un mapeo
deV en K, que envia cada véertieec V;, 1 < j <[, aa;. Dado que si dos vértices son adyacentes
en G entonces deben pertenecer a diferentes bloques de lagarse cumple que si los vértices
vy v’ son adyacentes @ entoncesi(v) y h(v') son adyacentes efi;.. Concluimos que: es un
homomorfismo dé&; en K.

Asuma, en la otra direccion, quees un homomorfismo dé en K. Sealt, ..., V, subconjuntos
de V' definidos de la siguiente forma:c V; (1 < j < k) siy solo sik(v) = a;. Elimine cadal;

(1 <1 < k)tal queV; es vacio. Sealry, . .., U; los conjuntos resultantes < k. Es facil demostrar
quel,...,U; es una particiobn d& y que vértices que son adyacente<Epertenecen a diferentes
blogues de esta particion (pues vértices adyacentes apaados, via, a diferentes nodos d&},).
Concluimos qué- esk-partito.

2. Seau, = Y ;_, k* Defina una relacion de recurrencia que represente a estersga. Encuentre la
forma general de las soluciones de esta relacion de reciardResuelva las constantes con respecto
alas condiciones iniciales, = 1, a2 =5y ag = 14.

Solucion: La relacion de recurrencia g1 = a, + (n + 1)2, conag = 0.

La solucién general a esta relacion de recurrenciugd = « + n(pon? + pin + p2). Resolviendo
para las condiciones iniciales dadas se obtiere0, po = 1/3, py = 1/2y ps = 1/6.



3. Demuestre que todo grafo simple cervértices y estrictamente mas ﬁ@;l) arcos tiene que ser
conexo.

Hint: Demuestre que €i tiene al menos dos componentes conexas, y una de sus cortgsooeine-
xas tienek < n vértices, entonce§' tiene a lo mag™; ") arcos.

Solucion: Asuma qué= tiene al menos dos componentes conexas, y una de sus corfgsoenexas
: £t Avi . _ (n—k k
tienel < k < n veértices. Entonce? el maximo nimero de arcos@peiede tener gs= (",") + ()
arcos. Demostraremos qpe< (",°).

Para demostrar esto basta demostrar que

n—1 k n—=k
— — > 0,
2 2 2 -
lo que es equivalente a demostrar que

m=1)(n—-2) k(k—1) n—-—Fknh-k-1)

_ — > 0.
2 2 2 20
Pero claramente esto es equivalente a demostrar que
2 2 2 2
n 3 k k n n k k
— — n+l——4 - ——+hkn+ - ———= > 0.
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Lo tltimo es equivalente a decir que
—n+kn+1-k* > 0.
Ahora, factorizando por y utilizando suma por la diferencia, lo anterior es equivedea decir que
nk—1)+(1—-k)(1+k) > 0.
Pero lo anterior ocurre si y solo si
(k—1)(n—1—-k) > 0.

Pero claramente lo anterior se cumple puesk < n.



