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1. Para este ejercicio necesitamos la siguiente notación:

SeanG = (V,E) y G′ = (V ′, E′) grafos simples. UnhomomorfismodeG enG′ es una función
h : V → V ′ tal que para cada parv1, v2 ∈ V × V ,

(v1, v2) ∈ E =⇒ (h(v1), h(v2)) ∈ E′.

Un grafo simpleG = (V,E) es k-partito (k ≥ 1) si su conjunto de vérticesV puede ser
particionado en a lo másk distintos bloques tal que, para cada arcoe = (v, v′) ∈ E, se tiene
quev y v′ pertenecen a diferentes bloques de la partición.

El grafo completo enk vértices, denotadoKk, es el grafo simple conk vértices que contiene un
arco entre cada par de vértices distintos.

Demuestre que un grafo simpleG es k-partito si y solo si existe un homomorfismo deG en Kk

(k ≥ 1).

Solución: Sea{a1, . . . , ak} una enumeración de los vértices deKk. Asuma primero queG esk-
partito. Sea{V1, . . . , Vl} una partición deV que atestigua queG esk-partito (i.e.l ≤ k, y si dos
vértices enG son adyacentes entonces pertenecen a bloques distintos de la partición). Seah un mapeo
deV enKk que envı́a cada vérticev ∈ Vj, 1 ≤ j ≤ l, aaj. Dado que si dos vértices son adyacentes
en G entonces deben pertenecer a diferentes bloques de la partición, se cumple que si los vértices
v y v′ son adyacentes enG entoncesh(v) y h(v′) son adyacentes enKk. Concluimos queh es un
homomorfismo deG enKk.

Asuma, en la otra dirección, queh es un homomorfismo deG enKk. SeaV1, . . . , Vk subconjuntos
deV definidos de la siguiente forma:v ∈ Vj (1 ≤ j ≤ k) si y solo sih(v) = aj . Elimine cadaVi

(1 ≤ i ≤ k) tal queVi es vacı́o. SeanU1, . . . , Ul los conjuntos resultantes,l ≤ k. Es fácil demostrar
queU1, . . . , Ul es una partición deV y que vértices que son adyacentes enG pertenecen a diferentes
bloques de esta partición (pues vértices adyacentes son mapeados, viah, a diferentes nodos deKk).
Concluimos queG esk-partito.

2. Seaan =
∑n

k=1
k2. Defina una relación de recurrencia que represente a esta secuencia. Encuentre la

forma general de las soluciones de esta relación de recurrencia. Resuelva las constantes con respecto
a las condiciones inicialesa1 = 1, a2 = 5 y a3 = 14.

Solución: La relación de recurrencia esan+1 = an + (n + 1)2, cona0 = 0.

La solución general a esta relación de recurrencia es{an} = α + n(p0n
2 + p1n + p2). Resolviendo

para las condiciones iniciales dadas se obtieneα = 0, p0 = 1/3, p1 = 1/2 y p2 = 1/6.



3. Demuestre que todo grafo simple conn vértices y estrictamente más de
(

n−1

2

)

arcos tiene que ser
conexo.

Hint: Demuestre que siG tiene al menos dos componentes conexas, y una de sus componentes cone-
xas tienek < n vértices, entoncesG tiene a lo más

(

n−1

2

)

arcos.

Solución: Asuma queG tiene al menos dos componentes conexas, y una de sus componentes conexas
tiene1 ≤ k < n vértices. Entonces el máximo número de arcos queG puede tener esp =

(

n−k
2

)

+
(

k
2

)

arcos. Demostraremos quep ≤
(

n−1

2

)

.

Para demostrar esto basta demostrar que
(
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)

−

(

k

2

)

−
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2

)

≥ 0,

lo que es equivalente a demostrar que

(n − 1)(n − 2)

2
−

k(k − 1)

2
−

(n − k)(n − k − 1)

2
≥ 0.

Pero claramente esto es equivalente a demostrar que
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2
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2
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2
+
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2
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2
+ kn +

n

2
−

k2

2
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k

2
≥ 0.

Lo último es equivalente a decir que

−n + kn + 1 − k2 ≥ 0.

Ahora, factorizando porn y utilizando suma por la diferencia, lo anterior es equivalente a decir que

n(k − 1) + (1 − k)(1 + k) ≥ 0.

Pero lo anterior ocurre si y solo si

(k − 1)(n − 1 − k) ≥ 0.

Pero claramente lo anterior se cumple pues1 ≤ k < n.


