Capitulo 3: Técnicas de Conteo
Clase 1: Conteo Basico y Principio del Palomar

Matematica Discreta - CC3101
Profesor: Pablo Barcelé
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Motivacién

La combinatoria — el estudio de arreglos de objetos — es una parte
importante de la matematica discreta, y ha sido estudiada por
varios siglos (principalmente por su asociacién con los juegos de
azar).

La enumeracidn, o conteo, es una de las principales herramientas
para resolver procesos combinatoriales.

Estas técnicas también son dtiles para resolver multiples problemas
de la vida diaria:

» ;Cudntos niimeros telefénicos estdn disponibles en Chile, si
ningun teléfono puede empezar ni con 0 ni con 17

» ; Cudntos passwords posibles existen en un sistema
computacional?
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Principios de conteo basico

Los dos principios fundamentales del conteo bdsico son:

» Regla del producto: Se utiliza cuando un procedimiento se
realiza en tareas separadas.

» Regla de la suma: Se utiliza cuando un procedimiento se
puede realizar en varias formas diferentes.
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Regla del producto

Regla del Producto:

Asuma que un procedimiento puede ser dividido en una secuencia
de m tareas Ty,..., Ty, m > 1. 5i cada tarea T; puede ser
realizada de n; maneras, sin importar como se han realizado las
tareas anteriores, entonces el procedimiento puede ser realizado de
nino - -+ Ny Maneras.

A continuacién veremos ejemplos de la aplicacién de este producto.
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Aplicaciones de la regla del producto

Ejercicio: Una compafiia con m trabajadores ha arrendado una casa
con n oficinas, m < n. jCudntas maneras hay de disponer a los
trabajadores en diferentes oficinas?

Ejercicio: Las salas de la facultad deben ser etiquetadas con una
letra del abecedario y un entero positivo no mayor a 9. ; Cudl es el
maximo nimero de salas que pueden ser etiquetadas
diferentemente?

Ejercicio: ; Cudntos strings de largo 7 sobre el alfabeto {0, 1}
existen?

Ejercicio: j Cudntas funciones hay de un conjunto de n elementos
en uno de m elementos? ;jCuantas funciones inyectivas hay?
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Regla de la suma

Regla de la suma:

Suponga que una tarea puede ser realizada de ny maneras o de nj
maneras o de ... o de n,, maneras, m > 1, donde para cada

i,j € [1, m] tal que i # j, ninguna de las n; maneras de realizar la
tarea es la misma que una de las nj maneras de realizar la tarea.
Entonces el nimero de maneras de realizar |a tarea es
ng—+ny—+---+ np.

Ejercicio: Un estudiante puede elegir un proyecto de entre 3 listas.
Las listas contienen ny, ny y n3 proyectos, respectivamente. Cada
proyecto estd en a lo mds una lista. j De cuantas formas puede
elegir el estudiante?
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Aplicaciones mds complejas

Por supuesto, las aplicaciones mas interesantes de conteo se dan al
combinar de manera creativa estas dos reglas.

Pero antes de mostrar ejemplos de esto sera bueno presentar una
regla mas.

i Qué pasa si una tarea se puede realizar o de n; maneras o de ny
maneras, pero algunas de las n; maneras de realizarla son las
mismas que las no maneras de realizarla?

Entonces no podemos aplicar la regla de la suma directamente.

Pero podemos utilizar la regla de inclusién-exclusion.
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Principio de Inclusién-Exclusién

Principio de Inclusién-Exclusién

Suponga que una tarea se puede realizar de n; maneras o de n
maneras, pero existen n3 maneras de realizar la tarea que
pertenecen tanto a las ny maneras como a las ny maneras.
Entonces la tarea puede ser realizada de (ny + n» - n3) maneras
diferentes.

Mads adelante generalizaremos este principio a tareas que pueden
ser realizadas de n; maneras o de ny, maneras o de ... o de n,,
maneras, m > 1.
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Aplicaciones conjuntas de las reglas

Ejercicio: ; Cudntos strings de largo 7 sobre alfabeto {0, 1}
comienzan con un 1 o terminan con 007

Ejercicio: ; Cudntos strings de largo 10 sobre alfabeto {0, 1}
contienen 5 consecutivos Os o 5 consecutivos 1s?

Ejercicio: j Cudntos strings de largo 8 sobre alfabeto {0, 1}
contienen 3 consecutivos 0s o 4 consecutivos 1s?

Ejercicio: ; Cudntos strings de largo n sobre alfabeto {0, 1} son
palindromes?
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Principio del palomar

Asuma que una bandada de 20 palomas vuela hasta un palomar
que contiene sélo 19 agujeros. Entonces al menos un agujero
contendrd a dos palomas.
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Principio del palomar

Asuma que una bandada de 20 palomas vuela hasta un palomar
que contiene sélo 19 agujeros. Entonces al menos un agujero
contendrd a dos palomas.

Principio del Palomar

Si k es un entero positivo, y al menos k + 1 objetos tienen que
colocarse en k cajas, entonces existe al menos una caja que
contiene al menos dos objetos.

Veremos que este principio tan sencillo puede ser utilizado para
demostrar propiedades combinatoriales interesantes.
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Aplicaciones del principio del palomar

Ejemplo: En un grupo de 367 personas deben haber dos con el
mismo cumpleaios.

Ejercicio: jCudntos alumnos debe tener un curso para asegurarnos
que existan dos alumnos con la misma nota en un examen?

Ejercicio: Sea {(xi, yi,z) | i € [1,9]} un conjunto de 9 puntos
distintos con coordenadas enteras en el espacio tridimensional.
Demuestre que el punto medio de al menos un par de estos puntos
tiene coordenadas enteras.
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Principio del palomar generalizado

Algo atin mas fuerte puede ser dicho cuando el nimero de objetos
excede un multiplo del nimero de cajas:

Principio del palomar generalizado

Si n objetos se colocan en k cajas, entonces existe al menos una
caja que contiene al menos [n/k| objetos.

Ejercicio: Explique por qué este principio es cierto.
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Aplicaciones del principio del palomar generalizado

Ejemplo: Entre 100 personas hay al menos [100/12| = 9 personas
que nacieron en el mismo mes.

Ejercicio: jCual es el minimo ndmero de alumnos que un curso
debe tener para asegurarse que al menos 6 alumnos recibirdn la
misma nota, si hay 5 posibles notas?

Ejercicio: jCudl es el minimo nimero de cartas que se deben tomar
desde un mazo para asegurarse que al menos 3 tienen la misma
pinta?
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Aplicaciones sofisticadas del principio

Ejercicio: Asuma que un equipo juega partidos durante 30 dias,
que cada dia juega al menos un partido, pero que en total no juega
mas de 45 partidos.

Demuestre que existe un periodo de algin nimero de dias
consecutivos en que el equipo juega exactamente 14 partidos.
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Aplicaciones sofisticadas del principio

Ejercicio: Asuma que un equipo juega partidos durante 30 dias,
que cada dia juega al menos un partido, pero que en total no juega
mas de 45 partidos.

Demuestre que existe un periodo de algin nimero de dias
consecutivos en que el equipo juega exactamente 14 partidos.

Sea aj, j € [1,30], el nimero de partidos jugados por el equipo
hasta el dia j. Sabemos que 1 < a; < 45, para cada .

Ademds, para cada j € [1,30], 15 < a; + 14 < 59.
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Aplicaciones sofisticadas del principio

Por principio del palomar, existen dos elementos iguales en la
secuencia

ai,an,...,asp, a1+ 14,a0 + 14,... a3 + 14

Pero tanto aj, ap,...,az como a; + 14,a, + 14,...,a30 + 14 son
secuencias estrictamente crecientes de enteros.

Por tanto, a; = a; + 14, para algin i,/ € [1,30]. Esto quiere decir
que entre el dia j+ 1 y el dia i ocurrieron exactamente 14 partidos.
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Aplicaciones sofisticadas del principio

Ejercicio: Demuestre que toda secuencia de n® + 1 niimeros reales
distintos contiene una subsecuencia de largo n+ 1 que es
estrictamente creciente o estrictamente decreciente.
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Aplicaciones sofisticadas del principio

Ejercicio: Demuestre que toda secuencia de n® + 1 niimeros reales
distintos contiene una subsecuencia de largo n+ 1 que es
estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

Sea ay, a,..., a4 tal secuencia. Con cada k € [1, n? + 1]
asociamos un par (i, di) tal que:

» i, es el nimero de elementos en la secuencia estrictamente
creciente mds larga que comienza en ay;

» d; es el nimero de elementos en la secuencia estrictamente
decreciente mas larga que comienza en ay.
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Aplicaciones sofisticadas del principio

Asuma, por contradiccién, que no existe tal secuencia. Por el
principio del palomar, existen j, k € [1,n? + 1] tales que j < k,
ij = ik Yy dj = dk.

Asuma primero que a; < a,. Entonces una secuencia estrictamente
creciente de largo i, + 1 puede ser lograda partiendo desde a; y
tomando una secuencia estrictamente creciente de largo iy que
empiece en a,. Contradiccién.

El caso a, < a; es similar.
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Ejercicios finales

Ejercicio (Ramsey): Asuma que en un grupo de seis personas, cada
par de personas son o amigos o enemigos. Demuestre que existen o
tres mutuos amigos o tres mutuos enemigos.

Ejercicio: Demuestre que en cualquier fiesta de al menos dos
personas, existen dos personas que conocen a la misma cantidad
de gente en la fiesta.
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