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1. Una oracion de la lbgica proposicional estadCiF si es de la forma

N WVEV- v,

1<i<n

dondem; >0 (1 <i<n)yparacadd <i:<nyl<j<m;, lf es una variable proposicional o
su negacion. Decimos querahgo de esta oracion €3ny, ..., my,).

Un grafo G es una tupld NV, A), dondeN es un conjunto de nodos4 C N x N es un conjunto de
arcos. Un grafo eso dirigido si cada vez quéu, b) € A se tiene québ, a) € A. El grafoG essmple

si para toda: € N se tiene quéa, a) ¢ A. Por Ultimo,G tiene unclique de tamafid:, parak > 0, Si
existen nodos distintas;, . .. ,a; enN tal que para cada < i,j <k, (a;,a;) € A.

Demuestre que para toda oraciéren CNF de rangdmy,...,m,) es posibleconstruir un grafo
simple y no dirigidoG 4, tal que

= G, tienealomas ., m; nodos;y

= ¢ es satisfacible siy solo §f; tiene un clique de tamana

Ademas, la construccion de, solo puede estar basada en la formades decir, en su sintaxis), y
no en su semantica (es decir, la construccion no puedebestada en sh es satisfacible o no).

Solucion: ElgrafoG, = (N, A) se define como sigue. El conjurﬁbdg sus npdos &9 <<, (4 lf) |

1 < j < m;}. El conjuntoA de los arcos contiene todos los patesi? ), (i',1,)) de nodos tales que

i # 'yl # -1, Es claro que el nimero de nodos@gesy, ;. m;.

Asuma quep es satisfacible. Entonces existe fflale la tabla de verdad tal que para cadd i < n
existej; € [1,m;] tal que f hace verdadero &'. Esto quiere decir qué(1,7{'),...,(n, ")} es un
clique de tamafi@a enGy (¢ por qué?).

Asuma por otro lado qué&'y, contiene un cliqugas, . .., a, }. Podemos asumir, sin pérdida de gene-
ralidad, que para cadac [1,n], a; representa a un litergh en(l} v --- v [["), i.e. es de la forma
(¢,17). Luego, la filaf que le asigna um a cada literap; (1 < i < n) satisface @ (¢ por qué tal fila
existe?).

2. Asuma que el dominio de discurso son los nimeros nasinalgue contamos con (a) un predicado
binario < que es intepretado como el orden lineal estanda¥,gn(b) dos predicados ternarioy +
gue definen a la multiplicacion y suma Enrespectivamente.

Exprese en logica de primer orden las siguientes propésddd los nimeros naturales usando solo
los predicados mencionados en el parrafo anterior:



Todo nimero natural positivo es par o impar, pero no ambos.

El sucesor de todo niUmero par es impar.

Existe un numero infinito de nUmeros primos.

Para todo pafn,n’) de nUmeros naturales positivos, existe un Gnico(par) tal quep > 0,
0<c<n—-1lyn'=pn+ec

Solucion: Primero definimos la relacion binarig de sucesor, y los predicad6ro, Uno, Dos,
Par, Impary Primo como sigue:

Sx,y) =z <yA-Jz(zx<zAz<vy).

Cero(z) = -Jy(y < z).

Uno(x) = Vy(S(y,z) — Cero(y)).
Dos(x (y,z) — Uno(y)).
(
(s

)=
) =vy(S
Par(xz) = Jy3z(Dos(y) A z -y = x).
Impar(x) =Vy(S(z,y) — Judv(Dos(u) ANu-v =1y)).
) =VyVz(y -z =2 — Uno(y) V Uno(z)).

= Primo(z
Con esto podemos definir las propiedades como siguen:
= Todo nimero natural positivo es par o impar, pero no ambos.
Va(Par(x) @ Impar(z)),

dondea ® B = (a V ) A =(a A B).
= El sucesor de todo nimero par es impar.

VaVy(S(z,y) — (Par(z) <> ~Impar(y))).
= EXiste un nimero infinito de nUmeros primos.
Va(Primo(z) — Jy(z < y A Primo(y))).

= Para todo patn,n’) de nUmeros naturales positivos, existe un Unico(par) tal quep > 0,
0<c<n-—-1lyn' =pn+ec

VaVydzFudv (z -y =uAhu+v=xAv < yA
Ve VinlVai(zr - y=mAypn+z1=cAN21 <y — 1 =2Az =0)).

. Unarelaciobnk en A es uncuasi-orden si es refleja y transitiva.

» Demuestre que sk es un cuasi-orden es, entonces? N R~! es una relacion de equivalencia
enA.

= SeasS una relacion en las clases de equivalenciadide R~ tal que(C, D) € S siy solo si
existen elementose C'y d € D tal que(c,d) € R. Demuestre qué& es un orden parcial.



Solucion: Demostramos cada item separadamente:

= Seaa ¢ A. Luego, dado que® es reflejaa,a) € Ry (a,a) € R~'. Portanto,R N R~! es
refleja.
Asuma(a,b) € RN R~'. Luego, por definicion(b,a) € RN R~'. Por tanto,R N R~! es
simétrica.
Asuma finalmente que:, b) € RNR~'y (b,c) € RNR~'. Dado quek es transitiva(a, ¢) € R.
Pero, dado qué& N R~! es simétrica(c,b) y (b, a) estan enk N R~!, y por tanto,(c,a) € R.
Concluimos quéa, c) también esta eR !, y, por tanto, que? N R~! es transitiva.

= Es trivial demostrar qué' es refleja.
Asuma queC, D), (D,C) € S. Luego, exister, ¢ € C'yd,d € D tal que(c,d), (d', ) € R.
Ademascy ¢ pertenecen ala misma clase de equivalencia con respétto/a!, y lo mismo
es cierto del y d’'. Para demostrar qu& = D (i.e. queS es antisimétrica) basta demostrar que
c € D. Para eso basta demostrar qugl) € RN R~}; es decir, basta demostrar qued) €
R~!. Dado que(d,d') € R}, (c,d) € R~'y R™! es transitiva, tenemos que d') € R~*.
Pero(d’,d) € R~!, por lo que(c,d) € R~!, que e slo que queriamos demostrar.
La demostracion de que es transitiva es similar.



