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. Dado oraciones «, 3 de la légica proposicional, demuestre que o = 'y = « siy sélo si
E (< () (es decir, a =By B |E asiy solosi (a < 3) es una tautologia).

. Dado conjunto de oraciones X de la logica proposicional, ademas de oraciones « y (3, demuestre
que ¥ = a — [ siy sélosi XU {a} = .

. Dado conjunto de oraciones X de la 16gica proposicional, ademds de oraciones ay (3, demuestre
que si « es una tautologia, entonces ¥ U {a} = [ si y sélo si X = 5.

. Dado conjunto de oraciones > de la légica proposicional, ademdas de oraciones ¢, ¥ y 0,
demuestre que si ¢ — 1) es una tautologia, entonces 3 U {¢, 1} = 0 siy sélo si XU {p} = 6.

. Dado conjunto de oraciones X de la légica proposicional, ademéas de oraciones a y § tal que
a 'y X U{B} no tienen variables proposicionales en comin. ;Es cierto que ¥ = 3 si y sélo si

SU{a} 87

. Sea p una variable proposicional. Para oraciones proposicionales «, § defina recursivamente
la oracion obtenida desde o reemplazando p por [3, denotado por a[3/p], como sigue:

{a si v es proposiciéon atéomica y o # p

= a[f/p] = 5 sia—p

= (o1 Va2)[B/p] = a1[B/p] V az[B/p]
= (—a)[B/p] = —alB8/p]

Demuestre que si a1 y ag son equivalentes entonces para todo oracién 3 se tiene que 3[ay /p)
y Blasg/p] también son equivalentes.

. Defina recursivamente el dual de una oraciéon proposicional ¢, denotado por ¢*, como sigue:

Demuestre que para toda oracién proposicional ¢ se tiene que ¢* es equivalente a —¢.

. Sea @ el conectivo légico binario definido como sigue: El valor de verdad de o ® 3 es 1 siy
sélo si el valor de verdad de « es distinto del valor de verdad de (3.

(Es el conjunto {®, <} de conectivos légicos funcionalmente completo?
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. El conectivo légico NOR es definido de la siguiente forma:

pNORq‘
1

==k}

q
0
1 0
0 0
1 0

Demuestre que el conectivo NOR basta para expresar todas las oraciones proposicionales.

Formalmente, demuestre que para cada oraciéon proposicional a que utiliza los conectivos
{—,V, A} es posible encontrar una oracién proposicional o*, que sélo utiliza el conectivo NOR,
y tal que o = o*.

El conectivo ternario MAYORIA es definido de la siguiente forma:

MAYORIA(p,q,r) |

— =m0 OO ol
— = O O~ = O O
_— O = O = O~ O
_ == O = O OO

Demuestre que el conectivo MAYORIA por si solo no puede expresar todas las oraciones propo-
sicionales que utilizan las variables proposicionales p, g, r.

(Es {—,MAYORIA} funcionalmente completo?
El conectivo unario L es definido de la siguiente forma:

[p_1ip]

0 0
1 0

Este conectivo usualmente se denota sin la letra proposicional porque su valor de verdad es
siempre 0 (por ejemplo, denotamos p A (Lg) como p A L).

Demuestre que con los conectivos {—,MAYORIA, L} es posible expresar todas las oraciones
proposicionales (es decir, todas las oraciones que pueden ser escritas con los conectivos usuales

{—,V,A}).

Sea P = {p,q,...} un conjunto de proposiciones y sea f una fila de la tabla de verdad
para las proposiciones en P. Defina ¥ como el conjunto de todas las oraciones de la légica
proposicional que utilizan proposiciones en P y cuyo valor de verdad es 1 en la fila f.

Demuestre que para cualquier conjunto ¥ de oraciones que utilizan proposiciones en P, si
Yy C Xy X es satisfacible, entonces Xy = 3.
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Formalice el siguiente argumento en el calculo proposicional:

“Si Superman fuera capaz y deseara prevenir el mal, entonces lo harfa. Si Superman
fuera incapaz de prevenir el mal, entonces seria impotente, y si no deseara prevenir
el mal, entonces seria malévolo. Si Superman existe, no es ni impotente ni malévolo.
Superman no previene el mal. Entonces, Superman no existe.”

Demuestre que 'Superman no existe’ es consecuencia logica de esta formalizacion.

Un grafo G es una tupla (N, A), donde N es un conjunto de nodos y A C N x N es un
conjunto de arcos. Un grafo es no dirigido si cada vez que (a,b) € A se tiene que (b,a) € A.

Un grafo no dirigido G = (N, A) es 3-coloreable si existe una asignacién de colores para los
nodos tal que nodos adyacentes reciben colores distintos. Formalmente, G es 3-coloreable si
existe una funcién f : N — {blanco, azul, rojo} tal que para cada (a,b) € A se tiene que
fla) # f(b).

Demuestre que el problema de 3-coloracién puede ser reducido al problema de satisfacibilidad.
Vale decir, encuentre un algoritmo que dado un grafo GG construye una oraciéon proposicional
pa tal que G es 3-coloreable si y sélo si ¢ es satisfacible. Estime el nimero de pasos que
realiza su algoritmo cuando el grafo G tiene n nodos y m arcos.

Decimos que dos grafos G; = (N1, A1) y Ga = (N, Az) son isomorfos si existe una biyeccién
f: N1 — Ns tal que para todo a 'y b en A; se tiene que (a,b) € Ay siy soélosi (f(a), f(b)) € As.

Encuentre un algoritmo que dados dos grafos G y Ga construye una oracién proposicional ¢
tal que G1 y G son isomorfos si y sélo si ¢ es satisfacible. Estime el niimero de pasos de su
algoritmo cuando Gy tiene ny nodos y m; arcos, y G5 tiene ns nodos y mo arcos.

Dada una matriz C' de 3 x 3 que contiene nimeros entre 0 y 3, decimos que C' es completable
si es que existe una manera de reemplazar los nimeros 0 por ntimeros entre 1 y 3 de tal forma
que la suma de cada fila y de cada columna es la misma. Por ejemplo, la siguiente matriz es

completable:
21010
0210
0|03

puesto que podemos reemplazar los valores 0 por los siguientes valores:

2|2

de manera tal que la suma de cada fila y de cada columna es 5. En cambio, la siguiente matriz
no es completable:

1(1]1
0
31010
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Dada una matriz C' de 3 x 3, construya una oraciéon ¢ en logica proposicional tal que C' es
completable si y sélo si ¢ es satisfacible. En particular, ¢ tiene que ser construida de tal forma
que cada valuacién o que satisface a @ represente una forma de completar C.

El principio de los cajones establece que si n+1 objetos son distribuidos en n cajones, entonces
al menos habrd un cajén con mas de un objeto.

Demuestre el principio para n = 2 usando calculo proposicional y la nociéon de consecuencia
logica.

Sea E(x,y) un predicado binario utilizado para representar la nocién de adyacencia en grafos.
En cada una de las siguientes preguntas escriba una oracién de la légica de primer orden que
represente la propiedad mencionada.

(a) El grafo es un clique.

(b) El grafo contiene un clique con 4 nodos.

(
(

)

)

c)

d) Existen elementos en el grafo cuya distancia es 4.
)
)

El grafo tiene un ciclo con 4 nodos.

e) La distancia maxima entre dos nodos del grafo es 3.

(
(f

;Cuales de las siguientes afirmaciones son vélidas? Justifique su respuesta.

El grafo contiene exactamente 6 nodos.

(a) Ve = —Jz—p.
(b) Jxp = V.
(€) Fz(pVy) = Bre)V (Ery).
(d) Yz (p V) = (Yzp)V (Vzp)
(e) Fz(pAY) = Breo)ABry).
(f) Ve (pAy) = (Vep) A(Vay)

Demuestre que las siguientes oraciones de la l6gica de primer orden son equivalentes: Vo P(z)A
F2Q(x) y YaTy(P(z) A Q(y))-

Sea x C y un predicado binario. Intuitivamente C representa la relacién de subconjunto; es
decir, z C y representa que x es un subconjunto de .

Exprese en logica de primer orden las siguientes propiedades del predicado x C y:

= La relacién x C y es un orden parcial; i.e. es refleja, antisimétrica y transitiva.

» Existe un tinico elemento L que estd contenido en cualquier otro conjunto (i.e. el conjunto
vacio).

» Existe un unico conjunto T que contiene a todo otro conjunto (es decir, el conjunto

universo).

» La unién de dos conjuntos siempre existe, y ademds es unica (note que Uy = z si y
sélo si z es el “menor” conjunto con respecto al orden parcial C que contiene tanto a x
como a y).



» La interseccién de dos conjuntos siempre existe, y ademds es unica (note que x Ny = z
si y s6lo si z es el “mayor” conjunto con respecto al orden parcial C que estd contenida
tanto en & como en y).

= Todo conjunto tiene un complemento; es decir, para todo conjunto x existe un conjunto
ztalquezNer=LyzUz=T.

23. Estudie en detalle toda la Seccién 1 del libro del curso, y resuelva los ejercicios (primero los
faciles para soltar la mano, y luego los dificiles que son los mas interesantes).

24. Estudie en detalle los 4 primeros capitulos de la Seccién 8 del libro del curso. Realice también
los ejercicios de esos capitulos.



