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Relaciones

Sean Ay B conjuntos. Una relacién entre Ay B es un
subconjunto de A x B.

O en otros términos, es un conjunto R de pares (a, b) tal que
acAybeB.
Ejemplo: Sea C el conjunto de ciudades de Chile, y D el conjunto

de regiones de Chile.

Entonces, la relacidn estd_en contiene todos los pares
(c,d) € C x D tal que la ciudad c estd en la regién d.
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Relacién sobre un conjunto

Si A es un conjunto, entonces una relacién en A es una relacién
entre Ay A.

Ejemplo: Las siguiente son relaciones en N

{(a,b) | a<b}, {(ab)|a+b<3}

Ejercicio: jCudntas relaciones existen en un conjunto con n
elementos?
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Propiedades de las relaciones

Una relacién R en un conjunto A es:
» refleja: (a,a) € R, para todo a € A;
» simétrica: (a, b) € R implica (b,a) € R, para todo a, b € A;
» antisimétrica: (a,b) € Ry (b,a) € R implica a = b, para
todo a,b € A;
> transitiva: (a,b) € Ry (b,c) € R implica (a,c) € R, para
todo a, b, c € A.

Ejercicio: Exprese estas propiedades en légica de predicados.

Ejercicio: Estudie algunas relaciones en N con respecto a cudles de
estas propeidades satisfacen.
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Operaciones en relaciones

Tipicas operaciones en relaciones:

unién: RUR’;

interseccién: RN R’:

diferencia: R — R’;

inverso: R~1;

composicién: Ro R' ={(a,c) | (a,b) € R,(b,c) € R'}.

v

Sea R relacién en A. Definimos R"”, n > 1, como sigue:

R'=R y R™ =R"0R
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Ejercicios

Ejercicio: Demuestre que la relacién R en A es transitiva si y sélo
si R" C R, para cualquier n > 1.

Ejercicio: Demuestre que R es simétrica si y sélosi R = R~!.

Ejercicio: Sea R simétrica. Demuestre que R" es simétrica, para
todo n > 1.
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Ejercicios

Ejercicio: Demuestre que la relacién R en A es transitiva si y sélo
si R" C R, para cualquier n > 1.

Ejercicio: Demuestre que R es simétrica si y sélosi R = R~!.
Ejercicio: Sea R simétrica. Demuestre que R" es simétrica, para

todo n > 1.

Pregunta: jEn qué drea de la computacién las relaciones son de
particular importancia?
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Clausuras

La clausura transitiva R* de R es la menor relacién R’ que
contiene a R y tal que R’ es transitiva.

Equivalentemente podriamos definir las clausuras refleja y
simétrica de R.
Ejemplo: La clausura transitiva de la relacién de sucesor en los

numeros naturales es la relacidén de orden.

La clausura refleja de la relacién < en los nimeros naturales es la
relacién <.
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Clausura transitiva

Intuitivamente, (a, b) € R* si y sélo si existen elementos
ai,...,an € A, tal que

(a,a1),(a1,a2),...,(an—1,an), (an, b)

es una secuencia de pares en R.

Si representamos R como un grafo, entonces R* contiene todos
aquellos pares (a, b) tal que existe camino desde a hasta b en ese
grafo.

Ejercicio: Demuestre que si A tiene n elementos, entonces
* __ i
R* =Ui<i<n R"-
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Relaciones de equivalencia

Una relacién R en A es de equivalencia si es refleja, simétrica, y
transitiva.

Ejemplo: Sea p > 2. Entonces la relacién =, de congruencia
moddulo p es una relacién de equivalencia.

> Recuerde que a =, b < p divides (a — b).
Ejercicio: Sea R una relacidén simétrica y transitiva, tal que para

cada a € A existe b € A tal que (a,b) € R. Demuestre que R es
de equivalencia.
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Clases de equivalencia

Para a € A, denotamos por [a]g a la clase de equivalencia de a con
respecto a la relacién de equivalencia R. Esta se define como
{b] (a,b) € R}.

Ejemplo: [1]=, = {1,1+p,1+2p,1+3p,...}.

Ejercicio: Demuestre que los siguientes enunciados son
equivalentes:

» (a,b) € R;
> [a]r = [b]r:

> [alr N [blr # 0.

Ejercicio: Demuestre que |J,c4la]lr = A.
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Ordenes parciales

Una relacién R en A es un orden parcial si es refleja, antisimétrica,
y transitiva.
Ejemplo: < es un orden parcial en N.

Ejercicio: Demuestre que la relacién de divisibilidad es un orden
parcial en N\ 0.

Ejercicio: Demuestre que C es un orden parcial en 2°, para
cualquier conjunto S.

Comuinmente denotamos los ordenes parciales como (A, =<).
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Ordenes totales

Un orden parcial (A, <) es, ademds, total si para cada a, b € A se
tieneque axXbo b= a.

Ejemplo: (Z, <) es un orden total.

Sea (A, =) un orden total. Decimos que < es un buen orden en A,
si cada A’ C A tiene un menor elemento con respecto a <.

Ejemplo: La relaciéon < en (Z, <) no es un buen orden.

Ejercicio: Demuestre que la relacién < en Z* x Z™ definida por
(a1,a2) 2 (b1, b2) & a1 < bi,0a1=brya < by,

es un buen orden en ZT x Zt.
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Induccidon

Demuestre el siguiente teorema:

Teorema (Induccién bien ordenada): Sea A un conjunto que tiene
un buen orden <. Entonces la propiedad P es cierta para todo
elemento a € A, si:

Induccién: Para todo b € A, si P es cierto para todo a € A tal que
a = b pero a # b, entonces P es cierto en b.
Este resultado justifica la utilizacién del método inductivo en los

naturales.

Y ademds explica porque no podemos utilizar el mismo método en
los enteros.
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Funciones

Una funcién entre Ay B es una relacién R entre Ay B, tal que:
> Para todo a € A existe b € B tal que (a,b) € R;
> para todo a € A, si (a,b) € Ry (a,b’) € R, entonces b= b';

Escribimos f : A — B para denotar a una funcién, y f(a) = b para
denotar que el par (a, b) esta en la relacién que representa a la
funcién.

El dominio de f es A, y su codominio es B.

Si f(a) = b decimos que b es la imagen de a, y a la preimagen de
b.

El rango de f es el conjunto {b € B | f(a) = b, para algin a € A}.
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Funciones uno-a-uno y sobre

Una funcién f : A — B es:
» Uno-a-uno o inyectiva: si para todo a, b € A, a # b implica
f(a) # f(b);
» Sobre o sobreyectiva: si para todo b € B existe a € A tal que
f(a) = b;

» Biyectiva: si es uno-a-uno y sobre.

Ejemplo:
» La funcién f : N — N tal que f(n) = 2n es uno-a-uno, pero
no es sobre.
» La funcién f : N — N tal que f(0) =1y f(n) =n—1, para
todo n > 0, es sobre pero no uno-a-uno.

P. Barcel6 — Matemadtica Discreta - Cap. 1: Fundamentos: Légica y Demostraciones

15 / 23



Funciones inversas

Sea f : A — B una funcién biyectiva. Entonces la funcién inversa
f~1: B — A se define como f~1(b) = a «» f(a) = b.

Pregunta: jPor qué pedimos que f sea biyectiva?

Seanf:A— Byg:B — C. La composicién de g y f, denotada
por g o f, es una funcién de A en C tal que (g o )(a) = g(f(a)).

Nota: f~1o f es la funcién identidad, asumiendo que f es
biyectiva.
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Ejercicios

Ejercicio: jEs cierto que si f y f o g son uno-a-uno, entonces g es
uno-a-uno?

Ejercicio: Lo mismo para funciones sobre.
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Funciones importantes

La funcién techo asigna a cada niimero real x el valor [x] del
menor entero y tal que x < y.

La funcién piso asigna a cada ndmero real x el valor x| del mayor
entero y tal que x > y.

La funcién factorial asigna a cada nimero natural n el producto n!
de los primeros n enteros positivos (asumimos que 0! = 1).
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Ejercicios

Ejercicio: Demuestre que para todo nimero real x y entero n,
|x+n] =|x]+n.

Ejercicio: Demuestre que para todo nimero real x,
12x) = |x] + [x + 3.

Ejercicio: Demuestre que para todo ndmero real x,

VIx]] = [Vx].
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Crecimiento de funciones

Describimos el crecimiento de funciones utilizando la notacién O.

Sean f y g definidas desde Z o R en R.

Decimos que f(x) es O(g(x)) si existen constantes c y k tal que

f(x) <c-g(x), paratodox > k.

Ejercicio: Demuestre que f(x) = x2 + 2x + 1 es O(x?).

Ejercicio: En general, demuestre que todo polinomio de grado n
con coeficientes reales es O(x").
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Ejercicios

Ejercicio: Demuestre que no existe polinomio de grado n > 1 que
sea O(x"1).

Ejercicio: Utilize la notacién O para estimar el tamafiode > ; iy
de nl.

P. Barcel6 — Matemadtica Discreta - Cap. 1: Fundamentos: Légica y Demostraciones 21 /23



Crecimiento de funciones combinadas

Si tenemos un algoritmo que se compone de dos
subprocedimientos, jcémo podemos estimar la complejidad de tal
algoritmo?

Teorema

Sifi es O(gi(x)) y f2 es O(g2(x)), entonces
> fi(x) + fa(x) es O(max{gi(x), g2(x)})-
> fi(x) - f2(x) es O(g1(x) - g2(x))-

Ejercicio: Demuestre el teorema.
Ejercicio: Encuentre una (buena) estimacidn del crecimiento de la

funcién (x + 1) log (x? + 1) + 3x°.
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Otras notaciones

Decimos que f(x) es Q(g(x)) si y sélo si g(x) es O(f(x)).

Decimos que f(x) es ©(g(x)) (o f(x) es de orden g(x)), si y sélo
si f(x) es O(g(x)) y g(x) es O(f(x)).

Ejercicio: Demuestre que nlog n es ©(log n!).
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