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Guia II: Espacios Topolégicos

Problemas.-

1. Sea (X, O) un espacio topoldgico, y sean A, B C X. Pruebe (o recuerde) las demostraciones de las siguientes

propiedades
a) int(X) =X, int(0) =0 c) AC B = int(A) C int(B)
b) int(int(A)) = int(A) d) int(AN B) =int(A) Nint(B)

2. Utilice la identidad int(A) = C,(C,A) para probar que
C,A=int(C,A)

Solucién: Probemos primero la identidad:

(C) C, CC, A< ADC,(CA) < int(A) Dint(C,(C,A)) = C,(C, A) pues es un conjunto abierto.
Con esto tenemos C, (C, A) C int(A)

(D) int(A) C A < C,(int(A)) D C,A & C,(int(A)) D C, A & int(A) C C,(C,A) donde la penultima
inclusién es por ser un conjunto cerrado.

Ahora tenemos que:

int(A) = C,(C,A)
Llamemos B = C, A y apliquemosle |a identidad:

ZTLt(CXA) = ZTLt(B) = Cx (CXB) = CX (Cx (CXA)) = CX (Z)
3. Pruebe (o recuerde) las demostraciones de las siguientes propiedades

=0, X=X c) ACB=ACB

0
b) A=4 d) AUB=A4AUB

4. Sean O y O, topologias sobre X. Demuestre que son equivalentes

a) 01 g 02
b) Vx € X, VU, vecindad de z en (X, 01), U, es también vecindad de z en (X, O2)
¢) Todo cerrado en (X, O;) es cerrado (X, O3)

5. Encuentre todas las posibles topologias sobre el conjunto X = {a, b} y sobre el conjunto X = {a, b, c}
6. Sea X un conjunto. Para A C X se define

Os={EePX)talque ACEVE =0}



10.

11.

12.

a) Demuestre que O 4 define una topologia sobre X
b
c

d

Demuestre que O4 es mas fina que Ogsi AC B

Demuestre que O4 es mas fina estrictamente que Op ssi A & B

)
)
)
) Sea O una topologia sobre X tal que

O D0y, parai=1,2,...,n

Demuestre que
020

= TNi=q A
e) Sea O una topologia sobre X tal que

OCOy Viel.

Demostrar que
0oco

ur, Ay

Sea X un conjunto y m un cardinal infinito. Demuestre que §) y los subconjuntos de A de X tales que
#(C,A) <m

forman los abiertos de una topologia. Encuentre o caracterice los cerrados.

Demuestre que U es abierto de X ssi

VAcXUNA=0=>UNA=()

Demostrar que en todo espacio topoldgico (X, 0), si A, B C X, entonces se tiene

a) ANB=0= Anint(B) =0

b) AUB=X= Anint(B) =X

Solucién:

a) Por Contradiccién: Sea AN B = ) y supongamos que existe © € ANint(B) (pues es distinto de vacio),
entonces z € Ay z € int(B). Como z € int(B) y este conjutno es abierto existe una vecindad de
que llamaremos V. tal que: V,, C int(B) C B. Ademds x € A, entonces por definicién de adherencia
ANV, #0 = ANB # (), pues V, C B. Lo que es una contradiccién con el supuesto de que ANB =)

b) Propuesto. Hint: Use (a) y el problema 2.

Demuestre que si B es una base para un espacio topoldgico (X, ), entonces B contiene una base de

vecindades para cualquier x de E

Sea U un abierto de un espacio topoldgico X. Pruebe que

U Uint(C,U) es denso en X

Sea (X, O) espacio topoldgico. Para A C X se define

a(A) =int(A) y B(A) = int(A)

a) Pruebe que si A C B entonces a(4) C a(B) y S(4) C B(B)
b) Pruebe que si A es abierto entonces A C «(A)
c) Pruebe que si A es cerrado entonces 5(A) C A



13.

14.

15.

16.

d) Pruebe que a(a(A)) = a(A) y B(B(A)) = B(A)
e) Dar un ejemplo en R de un conjunto A tal que
A, int(A), A, a(A), B(A), alint(A)), B(4)
sean todos distintos y tal que sélo las inclusiones

intf(A)CACA

Sea R con la topologia O = {R, ), (—oc0,z) Vo en R}. Encuentre los puntos de acumulacién de {0}, y
pruebe que no es cerrado.

Demostrar que en un espacio separable, toda familia de conjuntos abiertos no vacios {U;}icr tal que
UiNUj =0 sii# jesalomds numerable.

Solucién: Consideremos el espacio topoldgico (X, O) separable. Sea D = {d,, } nen el conjunto numerable
denso en X. Como los U; son abiertos, para cada i € I existe un elemento del conjunto D que estd en U;
(densidad, si no estd claro verifiquelo). Elijamos un elemento para cada U; (Como los U; son disjuntos, la
signacién de los d,, es dnica). Claramente se establece una biyeccién entre un subconjunto de Dy {U; }icr.

Por lo tanto: #({U,}ic1) < #(D).

Sea (X, O) espacio topolégico y A C X. Recuerde que el borde (o frontera) de A se definié como
0A =ANC, A= A\int(A)

demostrar que

a) Acerrado < JAC A

b) A abierto < AN A =10

Q) A=0A = int(A) =0 = A =4
)

d) Demostrar que si A es abierto o cerrado, entonces 9(0A) = A. Dar un ejemplo que muestre que se

puede tener 9(0A) # 0A)
Solucién:

b)(=) Si A es abierto, entonces C, A es cerrado, por lo tanto C,A = C, A = C,(int(A)). Con esto
OANA=ANCANA=ANC,A=1
(<) Si0A N A=10, entonces A NC,(int(A)) NA=0= ANC,(int(A) =0 = A Cint(A)

Pruebe que en un espacio topoldgico separado los singuletes {x} son cerrados. Pruebe que la reciproca es
falsa, para ello considere el siguiente espacio topolégico:

(X,0), donde O = {A € P(X) : #(C,A) < oo} y #X > #N

Pruebe que si define dos vecindades de puntos distintos, es imposible que estas sean disjuntas.



