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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Sistemas Basicos Estudiados.

Estudiaremos dos tipos de sistemas dindmicos:

- Sistemas dindmicos abstractos (s.d.a.): (X, B, u,T'), donde

= (X, B, ;1) es un espacio de probabilidad,

= 7': X — X es una transformacion B — B medible y

» 4 es una medidad T— invariante, es decir, Tu (B) = pu (T 1 (B)) =
w(B), (VB € B)..

- Sistemas dindmicos topologicos (s.d.t.): (X, T, donde

= X es un espacio métrico compacto y

m 7 : X = X es una transformacioén continua.

Veremos en el capitulo 5 que dado un s.d.t. (X, T') siempre existe una medida
T— invariante u definida sobre los borelianos de X. Luego el s.d.t. (X, T) se
puede mirar como un s.d.a. (X, B(X),pu,T).

En la mayor parte de este texto asumimos que 7', en ambos casos, es biyectiva
(bimedible y bicontinua respectivamente), o al menos sobreyectiva. En el
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siguiente ejercicio mostramos en el caso topolégico una manera de asociar
sistemas biyectivos a cualquier s.d.t. sobreyectivo. La construccion que se
presenta se puede realizar igualmente en el caso medible.

Ejercicio: Sea (X, T) un s.d.t. sobreyectivo. Existe un s.d.t. (X, T) biyectivo
(que se llama extension natural de (X,T)) y una transformacion continua y
sobreyectiva m: X — X tal que Ton (T) =mwoT (T) en cada T € X.

La construccion es la siguiente, definimos

~

X ={Z=(wo,21,...) € X" : T (2;) = mi_1,i > 1}

y f(:’f) = (Txy, o, 21,...) . Probar como ejercicio que ()?,f) es un s.d.t.
biyectivo. '
EJEMPLOS:

Los sistemas que presentamos a continuacion servirdn de ejemplos de base
en el texto.

1. SISTEMAS SIMBOLICOS.

Sea A un conjunto finito (que llamamos alfabeto). Sea K = NVZ. El conjunto
X = AF = {(xz)zeK Ve K, x; € A}
es un espacio métrico compacto con la métrica

0(xi, y;
d(l‘,y) :Z ( zayz)
icx 2
donde para * = (7;);cx,¥ = (¥i);ex s€ define 0 (z,1;) = {(1) ;lizl .
Intuitivamente, si x e y son iguales en playas grandes en torno al origen,
entonces estan cerca. Es decir dado € > 0 existe NV € N tal que

dz,y) <e<=uz;=vy;,i € KN{=N,..,N}.

Una base fundamental para esta topologia son los cilindros. Dados simbolos
ai,...,a, € Ay enteros i1 < ... < i, en K se define el cilindro asociado a
estas secuencias como

Cliry oo yim Qe m) = {2 = (Ti)iex € AN 125, = ay, ..., 25, = ap}.
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Siigp=k,io=k+1,...,%, =k -+ m — 1 entonces usamos la notacion

Clit, e yim A1y ey Q) = [a1 -+ Qg

Se prueba (hacer como ejercicio) que todo cilindro se puede escribir como
una reunion finita de cilindros del tipo [a; . .. Gy

Definamos ademas la funcion shift 7" : X — X por T'(z), = x;41, donde
T = (2i);ex, ¢ € K. Usualmente se usa o en lugar de T' para referirse al shift.

Observaciones:

- si K = Z entonces T es biyectiva,

-si K =N, |A| > 1 entonces T es sobreyectiva pero no biyectiva,
-si K =N la extension natural de (A", T) es (4%, T) (ejercicio).
Luego (AX,0) es un s.d.t. para K =N o Z.

Necesitamos algunas nociones de Lenguajes Formales. El primer elemento es
la nocion de palabra: una palabra en el alfabeto A es una secuencia finita de
simbolos de A, digamos w = wy ... wy,. El largo de la palabra es |w| = m.
El conjunto de palabras en el alfabeto A se denota A™. A este conjunto se le
agrega la palabra vacia A\ y el conjunto resultante se denota A*. Dadas dos
palabras u,w € A', decimos que u es subpalabra de w y anotamos v C w si.
lu| < |w| y existe i € {1,...,|w|} tal que u = w; ... W1

Si miramos AX a través de las palabras wg...w,_1 € AT, nos damos cuenta
que

ng...wn,l € A+, dz € AK,,T()...,I'n,1 = Wp...Wp_1-

Por esta razoén a (AK, O') se le llama fullshift (unilateral si K = Ny bilateral si
K = Z). Veamos una \’ultima notaci\’on. Dado un punto z = (z;);cx € AX
y enteros ¢ < j en K, anotaremos x[i, j| = x; ... x;.

Es posible sacar palabras de AX y obtener s.d.t. interesantes. La nocién
que se obtiene es la de subshift. Sea X C AX tal que o (X) = X, es decir
o : X — X estd bien definido. Cuando K = Z es biyectiva y si K = N es
sobreyectiva. Si ademés X es cerrado (para la topologia producto o equiva-

lentemente respecto de la métrica anterior), entonces decimos que (X, 0) es
un subshift de (AX, o).



Ejemplo: Sea X = {ZE € {0,1}": Vi € Z, xfi,i+ 1] # 11}, entonces (X, 0)
es un subshift.

Probemos que es shift invariante (o (X) = X).Siz = (;)iez € X,en cada i €
Z se tiene o (x); 0 (x);,, = Tit1Tiy2 # 11. Ademas Vo € X, 07" (z) € X pues

o (), 07" (#);,, = Ti1w; # 11. Luego, Vz € X, Iy € X, 0 (y) = z.
Para probar la cerradura basta observar que X = (|, [11],)" . [ )

En el ejemplo anterior, X resulta de sacar la palabra 11 del conjunto de
palabras finitas asociadas a X. En general, para un subshift (X, o) definimos
su conjunto de palabras por

L(X)={weA": 3z € X,zp..0_1 =w}.

Entonces en el ejemplo anterior
L(X)=A"\{we AT : 11 C w}.

Sea W C AT. Definimos (W) = {w € A" : 3u € W,u C w}. Siempre que
L(X)=A"\ (W) con W C AT |IWW| < 400, decimos que X es un subshift
de tipo finito. El ejemplo anterior es un subshift de tipo finito.

Ejemplo: FEl siguiente subshift no es de tipo finito

X={rec{0,1}°:Vi,jeZ,(i<jAxli,j]=01..,10 = j — i+ lespar)}

(entre 2 ceros no consecutivos hay un nimero par de unos).

Se prueba que X es subshift (ejercicio) y que X no es subshift de tipo finito.
Las siguientes palabras no estan en L (X): D = {01°0 : i es impar}. Si W es
un subconjunto finito de {0,1}", tal que L (X) = {0,1}* \ (W), entonces
Vw € D,Jw € W, tal que w = uwv con u,v € {0,1}". Como W es finito
existen infinitos w € D asociados con el mismo @, lo que implica que W €
L (X), que es una contradiccion. El subshift X tiene la propiedad siguiente:
L (X) esta dado por el siguiente grafo finito: L (X) son las palabras que se
escriben al recorrer los caminos finitos sobre los arcos de este grafo. Todos los
subshift con esta propiedad se llaman SOFICOS. Pruebe como ejercicio que
el subshift X C {a,b}? tal que L(X) son las palabras finitas que se escriben
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al seguir los caminos de vertices en el grafo del ejemplo es un subshift de tipo
finito.

0

a Kb

)

Ejemplo: Veamos ahora un ejemplo de subshift no sofico. Considere la sub-
stitucion

e 2 {0,1} — {0,1}" tal que TF§O) = 01,7r (1) = 0. La substitucion 75 se
puede extender a {0,1}" y {0,1}" por concatenacion, es decir

T (ag ... an 1) = 7p (a0) 7p (a1) .. . 7F (an_1)
y
Tr((2)ien = 7 (xox1...) = 7F (o) TR (21) . ..

Vamos a construir a partir de 7 un subshift. Sea Z € {0,1}" y considere
el punto z = 0Z. Se tiene que Az, tal que 7% (x) ' T v 7F (T,.) =

i—+00
Zrp. Ademés ., es independiente de T (ejercicio). El subshift asociado a 7p
es X = {o'(z,,) : 1 € N}.

Ejercicios: Probar que (X, o) es un subshift y que no es sdfico.

Indicacion: El hecho que (X,0) no es sofico viene del siguiente resultado
general. Si un subshift (X, o) es minimal, es decir, O (z) = {¢? (z) : i € N} =
X en cada x € X y X es infinito, entonces X no es sofico. Para ello se
observa que un subshift minimal infinito (X, o) no tiene puntos periddicos
para el shift, es decir, no existen puntos z € X tal que o?(z) = x para algin
p > 1. Si (X, o) fuese sofico entonces en el grafo que define L (X) existe un
ciclo (pues X es infinito) y esto produce un punto periodico. Probar entonces
que (X, 0) no tine puntos periodicos.

2. ROTACIONES EN GRUPOS COMPACTOS.

Sea (G, %) un grupo topologicoy a € G. Se define T, : G — G por T,g = g*a.
El sistema (G, T,) es un s.d.t y si le ponemos la medida de Haar (que resulta
ser la tnica invariante) lo estudiamos como s.d.a.
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1.2. Equivalencia de Sistemas.
Definicion. Conjugacion Topoldgica y Métrica .

» Decimos que los s.d.t. (X,T) e (Y,S) son conjugados si existe una
biyeccion continua m: X — Y tal que Som =moT.

» Decimos que los s.d.a. (X,B,1,T) y (Y, A,v,S) son conjugados si ex-
iste m: X — 'Y biyectiva, bimedible tal que Som =7moT ymp=v.

= Si en las definiciones anteriores 7 es solo sobreyectiva, decimos que Y
es factor de X, o que X es extension de Y.

Definicién. Nocion de disyuncion.

w Sean (X,T),(Y,S) s.d.t. Decimos que X LY o que X eY son dis-
juntos si cada vez que (X,T) y (Y,S) son factores de un mismo s.d.t.
(Z,R) porw: (Z,R) — (X,T) y ' : (Z,R) — (Y,S), entonces existe
a:(Z,R) » (X xY, T xS) tal que m = px o a, 7" = py o o, donde
Px Y py son las proyecciones candnicas.

» Decimos que los s.d.a. (X,B,u,T) y (Y, A, v,S) son disjuntos o que
(X,B, 1, T) L (Y, A, v, S) si cambiamos en el caso anterior lo continuo
por medible.

Proposiciéon. Probar que si (X,T) y (Y,S) son s.d.t. disjuntos entonces
(X, T) es minimal o (Y,S) es minimal, en el sentido que

(Ve X),0@) =T (@) i€l =XV(¥yeY),0(y) =15 (y):icZj=Y

(se asumen S, T homeomorfismos).

Demostracién: Si no fuese asi, entonces existen g € X y yp € Y tales

que O (zg) # X y O (yo) # Y. Ademas (O (xo),T) y (O (yo),S> son s.d.t.

Denotemos por O (zg) = A, O(yp) = B. Sea C' = (AxY)U (X x B). Se
tiene que 7' x S (C) = C, luego (C,T x S) es un s.d.t., tal que px (C) =
X,py (C) =Y, Topy =pxo(T'xS)y Sopy =pyoT xS .Como X
e Y son disjuntos existe un factor a : (C,T x S) — (X x Y, T x S) tal que
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Px = Px © a, Py = Py o, lo que implica que A = X o bien B =Y. Esto es
una contradicciéon. &

Ejercicio: Probar que el subshift (X, o) asociado a la substitucion T (0) =
01,75 (1) = 0 es disjunto de ({0, 1}N,a) .



Capitulo 2

Teoremas Ergodicos.

2.1. Teoremas de Recurrencia.

Dado un s.d.a. (X, B, u,T), nos interesa estudiar propiedades del estilo si-
guiente

-dado A € B, jexiste n > 1 tal que T"" (A)NA#¢?
- dado A € B, jexiten infinitos n > 1 tales que 77" (A) N A # ¢ ?

La respuesta a estas preguntas marca el inicio de la teoria ergoddica.
Teorema. Sea (X, B, u,T) un s.d.a. y A € B con u(A) > 0. Entonces,

Recurrencia de Poincaré débil

n > 1,pu (T (A)NA) >0.

Recurrencia de Poincaré fuerte

VmEN,Eian,u(T’”(A)ﬂA) > 0.

Demostracion: Sea F' = {x € A:Vn > 0,7"x ¢ A}. Analicemos los ite-
rados de F : FNT~'(F) = ¢, pues si no existe z € F tal que Tz € F.
Ademas FNT~*(F) = ¢ pues en el caso contrario existe z € F tal que
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T'z € F. Por otro lado, se tiene que T=* (F)NT™7 (F) = ¢ parai < j,
pues T-U=)F N F = ¢. Concluimos que {F, T~' (F),...,T7*(F),...} es una
familia disjunta de conjuntos medibles tal que

u (U T’F) => u(T7F) =) pF)<L

1€eN 1eN 1€N

Luego p (F) = 0. Esto prueba el Teorema de Poincaré en su version débil.
La version fuerte queda de ejercicio. '

2.2. Teoremas Ergoédicos.

Sea (X,B,u,T) un s.d.a. y f : X — R una funcién medible. Si tomamos
r € X, vamos a llamar observables de x por f a cualquier f (T"r) con i € N.
Equivalentemente, decimos que {f (T"z)};.y es la observacion por f de la

orbita de x. Un problema bésico de la teoria ergddica es saber si existe
N1

1
el limite cuando N tiende a infinito de N Z f oT" en algin sentido y
n=0

caracterizar dicho limite. Por muchos anos se supuso en ciertos casos lo que

se llamaba la “hipotesis ergddica”’, que decia que para muchos x € X el limite
N-1

1
en N de N Z [ (T"z) existe y es fx fdp. Alinicio de los afios 30 aparecieron

n=0
resultados matematicos:

1) Von Neumann probo6 el resultado en L? (X, B, u).
2) Birkhoff probo el resultado puntual.

2.2.1. Teorema Ergédico de Von Neumann.

Teorema. Sea U : H — H una contraccion lineal del espacio de Hilbert
H, es decir, si f € H, {Uf|| < ||f|l, donde || - || es la norma en H. Sea
M={feH:Uf=f} yP:H— M la proyeccion. Entonces Vf € H,
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2

% Z ur fNijoon

n=0

Demostracion: Definamos N = ({g —Ug : g € H}). Probemos que M =
Nt

N+ C M : Sea h € N*, luego

|Uh — R Uh —h,Uh — h)

=
= (Uh, Uh) — (Uh, hy — (h, UR) + (h, h)
< |Ih]l* = (A, U*h) = (U*h, ) + ||h||”

Por otro lado en cada g € H se tiene (h, g — Ug) = 0, luego (h, g) = (U*h, g) .
Esto prueba que h = U*h. Usando la desigualdad anterior concluimos que
|Uh — h|| =0y h = Uh. Esto prueba que N+ C M.

Observemos que U* también es una contraccion:

|U*fII> = (U*f,U*f)
= (UU*[, [)
< lvv=£) - 11 £
< lU*£1 - 11£1

pues U es una contraccion. De aqui deducimos que [|[U*f|| < || f]-

Sea h € M. Entonces Uh = h y U*h = h. Basta tomar
1U*h = h|[* < |[h|]* = (h,Uh) — (Uh, h) + [|h]|*.
Para g € H se tiene que
(h,g = Ug) = (h,g) = (h,Ug) = (h,g) = (U"h, g) = 0.

Ademas si f = lim; .o (g; — Ugi), donde ¢g; € H, i € N se tiene que

(h, f) |< — (9 = Ugi)) + (h, 9: = Ugy)

<Al 1[f = (9 = Ugi) | + 0 <€
para cada € en un ¢ suficientemente grande. Concluimos que N+ = M.
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Probemos el teorema para f = g — Ug, g € H. Notar que Pf = 0 pues
N+ = M. En efecto,

LSty

lo que tiende a cero cuando N va a infinito.

Si f € N, se deduce directamente por continuidad que:

7 N-—o0 0.

| Nl
il U f
2

Finalmente si f € H, f = Pf + fo, fo € N, luego

=

LE o)

N-1
¥ XU

=0

1 N—-1
W'Z%me“PfH =

Y

2
3

lo que tiende a cero pues f; € N. [ )
Para el caso de s.d.a. el teorema se enuncia como sigue.
Teorema. Sean (X, B, 1, T) un s.d.a., f € L>(X,B,pn) y

T ={BeB:u(T7'(B)AB) =0} (0—dlgebra de conjuntos invariantes),
luego

—n—00 0
2

1Nfl
~ 2o feT" —E(f1T)

Demostraciéon: Hay que traducir el teorema anterior,
1) H=L*(X,B,p)

2) U : L*(X,B,p) — L*(X,B, ), definido como Uf = f oT esta bien
definido pues como Ty = 1 entonces
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X/|f|2du=X/|foT|2du.

Ejercicio: Si T = p y f es u— integrable entonces /fdu = /f oTdu.

3) \UFII2 = / | (foT)Pdu= / |f1%dp = || f||5, luego U es una contraccion.

4) Sea M = {f € L*(X,B,pu) : Uf = foT = f}. Para terminar probemos
que P =E(-|Z). Verifiquemos que

/Pfdu:/fdu, VfeL?(X,B,u),VB € T.

B

Sea f = Pf + fo donde f, € N (usamos la notacion del teorema anterior).
Luego,

fPfdu = ffdu ffodu
= ffdu ffo 1pdp
= ffdu

pues 1g € M (verificar como ejercicio), fo € Ny N* = M.
Hay que verificar que h = Pf es Z — medible. Sea A € B(R). Se tiene
T='(h~"(A)) = (hoT)"" (A) = h~" (A), lo que prueba que Pf es M—medible.

2.2.2. Teorema Ergédico Puntual (Teorema de Birkhoff).

Dado un s.d.a. (X,B,4,T) y x € X, queremos ver la existencia del limite
cuando N tiende a infinito de

2

1 n

3
Il
o
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donde f : X — R es una funciéon medible. Hay varias aplicaciones impor-
tantes.

1) Supongamos A € B, x € X y f = 14. Luego la existencia y conocimiento
del limite en N de

N—-1

1 t{0<n<N:Trzx € A}
— Y (1) = 22

an::OA( ) N

permite calcular la frecuencia de entrada a A de los iterados del punto .

2) Otra aplicacion es un Teorema de Grandes Numeros. Sean (Y;),.y va-
riables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas en {0,1} con
distribucion @ = (mp,m), y consideremos X = {0,1}”,u = 7% (medida
producto), T el shift y f : X — {0,1} dada por f(z) = zy en cada z =
(xi)iez € X. Luego, la existencia y conocimiento del limite en N de

N-1 N-1

1 1

n=0 n=0

permitiria deducir un Teorema de Grandes Niuimeros para variables indepen-
dientes de Bernoulli.

3) Problema de Gelfand: ;Cual es la frecuencia del digito 7 en la secuencia
del primer digito en base 10 de 2", n > 07 Es decir,siw =1,2,4,8,1,3,6, 1, 2,
es dicha secuencia y Py (n) = ${0 < i < n:w; = 7} buscamos '™ £ D

n—oo n
n—1
finamos a = logy,2 y observemos que P; (n) = Z 17,(j - amod1), donde
=0

I; = [logyy 7,10g, 8). La expresion j - amod 1 corresponde al iterado j— ési-
mo de 0 para la rotacion en angulo « en [0, 1] mod 1. Si calculamos el limite
obtenemos log,, (%) .

Los teoremas ergodicos puntuales pasan por desigualdades llamadas maxi-
males (en todo lo que sigue el sistema T es invertible). La demostracion del
Teorema siguiente es de Garsia (1965).

Teorema Maximal. Sea (X,B,pu,T) un s.d.a. (invertible) y f : X — R

una funcién medible tal que |fldp < +oo. Si definimos f*(x) =\2,
. >
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=

-1

1
— ™ t
N [ (T"z), entonces

i
(o=}

fdp > 0.

{zeX:f*()>0}

Demostracion: Para cada n > 1 definimos f, = sup;<;, Zf;t o Tk
Claramente, f = f; < fo < .... y se tiene la igualdad

{reX:f(x)>0}=J{z e X: fulx) >0}

n>1

Probemos la siguiente propiedad: f, < f + f,7 o T para todo n > 1. Para
n=1,fi=f<f+fToT=f+foT. Seal < j < n, entonces

j—1 j—2
D SoTr=f+( foTH)oT < f+(fj10T) < f+faoT < f+ [ oT.
k=0 k=0

Como f; = f < f+ f,F oT deducimos que f, < f + f.F oT. Entonces,

f{xGX:fn(x)>0} fdp = f{xGX:fn(m)>0}(fn — fi o T)dp

- f{mGX:fn(:L‘)>0} fT—li—d'u o f{mGX:fn(:L‘)>0} f;—
> [ [ardp = [ Ji o Tdp=0.

oTdu

Luego f{:veX:fn(:v)>0} fdp >0, y usando el teorema de convergencia dominada

concluimos que fdu > 0. [
{zeX:f*(x)>0}

Corolario. Sea o € R, luego fdu>a-pf{re X : f*(x) > a}.
{zeX :f*(z)>a}

Demostraciéon: Tomar ¢ = f — « y probar que ¢* = f* — a. [

Corolario. Sean Y C X ya e R SiT(Y)CY yT:Y — Y es medible,

entonces

/ fdp>a-pf{zeY : f*(x) > a}.

{z€Y:f*(z)>a}
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Demostracion: ejercicio e

Teorema Ergodico de Birkhoff (en L'). Sean (X,B,u,T) un s.d.a. y
feLl'(X,B, u). Se tiene,

NhfooN Z foT" = f existe yu — c.s.

(2)foT=Ff [ — C.5.

1 N—-1 _
4)ﬁZfoT” — ]
n=0

(5) SiT={A€B:u(AAT(A)) =0}, entonces f = E(f|T).

Demostraciéon: Hacemos la demostracion con T invertible y con L'(X, B, p)
real.

(1) Sean «, 5 € R, o < f y definamos

N—00

N-1 N-1
z. : 1 n 1 n
Ea’ﬁ:{xeX:hNni)loréfN;f(Taj <oz<ﬁ<hmsup—ZfT }

Probaremos que p (E, 3) = 0. Esto basta pues si tomamos un conjunto denso
en R?

{(ei, ) e @ - i €Ny < B}

se tendra que

N-1

1
ILL {ZL’ € X lun N f TL no eXlSte} - 0

Observemos que T(E, 3) C E, s pues los limites liminf y limsup no cambian
si tomo = o bien T'z. En efecto, basta considerar la igualdad siguiente,

RO MIGUEE VBRSS!

Ademés E,p C {r € X : f*(z) >} (recordar f* del Teorema Maximal).
Luego de los dos corolarios anteriores se deduce

n=0
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f{eraﬁzf*(x)zg} fdp > B-p({r € X : f*(x) > B} N Eqp})
= 6 ' M(Ea,ﬁ)~

Por otro lado, E,5 C {z € X : (—f)" > —a}, luego usando los corolarios
anteriores

(=)dp = (=) p (Eep) -
{z€Bq g:(-)*>-a}

Concluimos 5 - (Eyg) < / fdp < a-p(E,p). Como S > a necesaria-
o

mente p (E,p) = 0.
(2) Queda de ejercicio.

(3)

Sy Nimyoe g fo T (@) [dp (@) < [y limintyooe g |f] 07" () dp ()
<Iminfy e [ & Sonco |f1 0T (z) dp ()
= [x [fldp(z) < +oo.

(4) Sean f >0y 0 <g < f,g acotada. Luego,
|+ rom =7 < |EZ) for— £ gor
N-1 0 = - —

%2:0 goT _9H1+Hf_gH1

<2llf =gl + || ¥ Xnso 90T~ 7

1

‘ 1

Tomando ||f — g||; pequeiio y usando el teorema de convergencia dominada
en el otro término concluimos

+

—
N%ooo
1

1N—l
N2 SeT =T
Nn:O

(5)Sean n > 1,k € Zy A € T. Definimos A,,, = {:EEA: zﬁn < flx) < k;;

Claramente T : A, — A, estd bien definido y es inyectivo. Ademas

18



(AN Ugez Apg) = 0. En Ay, f*(2) > 9= — € para € fijo y (—f)" (z) >

2TL

— (%) Luego (de los corolarios anteriores)
/ fd/VL - <_ - 6) % (An,k)
n k
' k+1
+
/ (—f)dMZ—< o >M(An,k).
An,k:
Concluimos

<2iu(z4 k) -

/An,kfdu—/Ankfdu

Finalmente sumando sobre k& se obtiene

/Afdu—/Afdu‘S;nu( ) nsacD-

Como f es Z— medible y A € T obtenemos f =E(f | T). [

Observacion:

1) si f € L& (X, B, p) el teorema es cierto pues se descompone f en parte
real e imaginaria como f = f; +ifs.

2) siZ =, {X,¢} (Z es trivial) , entonces E (f | 7) = / fdu.
X

3) La reciproca de (2):sea A€ Zy 1,4 € L' (X,B,u), luego

L) = L0 )= @) s (e

n=0 n=0

MZ

1
N
lo que implica  (A) =0 V p(A) =1.

19



Capitulo 3

Sistemas Ergoddicos y
Mezcladores.

3.1. Sistemas Ergodicos.

Definiciéon. Decimos que un s.d.a. (X, B,u,T) es ergodico si
T={A€B: (T (4)A4) =0}
es trivial, es decir si A € T entonces pu(A) =0V pu(A) = 1.

En este caso E(f |Z) = / fdp. Usando el Teorema Ergddico puntual se
X

deduce que el sistema es ergodico (a veces decimos que p es ergodica) si

=

-1

Vf € L' (X.Bo) .+ 30 (17 () w / fdu.

3
Il
o

Proposiciéon. Un s.d.a. (X,B,u,T) es ergddico si y solo si toda funcion
medible f : X — C tal que f = f oT es constante p— casi sequramente.

Demostracion:

(<) Sea A € Ty f=14. Claramente f es medible y como pu(AAT ™! (A4)) =
0 entonces folT = 1T71(A> = [ p—casi seguramente, de lo que concluimos

que f = cte u— casi seguramente. Es decir, 14 =, 1V 0y p(4) =0V 1.

20



(=) para p casi todo punto z € X si f =, foT entonces

N—

%ZfoT” = /fdu—cte.

n=0

Teorema. Sea (X, B, u, T) un sistema dindmico abstracto.
(1) El sistema es ergddico siy solo si todo valor propio de Ur : L* (X, B, u) —
L* (X, B, ) definido por Urf = foT es simple.

(2) Si el sistema es ergddico entonces todo valor propio de Ur es simple y su
modulo es 1. Ademds G = {\ € C: X es valor propio de Ur} es un subgrupo
de K={z€C:|z|=1}.

(3) Si G C C es un subgrupo de K entonces existe un s.d.a. (X,B,u,T)
ergidico tal que G es su subgrupo de valores propios (no haremos la de-
mostracion,).

Demostracién: Por simplicidad anotaremos L? = L*(X, B, j1).

(1) (<) Si1 es valor propio entonces existe f # 0 € L? tal que fo T =, f,
y 1 como funcién de L? es vector propio. Luego f =cte-1y (X,B,u,T) es
ergodico.

=) Si T es ergodico, fol = implica f =, cte. Luego A = 1 es valor
" "
propio simple.

(2) Sea A € C valor propio. Entonces existe f € L*\ {0}, foT =, A- f. De

aqui
2dy = fol Zdu =} Fl?du

de lo que concluimos que |A| = 1.

Sean f,g € L?\{0} y «, 3 valores propios asociados a f y ¢ (Ja] = || =1).
Sea g = 5. Vamos a probar que go 1" = %E En efecto,

— _ [T _ af _
gOT_goT_Bg 69

y G es no vacio pues 1 es valor propio. Luego G es subgrupo. Sean f, g € L?

asociados a A . Luego é es vector propio asociado a A\~ ly 5 es vector propio
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asociado a 1. La ergodicidad se deduce del hecho que 5 =, cte implica f =,
g - cte.

Ejemplo: Sea a € R\ Q. Probemos que Tz = 7 + a mod 1 en II' =
[0,1]modl y p la medida de lebesgue es ergodico. Para ello calculamos las
funciones T— invariantes. Sea f € L*(IT', B(IT"), ). Esta se escribe usando

la descomposicion de Fourier como f (z) = E ane*™*  luego

nez
— Z an€27rin(x+a) — Z an627rz'a€27rinm.
nez nes
Si f =, foT entonces a, | 1 —¢e*™*| = 0 paran # 0 pues a € R\ Q.
#0
Luego a, =0, n # 0y f =, cte. De aqui deducimos que 1 es valor propio en
L*(1T, B(Hl), w) y T es ergodico. [ )

El ejemplo anterior sirve para intuir el resultado del problema del Gelfand.

Recordemos que se quieria calcular

{0<i<n—1iw;=7}|"
n

lim
n—00

Tomemos « = logyo7 y definamos I; = [log1o7,10g108) . La transformacion
definida en IT' por Tx = = + avmod 1 satisface,

N-
1 t{0<i<N-1: 2am0d1€I7}
N EZO E 17, (i - amodl) = N

Como T es ergodica se tiene que si 0 pertenece al conjunto de convergencia
el limite seréa logm%. [

Proposiciéon. Un sistema dindmico abstracto (X, B, p,T) es ergddico si y
sélo si para f,g € L*(X,B, ) se tiene,

1 N-1
]\}H)noo_;<UTf’g>_ fa < >
0
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Demostracion: Denotemos L? = L*(X, B, p).

(=) Asumamos que 7T es ergodico. Se tiene,

N-1

1 1 N-1
~ 2 {Urf.9) <N ZU¥f,g> Voo (E(F1T).9)
n=0

n=0

VEWITD),g)=(< [, 1>9)=(f,1)-(L,9).
(<) Sean f € L? y g € L% Por el Teorema Ergodico puntual y de Von

N-1
Neumann se tiene que — Z Ul f converge a E(f | Z) puntualmente y en
n=0
L?. Lueg0<NZN 1U"f,g> converge a (E(f|Z),g) en cada g € L% De
aqui deducimos que (f,1) =E(f | Z) y que T es ergodico. [

Proposiciéon. Un sistema dindmico abstracto (X, B, u,T) es ergddico si y
solo st para todo A, B € B se tiene

&‘i‘ooNZM TTANB) = p(A) - p(B).

Demostracion: Tarea. 3

Ejercicio: Probar que en la proposiciéon anterior basta con A y B en una
semidlgebra que genera B .

Ejemplo: El sistema ({0, 17,1, uw) es ergodico.Donde la medida p, es

la medida producto en {0, I}Z definida por © = (mg, m) tal que 7o + m =
1y m,m € (0,1), y T es el shift.

Usamos el ejercicio anterior: sean A = [zg...%;-1], ¥ B = [Yo-..Ym—1], - Si k es

grande ({a + k,...,a+k+1—1}N0{b,....b+m — 1} = ¢) se tendré,

tr (T*ANB) = pr ([wo-.121], N [Yo---Ym—1])
= Mg Ty * Tyoer Ty 1

= pix (A) - pix (B) .
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Entonces

t¢12

1

N (T AN B) xSk (A) - 1 (B), lo que prueba la ergodici-
0

dad. '

£
Il

3.2. Sistemas Mezcladores.

Sea (X, B, i) un s.d.a. La ergodicidad dice que YA, B € B,

2

-1

% u(T"ANB) xS (A) p(B).

i
(o=}

Es decir, |+ SN (T AN B) — pu(A) - (B)‘ N 0. Una cota superior
directa,
N-1 N-1
1 . 1 .
S 2 n(T " ANB) = p(A) - p(B)| < = 3 [p (T "ANB) = pu(4) - u(B)|.
n=0 n=0

Luego si |u (T""AN B) — p(A) - u(B)| converge a 0 se tiene la ergodicidad.
La condicién anterior tiene interés en Teoria Ergodica, lo que motiva la defini-
cién siguiente.

Definicion. Sea (X, B, 1, T) un sistema dindmico abstracto.

(1) T es débilmente mezclador si en todo A, B € B se tiene

—Z\u AN B) = i (A) - 1 (B)] y5h 0.

(2) T es mezclador si en todo A, B € B se tiene
p(T7"ANB) Soon (4) n(B).

Claramente T mezclador implica 7" débilmente mezclador lo que a su vez
implica T' ergodico.

Teorema. Sea (X, B, u,T) un s.d.a. Son equivalentes,

1) T es débilmente mezclador,
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2) (X x X,BxB,ux u,T xT) es ergddico,
3)VA,Be€ B, IFE CN de densidad 0, tal que

[ENn{0<j<n}
n¢E n—oo n

Mo w(T"ANB) = p(A) u(B), donde d(E) =k
es la densidad de E.

5) Las unicas funciones propias de UT son las constantes.
Para probar el teorema usamos el lema siguiente.

Lema. Si f : R — R es no-negativa y acotada entonces,

1Nfl
NZf ) om0 & IECN

de densidad cero tal que f (n )

n— 00
neEC¢

Demostracion: (<) Supongamos que 3E C N de densidad cero tal que
f (n) converge a 0 en E°. Luego,

YN ) =S )+ S S () < KD
++ Zn<N L f(n).

n€Ec¢

De lo que se deduce el resultado.
(=) Definamos E,, = {n € N: f (n) > L} luego

|[Em N {n<N—1}|
N

Luego E,, tiene densidad cero.

Formemos una sucesion de enteros 1g = 0 < 4y < 75 < ... tales que para todo
(Vn > 1),

2

1 1
I Z lg, (n) < - para N > i,,_;.
n=0
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Definimos F = U Ep O lim—1,im) - Probemos que E tiene densidad cero.
m>1
Sea 1,1 < N < i, luego

¥ le(n) =% e (n) + NZN’I 1g (n)
Nzlmll () NznolEm()
¥ s e () + 5

____+__

I/\ I/\ I/\ ||

Concluimos que d (E) = 0. Ademas f (n) converge a 0 en Epues si n €
[im—1,im] se tiene f(n) < ... o

Demostracion del Teorema:

(1) = (2) Sean A, B,C, D, € B. Se tiene,

2

%}:quﬁTxTYWAxBNNCxDD—MMMMEMKHMDHZ@)

n=0

MZ

() :% ‘(T‘"AﬂC)u(T_"BﬂD)—M(A)M(B)M(C)M(D)‘-

n=0

Sean Fi, F5 C N conjuntos de densidad cero como en el lema anterior. Sea
fn)=u(T"ANC)— u(A) p(C)|. Usando el lema deducimos

p(TANC)u(T"BND) 52 (A) p(B)u(C) (D),

nekEc

de lo que concluimos que (%) converge a 0. Como {Ax B: A, Be B} =S8
es semialgebra que genera B deducimos que 71" x Tes débilmente mezclador.

(3) = (1) Directo del lema.
(4) < (1) usando técnica de f simple, f >0, ..., etc.

)
(1) = (5) Sea f € L*(X,B,u), [ #0,a € (Ctalque foT = af y definamos
g(z,y) = [ () [ (y). Entonces g (Tx,Ty) = af (x)af @) = |af g (z,y).
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Luego como |a| =1,g0T x T = g. Como T x T es ergodico entonces g = cte
y [ = cte i — c¢s. Concluimos que o = 1.

(5) = (1) Usar el teorema de Herglotz. [ 3

Teorema de Herglotz. Sea U : H — H wuna isometria del espacio de
Hilbert H y x € H. Entonces, existe una unica medida finita p, en K =

{z€C: |z| =1} tal queVn > 1,(U"x,x) = / 2"d . )
X

Ejemplos:
1) Fullshift con medida uniforme es fuerte mezclador.

2) En {1, ..., n}Z se pone una medida Markoviana p dada por la matriz es-
tocastica A = M,,«, ([0,1]) y el vector estacionario 7. Ademés A se toma
irreducible. Finalmente,

1% ([wo...wt]s) = 77'1,,101444101/.11 "'Awt—lwt-

Esta medida es shift invariante en la semidlgebra de los cilindros, luego shift
invariante en la o— algebra producto.
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Capitulo 4

Informaciéon y Entropia Métrica

4.1. Informacion.

Veremos en primer lugar la informaciéon en un cuadro no dindmico. Sea
(X, B, 1) un espacio de probabilidad y o = (A4; : i € I) una particion med-
ible de X (finita o numerable). Es decir, Vi € I,A; € B, Vi,j € I,i #
gy (A A;) =0, p(J Ai) = 1. A menudo supondremos Vi € I, u(A;) > 0.
icl
Por comodidad usaremos una notacién mas compacta, a = (A), es decir, los
atomos de « se denotan A € a. A menos que digamos lo contrario cada vez
que nos refiramos a una particion ella serd medible y numerable (o finita).
Dadas dos particiones «, § decimos que « es mas fina que 5 y anotamos
a = [ si dado un atomo A € « existe otro atomo B € [ tal que A C B.

También decimos que S es mas gruesa que .

La funcién de informaciéon es una funcion
I,: X - R, U{+o0}
verificando algunos axiomas basicos:
» [(z) >0,en cadax € X,

w I, (2) = Z 14 (z) -9 (u(A)) para alguna funcion decreciente

A€x

9 :[0,1] = Ry U {o0},
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= si oy [ son particiones independientes, es decir, para A € a 'y B € j3,
(AN B) = p(A) - 1(B), entonces en cada z € X se tieme

Lovg () = 1o () + Ig (2),
donde oV ={ANDB: A€« B e B} es la particion refinada de a y
3.

Analicemos estas condiciones. Para 2 € A N B se tiene

Lo (z) = 0 (n(A)), Ig (x) = 0 (1 (B)), Lavs (x) = 0 (n (AN B)).

Luego si @ y § son independientes se tiene que Ioys (z) = 0 (u(A) - n(B)) .
Por lo tanto O (u(A)-p(B)) = 9 (u(A)) + 9 ((B)). Si ademas de las
condiciones anteriores pedimos que la funcion ¢ sea continua obtenemos que
v (s) = —log (s), salvo multiplicacion por constante positiva.

Definicion. Consideremos una particion medible numerable o = (A).

s La funcion de informacion asociada a o se define por

Z Ly (x) log(u(A)).

A€x

En general se escribe I, = — Z 14 -log(p(A)).
A€a

= La entropia asociada a « es la informacion media

H(a)=E(I,) = /Idu_ > (A) log (1 (A)).

X A€x

Para denotar la dependencia de p, se anota H,, () (en vez de H («)). No-
taremos N a la particion trivial

=, {X,0} ={AeB:u(A) =1V puAd) =0}
Se tiene Iy = 0, H, (N) = 0.
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En lo que sigue definiremos la informacion y entropia condicional. En cuanto
a notacion identificaremos una particion a con la o— algebra engendrada por

ella:
={J4ai:7c1}.
icJ
Lo anterior esta bien definido pues I es numerable.

Definiciéon. Sean a = (A), f = (B) dos particiones medibles y numerables.
La informacion condicional de o dado [ es

Ia‘gz—le' (le‘l log A|B))>

Beg A€a

donde (A | B) = “(;2;;3). Hemos asumido que p(B) > 0 en cada B € f3.

Otra manera de ver la misma expresion es

Ts=—=_> lanp-log(u(A| B)).

Bep Aca

La entropia condicional es la media de esta cantidad,

H(o|5)= /aﬂdu— S S 1 (AN B) -log(u (4| B))

Bep Aca

Observaciones:
1. Si x € AN B, entonces
Tap(@) = —log(u(A|B))
= —log(u(AN B)) — (—log(u(B)))
= Tavg(x) — Is(x)
luego Iovs = Inp + I y deducimos que H (aV 3) = H (o | B) + H (B).

2. Si @ y 8 son p- independientes, se tiene (A | B) = p(A) para cada
A€ a,B € j3, luego

Iyg =10, H (| B)=H(a)y H(aVB)=H (o) + H(S).
3. Si B = N es la particion trivial entonces I3 = I, H (a | f) = H (a),

pues A es pu- independiente de toda particion a.
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4. Observemos que se tiene E (1,4 | 8) = Z 1g-p(A| B), luego la informa-
Bep
cion condicional puede ser escrita como I3 = — Z Z Lang-log(E(14 | 5)).

Bep Aca
Esto permite dar posteriormente una definicion méas general.

5.Siwes o () — medible, o equivalentemente si aV3 = Sse tiene E(14 | ) =
14. Como log(1) = 0 se concluye que I, 3 =0,H (o | 5) = 0.

6. Mostremos la reciproca de la propiedad anterior. Supongamos I3 = 0
-casi seguramente o de manera equivalente H (a | ) = 0. Probemos que «
es o (3)- medible, u -casi seguramente. Si I3 = 0, it -c.s., entonces en cada
Acay Be B, 14nE(14 ]| 5) = lang, p -c.s. Luego, sumando en B € f3,
resulta

Luego

(La | B) du+f1AcE La| B)dp
lAdu—i—flAcE lA | B) dp (%) .

A S
-l

Por (**) concluimos que E(14 | ) = 14E (14 | 8) y por (*) E(14 | 8) = 14,
p -c.s. Concluimos que A es o(f)— medible u— c.s.

Propiedades Basicas.

Sean «, 5,7 particiones numerables medibles. Entonces

1. Iavgly = Loy + Igjavy-

2.H(avp|y)=H(a|7y)+H(@BaV7).

8. Siy =B (vV B =), es deciry es mds fina que 3, entonces Inygy = Ioy
y H(aV ply) = H(aly).

4. Sia = B entonces Io, > Ig, y H(aly) > H(B|7y).

5. 81 8 > a entonces H (v | ) > H (v | B). En general no se tiene I >
Ly

Demostracion: Sean o = (A4), f = (B),y = (C) las particiones medibles y
numerables del enunciado.
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1.Sea x€ ANBNC donde A € a, B € 3,C € 7, entonces

Loy (2) = = log( (4 BIC) = ~log 2 0E),
L (a) = ~logliu (4] €)) = ~ o2
y
Ty ) = = log(u(BIA 1 ) = = log( 2 FATED)
Luego Iy () + Igjavy () = —log % = Ivgy () .

2. Es directa de la propiedad 1.

3. 517 = B entonces a Vv = 3. De lo que deducimos que Igjqy, = 0. Para
concluir basta aplicar la propiedad 1.

4. Si o = [ entonces por la propiedad 1 tenemos que

Lavgly = 11y + Lajsvy
S—— S——

“laly 20
de donde concluimos que I, > Ig},.
5. La propiedad 5 la probaremos en un contexto més general. [

Definicion. Sean (X, B, i) un espacio de probabilidad, o una particion, nu-
merable y medible, y A C B una sub o— dlgebra de B.

= La funcion de informacion de o dado A se define como

Toja= - Z 14 - log(E(14[A)).

Aca

» La entropia condicional de o dado A es H (o | A) = /[aAdM-
X

Cuando sea necesario especificar la medida p anotamos I,(a|A) y H,(«|A)
respectivamente. La definicion anterior generaliza la definiciéon con parti-
ciones pues Iog = Iojs(s)-
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Proposicién. Si A; D A, entonces H (o | Ay) < H (o | Ag).

La proposiciéon anterior queda incluida en la proposiciéon precedente pues
azf=o(a)20(p).

En la demostracion usaremos la Desigualdad de Jensen.
Desigualdad de Jensen . Sea ¢ : R — R una funcion concava. Entonces,
para f € L' (X, B, 1), AC B sub o -dlgebra, ¢ (f) € L' (X, B, 1), se tiene

p(ETA)ZE@@() A ()

Demostraciéon: Propuesta. e

Demostracién proposicion anterior: Observemos que ¢ : [0,1] = R, ¢ (t) =
—t-log(t), es concava (se define ¢ (0) = —01log(0) = 0 por continuidad). En-
tonces,

H@[A) == 5 [los(E(1s | Ay
=~ 3 (L og(E (14 | 4) | 4) da
=~ S Tlos(E(14 | AVE (L] A)d
- A;jiaﬁ:m | A)) dpe. (%)

Fijemos A € a y fijemos f = E(14|.A;) en (%), A4 = Ay en (x). Por de-
sigualdad de Jensen queda

P (E(E(A]A) [ A)) 2 E(p(E(1a] A1) | A2)

es decir

p (E(1a | A2)) > E(p(E(La | A1) [ As).
Integrando queda /gp (E(14 | Ag))d, > /gp (14 | A1) dp. Sumando so-
X X

bre A € « y utilizando (**) obtenemos H (a | A2) > H (o | Ay). )
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4.2. Resultados Basicos de Martingalas.

Antes de continuar con teoria de informacion, daremos unos resultados basi-
cos de martingalas..

Lema Maximal. Sea (X, B, 1) un espacio de probabilidad. Sean By C By C
... € By C B una secuencia creciente de sub o— dlgebras de B. Entonces
Vf e L' (X,B,pu) se tiene:

1
X

donde Exy = {z € X : maxi<,<n E(f | By) (z) > A}.

Demostracion: Podemos asumir f > 0 (si no cambiamos f por |f]). Se
N

tiene que Ey = U E™) donde

n=1

ENM ={zeX:Vke{l,..n—1}LE(f|B) (z) <A AE(f | B,) (z) > A\}.

N N
Luego p (Ey) = Z,u (E,(LN)) y /fdu = Z / fd,. Como ESN) € B, se
n=1 En nZIE,(LN>
tiene que
N
[ fde =3 [ fd,
En n:lET(LN)
N
= Z f E(f|8n)du
n:lET(LN)
N
>3 A-p EéN))
n=1
= A-p(Ey)
1 1
LuegOM(EN)Sx/fdﬂﬁx/fdu- L
En X

Corolario. Sea (B,), .y una susecion creciente de sub sigma dlgebras de (3.
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Entonces Vf € L' (1) ,YA > 0,

su 1
p{xeX:nepNIE(f|Bn)>)\}gx/|f|du
X

Demostracion: Ejercicio. 3

Teorema Creciente de Martingalas. Sea (X, B, p) un s.d.a. Sea (B,),cx
una sucesion creciente de sub sigma dlgebras de B y B el limite creciente.
Entonces Vf € L' (X,B,u) se tiene,

lim E(f | B,) =E(f|Bs) en L' (X,B, 1) y pu— c.s.

n—o0

Demostracién: a) Probemos primero la convergencia en L' (X, B, ). Se

tiene que el resultado es cierto para f € |J L' (X,B,,u). En efecto, si
neN

feL (X, By, ), Vn<n' <oo,E(f|Bur)=f, pues f =E(f | B,).
Por otro lado, Up,enL' (X, B, 1) es denso en L' (X, Boo, i)

(Bw={B€B:VYe>0,3n € N,IB,, € B, tal que ;1 (BAB,) < ¢€}).

Ahora tomemos f € L' (X, By, t), y para € > 0 tomemos algin ng € N, g €
LY (X, Bp,, ) tal que ||f — g||; < e. Para n > ny se tiene,

(f1Bn) —E(g|Bn) + E(g]Bn) — g+ g — flls
(f = 9IBa)ll +[lg = fllx < 2€

[E(f1B,) — flli =|E
<||E

pues E(g | B,) = g si n > ng. Luego se tiene el resultado para f € LY(X, B, i)
pues E(f | B,) = E(E(f | Bw) | Bx), y podemos suponer que f es By, —
medible.

b) Probemos la convergencia y — c.s. Como dijimos antes, basta suponer
f €LY (By, ).

Sea € > 0,
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p{limsup, ., | E(f|B,) — f |> e} = p{limsup, . [E(f[B,) — E(g|B,)

+E(g|Bn) — g+ g — f| > e}
< u{h’msupn%o E(f =91 Bl > %}
+p {Ig —fI> %}

pues {|f+h|>e}C{|fI>5 }u{Inl>5}

y E(g|Bn)=g para n>no
< pu{suppen | E(f =g | Ba) [> 5V/e}
+u{|f = g > 5Ve}
< Z I —gldu+ 2 [1f — gldp < 4V,

X X

1
donde usamos el Lema maximal y la desigualdad p{|f| > A} < 3 / | f] dps.
X

El resultado se concluye directamente de la desigualdad anterior. [

Teorema Decreciente de Martingalas. Sea (X, B, 1) un s.d.a. Sea (B,,), .
una susecion decreciente de sub sigma dlgebras de B y By, el limite decre-
ciente. Entonces Vf € L' (X,B,u) se tiene,

lim E(f | B,) =E(f | Bs) en L' (X, B, 1) y pu— c.s.

n—o0

Demostracién: Sea V,, = KerE(-|B,)= {f€ L' (n):E(f]|B,) =0}=
{f—E(f|B,): fe L' (X,B,u)}. Observemos que V,, C V,,1, pues
E(f | B,) =0 implica E(f | Byi1) =E(E(f | By) | Bat1) = 0.

El resultado del teorema se verifica para f € L (X, By, ) + (UnenVa)-
En efecto, si f = fi + fo,fi € L' (X,Bu, 1), fo € Vy,, entonces para
n=>no, E(f|B,) =E(fi|By) +E(f2|B) =E(f | Bx) vy E(f | Bx) =
E(fi|Bw) + E(fe]| Bx). Como E(E(fy|B,) | Bx) = 0 concluimos que
E(f|B,) =E(f]|Bx),¥n>ng (en L' (X,B,u) yu—cs.).

Probemos la convergencia en L' (X, B, i) . Mostremos primero que U V, es
neN

denso en V,, = Ker (E(- | By)) = {f € L' (X,B,p) :E (f | B) =0} . Es
claro que U Vi, € By, (pues B, D By), Vi es un s.e.v. cerrado de L' (X, B, p)

neN
Y U,en Va s s.ev. de L' (X, B, 1) . Por Hahn-Banach, basta mostrar que
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Vo € (L'(X,B,1)) ¢ (f) =0, Vf € | JVp, implica ¢ (f) = 0, Vf € V.

Recordemos que ¢ € (L' (X,B,u))" es inducido por h € L*(X,B,pu).
Luego nos queda demostrar que /f -hdp = 0,Vf € U Vi (%) implica

X neN

/f-hdu:O,VfEVoo(**).

La condicion (x) se puede escribir / (f —E(f | B,))-hdu=0,Yf € L' (X,B, ),
b
Vn € N. En particular, es cierto para f = h que / (h—E(h|B,)) - hdu =
X

0,Vn € N. Pero siempre se tiene que /(h E(h|B,))E(h|B,)du =0

pues E(hE(h | B,) | B,) =E(h | Bn)E(h | B,,) . Restando obtenemos

/h2—2E(h,|Bn)h+E(h|Bn)2dM:/(h,—E(h|Bn))2du:0.

X X

Esdecirh=E(h|B,),Vn € N, luego h € L' (X, B, 1),Yn € N, de donde h €
Ll(X,B,M)-LuegO/(f—E(f | Bxo))-hdpp = 0,Yf € Voo, pues h = E(h | By) ¥

X

[ nau= 200180 = [ 127 Ba)an

X X X

Concluimos que la implicancia (xx) se verifica y U V., es denso en V.
neN
Observemos que L' (X, B, ) = L' (X, By, 11) + Vo pues f = E(f | Bs) +
(f —E(f|Bx)).Como U V,, es denso en V, se tiene que para f € L' (X, B, i),
neN
existen ng € N,g € L' (X, Bwo, ) + Vy, tal que ||f — g||, < €. Luego para
n > ng se tiene

IE(f | Ba) ~E(f | B)l < IE(f —g| Bl + [E(glB,) — E(glBx), +
IE(g— f | Bxo)ll; < 2e.
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Tomando limsup se concluye

noo [E(S | Ba) —E(f | Bxo)ll =

Veamos la convergencia p— c.s. Como By 2 By 2 ... D By, se tiene p {z € X :J&5_ E(f | By)

1
\ / |f1dp, Tuego
X

1
ploe X 32, B(F|B) > b <5 [ 1fldn

Con lo que la demostracion de la convergencia p— c.s. es enteramente similar
al caso creciente usando la funciéon ¢ que acabamos de construir. Dado que
E(g|B,) =E(g|Bx), tenemos

p{IE(S | B) ~E(f | Bo) > vef <u{™|E(f-g]|B,
pAE(f =g Bx) >
<p{P|E(f -9
PAE(f —g|Bx) >
S%@f—gldu %){U—gldu

N

1
2
B)
> 1
2

Lema de Chung. Sea (X, B, i) un espacio de probabilidad. Sea o una parti-
cion (numerable medible) de entropia H, () < 0o. Sea (Ap)nen una sucesion
creciente de sub o— dlgebras de B. Entonces

/sup Ioa,dp < Hy () + 1.

neN
X

En particular sup, ey Ioja, € L' (X, B, 1) .

Demostracion: Sea f =P Io4,, f : X — Ry U{+00}. Definamos F' (t) =
plre X : f(x) >t}, tZO Se tiene
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[ fdu =~ [ tar ()

X 0~

— P (8) [ + [ F(t)dt

EALHAM

Ahora bien f =3'P —ZlA log A|A ZlAS”p logu(A|A)).

Aca Aca
Luego
F) =2 pAn{reX 5P (= log n(A|A)) >t})
Aca
=Y pAn{zeXMpuA|A)>e'}).
Aca
Ahora bien p (AN {z € X I (A]A,) Zu (AN B,)

neN

B,={z € X :pu(AlA;) >e ', Vk <n,u(A]A,) <e'}. Luego

4 (AN B,) =Bf Ladp = [ E(1alAn)dp

n Bn
< [etdu<e p(By,)
Brn

Z“(A NB,) <e'u (U Bn> <e't

neN neN

, donde

de donde g (AN {Bp (A | A )<e'}) < min {g(A),e’}. Concluimos

que F (t) < Z min {u t} y

Aca

j_‘OF(t)dt <Y [ min {u(A),e}dt

_y <_107“(A)M<A> ae ] 6tdt>
Aca 0 — log p(A)

:Azej (=1 (A)log 11 (A) + p(A4)]

=H,(a)+ 1.

39



Concluimos / P Ta,dp = /fdu <H,(a)+1. [ )
X X
Corolario. Sea o una particion (numerable, medible) con H, (o) < co. Sea

(Ap)nen una sucesion creciente de o— dlgebras, con Ay = \/An. Entonces

Ioja, = Jaja., p—cs.yen L'(X,B,p). Ademds H, (o | A,) —_ H, (o | Ax).

—
n—

Demostracion: Para A € « fijo se tiene pu(A | A,) — u(A| Ax)

n—=oo H =
c.s. y en L' (X, B, ) por teorema creciente de martingalas, donde p (A | A,) =
E(lA | An) y M(A | Aoo) = E(lA | Aoo) Luego

—log p(A[A) =, —log p(A| Ax) p—cs.

n—oo

De aqui se deduce

=3 1alog p(A[A) o — > 1alog p(A| Ag) p—c.s.

Aca Aca

asi Toja, = Tajas p-c.s. Como Ioq, < f =" Ioa,, por el Lema de Chung

n—oo

f € L' (X,B, ). El teorema de convergencia dominada nos permite concluir,
Ioja, = a4 en LY(X, B, ). Esto implica,

(oA = [ Toadis, [ Toadi =, (o] As).
X X

Ademés, (H, (o | Ay))nen es decreciente pues (A, )nen es creciente. [ )

4.3. Informacién y Entropia en Teoria Ergodi-
ca.

Definicion. Sea (X, B, 1, T) un s.d.a. Sea o una particion numerable y med-
ible tal que H, (o) < 0o. La entropia de o con respecto a T se define como

hy (o, T)=H, (a | of),
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donde o~ = \/ T "« (0 la o— dlgebra engendrada por o ).

n>1

Veamos algunas propiedades que explotaremos.
LE(foT |T'A)=E(f|A)oT para f € L' (X,B,u), y A una sub o —
algebra. En efecto, para A € A,
[ foTdu —ffoT lyoTdu= ff 14) o Tdpu
T-1A
—ff Ladp = ffd/t fE flA)du
_fEf|A 1Adu f (f [ A)-14) o Tdp
X
T-1A

Por otra parte (E(f | A)oT)"1(C) =T (E(f]| A~ (C)) e T A.

2. IyaoT = Ip-rqr—14;H, (| A) = H, (T 'a | T7'A). En efecto, esto
proviene de 1:

— Y 140T log (E(14]A)oT) == lp-14 log E(1p-14 | T71A)
Aca Aca
= Ir-1q7-14

3. Teniamos h, (a,T) = H, (a | ™). Recordemos que por corolario luego
del Lema de Chung se tiene que

h (| T) = lim H, <a| \_/IT_”a>.

El siguiente teorema es clave en Teorfa Ergddica.

Teorema Ergédico de la Informacién (Shannon-Mc Millan-Breiman-
Chung- (1960))

Sean (X, B, 1, T) un s.d.a. y o una particion numerable y medible tal que
H, (o) < 0o. Notemos f =1 (a|a™). Se tiene:

1. limy oo 1 (\/T]:f:_o1 T‘"a) =E(f|Z)p—cs. yen L' (X,B,p),
(donde T ={B € B: u(BAT"'B) =0} esla o — dlgebra de conjuntos invariantes) .
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2. limy—mo LH, (\/jlV - a) = hy, (0, 7).

3. 8i T es ergodica se tiene limy_,o + T (\/5;01 T‘"a> =h,(a,T)=H, (| ™).

Demostracién. Basta probar 1), el resto resulta de integrar. Se tiene

1V 170) =1V V 1770)

=f<a|]:\711T— )+ 1T (V 7770)
:I(a|:\zT )+I(:\Z§T a)oT

k
Si llamamos fo = I(a) y fr, =1 <a |V T”a) para k > 1, entonces
n=1

N-1
! (\/ T”a) = fno1+ fnoo T+ fyngoT? + ..+ fo - TN!
n=0

Luego
N-1 N—-1
i[(\_/ﬂ:ﬁ%) —]E(f|I)‘ = %;ﬂfw ko TF— (f|1)‘
N
< %kz:ol(qu—kOTk—foTk)
Nil
A S fort-B(7 D)

Por hipotesis H, (o) < oo y por propiedad anterior H, (a | A) < oo para
toda sub o— algebra A. En particular, H, (o | a™) < oo, es decir, f €
L' (X, B, 11). Aplicando el teorema de Birkhoff obtenemos que

2

-1

foT* —E(f]7)

0

1
N

£
Il
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converge u— c.s. y en L'(X, B, u).

Estudiemos el otro término. Definamos g; = |fr — f|. Asi obtenemos

2

-1

(folfk - f) oT"

0

N-1

1 1
N < N kz:[) gy 1 ko Tk (%)

i

Probaremos que el segundo término converge a 0, — c.s. y en L' (X, B, ).
Observemos que fp = [ (a | \/ T a) — f=1I(a|a”) p—cs yen

L' (X,B,u) (por el colorarlo del Lema de Chung). Luego gp — 0 p —
c.s.y en L' (X, B, ). Probemos la convergencia en L' (X, B, u) del segun-
do término en (x), lo que (por positividad) equivale a mostrar que su integral
se va a cero. Se tiene,

N-—

N/ Zleon,U— Z/gledM— Z/gkd/i,v%o
k=0

= k=0 % k=0 %

pues/gkd,ua 0.

k— o0
X
Probemos la convergencia p — c.s. del segundo término en (). Sea
1
Gy =2, g < (30 i) + [ € L' (X, B, ).

Esto dltimo, pues f € L'(X,B, ) y por el lema de Chung, supys; fx €
L' (X, B, 1) . Dado que gy =0 [ —c.s., se tiene que Gy~ 0 p—c.s.
—oo N—o0

Por el teorema de convergencia dominada y dado que Gy € L* (X, B, ), Gy
es decreciente en IV se tiene que Gy — 0 en L' (X,B, ).

Ahora, para M fijo suficientemente grande,

N-1 N-M-1

~ > gyvoi—ko T =1 > gy_j_goT*
k=0 k=0
A k
+5¥ 2 9 gpol
k=N—M
M1
<% X GuoTt+g5 XY GooT*
k=0 k=N—M



N-M-1
. : 1 k
Por el Teorema de Birkhoff, se tiene que Nll_I}l’(l)o N E GuoT" =E(Gy | T)

k=0
| M

y por otro lado lim sup — Z Gy o T* = 0. Luego,

N—o00 E—N_M
=
lim sup — Z gy_1—r o TF <E(Gy | T)
N—o0 N k=0
para todo M > 0. Por lo tanto,
=
lim sup — Z gn_1—p o TF <limsupE(Gy | Z) = 0.
N—oo N 5—0 N—oo

En efecto, como Gpr~,  0en L'(X, B, u) entonces E (G | Z) decrece p—c.s.
M — o0
a algin g > 0. Como Gy~ 0 en L' (X, B, ), se tiene E(Gy | Z) > 0

M — o0
en L' (X, B, 1) . Se deduce que /gdu =0, por lo que g = 0 u— c.s. [
X
Corolario.

N-1
Iy () = {A c \/ T "¢ - e Nhu(eT)+e) < p(A) < eN(hu(a,T)e)}

n=0

verifica ( U A >1-eSea(X,B,u,T) un s.d.a. ergédico y o una par-

AEFN(CM)
ticion numerable y medible tal que H,(a) < 0o. Luego Ve > 0, 3N (e€), tal queVN >
N-1
N (€), se tiene que la subfamilia de atomos de \/ T "«
n=0

N-1
Iy (a) = {A c \/ T "¢ - o Nu(@D)+e) < u(A) < eN(hﬂ(a,T)e)}

n=0

veriﬁcau( U A>>1—e.

AGFN(Oé)
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Demostracion: Por serT ergddico, se tiene que LT < V T~ a) o b (@, T)

p—c.s. Esta convergencia implica la convergencia en probabzlzdad Tomemos
N (€) tal que VN > N (¢)
} - ]

[u {x e X:
> ¢ donde T"x €

Sea x € X que verifica

%I (N\7 T”a) —hy, (a,T)| >

L7 (:\:/: T”a> () = hy (T, )

A, (€ ). Luego

{xeX

1 n
~ (ZT a)—h (a,T)| >

N-1
—U{Aen\/OT a: ‘—Nlogu(A) hy (o, T) >e}
de lo que se obtiene el resultado. [

De ahora en adelante supondremos que (X, B, 1) es un espacio de probabi-
lidad completo y separable, es decir, 3(By), oy € B tal que o ((Bn)neN) =
B ( mod ). La demostracion de las siguientes propiedades se deja al lector
cOmo €ejercicio.

Propiedades.

1. Si (X, B, 1) es un espacio de probabilidad completo y separable entonces
3 (), ey SUCEsiON creciente de particiones finitas (i.e. cada vez mas finas)
tal que o () 7B ( mod pu).

m—»00
2. Sea (X, B, 1) un espacio de probabilidad completo y separable. Sea A C B
sub o— dlgebra. Entonces 3 (o, ),y Sucesion creciente de particiones finitas
(con o (o) C A) tal queo ()~ A

En estos espacios podemos extender los resultados de informacion y entropia
condicional. En el sequndo factor donde condicionamos por particiones pode-
mos condicionar por sub o— dlgebras.

Proposicion. Sea (X, B, ;1) un espacio de probabilidad completo y separable.
Sean «, § particiones numerables y medibles tales que H,, () < oo, H, (B) <
00, y A una sub o— algebra de B. Entonces
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H,(avpB|A) =H,(a|A)+H,(B| AVo(a))

IHavp|A)=I(a|A+IE[AVe(a)
Hy(aVvB|A)=H,(a|A)+H, (8] AVo(a)

Demostracion: Sea (d,),en una sucesion de particiones finitas crecientes a
A. Se tiene I(aV p|d,) =1(a]d,)+1(F]|6,Va). Por el corolario del
Lema de Chung, se tiene al hacer n — oo que las expresiones anteriores
convergen p—c.s.al(aVp|A)=I(a|A)+I(B|AVo(a)). [ )

Resumamos las propiedades de informacion y entropia. Sea (X, B, 1) un es-
pacio de probabilidad completo y separable. Sean «, 3 particiones de entropia
finita y A, A’ sub o— algebras de B. Se tiene,

oH,(a| A)<H,(f|A) sia=p,

oH, (| A) <H,(a]A)siAD A,

e H,(avp|A) =H,(a|A)+H,(B|o(a) VA,

e H,(aVB|A) <H,(a|A)+H, (| A,

e H,(a|A)=H,(T'a|TA). '

Definicion. Sea (X, B, 1, T) un s.d.a. Una particion o numerable y medible
de entropia finita se dice generadora fuerte si o~ \/ o(a) = B (mod u), donde

a” = V,s, T "'a. En el caso invertible « se dice generadora si ap = B (mod
w), donde ap =\ T'av.
i€Z

Habiamos definido, para « particion de entropia finita b, (o, T) = H, (o | ™)
y por el teorema ergodico de la informaciéon

n=0

N-1
hy(a,T) =" 1/N-H (\/ Tia> :

Definicion (Kolmogorov- Sinai). Sea (X, B, u,T) un s.d.a. La entropia
del sistema es

h, (T) =sup{h, (o, T) : a particion medible y numerable con H,, (a)) < oo} .
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Comentarios:

= Si h, (T) = 0 entonces toda particion « numerable y medible con

H, () < oo satisface H, (| a”) =0. Como H,(a | A) =0 & aes
A— medible, donde A es una sub o— &lgebra de B, entonces a C o,
es decir, el sistema es “determinista’”.

» También deducimos que h, (T) = 0= T 'B =B (modu). En efecto,
si 3B € B\ T 'B consideramos o« = (B, B). Se tiene que o C .
Como o~ C T !B se concluye que o C T 'B. Luego B € T !B, lo que
es una contradiccion.

Proposicion. Sea (X, B, p, T) un s.d.a. Se tiene para todo n > 0, h, (T") =
nhy, (T). Si el s.d.a. es invertible se tiene que h, (T™) = |n|h, (T ) en todo
entero n € Z.

Demostracion: Para concluir la segunda igualdad basta probar que h, (T™!) =
h, (T) . Ahora bien,

AV (7)) = BT (Y 1))

N—1
=H,( \_/0 T "a),

de donde se concluye que hy, (o, T°') = h, (o, T) para toda particion a.

Si n =0, se deduce que h, (o, T) = 0. Sea n > 0 y a una particion tal que

H, (o) < 0o. Entonces,

n—1
h (o, T < hy, (_\/ T—ia,Tn>

i (7 (174

nN—-1

_th—>00N < \/ T a)

nN 1
= limN*)(x) nLNHﬂ ( v T_ZOZ>
1=0
=nh, (o, T).
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Deducimos que hy, (o, T") < nh, (o, T) . Para la otra desigualdad observemos
que acabamos de mostrar que

n—1
nhy (o, T) = hy, (\/ T—ia,T"> < hy, (T,
i=0
n—1 . n—1 .
pues H, <\/ T‘Za> <> H,(T7'a) =<nH, (o) < . [ )
i=0 i=0

Lema. Sea (X,B,1,T) un s.d.a. Si a, 3 son particiones de entropia finita
entonces

hy (o, T) < h, (8, T)+ H, (o | B)

(e, T) = hy(8,T)| < Hy(alB) + Hyu(5la).

Demostracion:

1

3
|

H, (n\:_/: Tia> < H, ( Tia v n\:_/: T’ﬂ)
() o (3 )
3 =0 =0
( T‘%) 5 B (Tl Ti)

=0

ES
[l
—o

S
|l
—_o

<

Il
—o

T3

IA
=
R
3‘@

+nH,(a|f).

@
i
=)

Dividiendo por n y tomando limite se obtiene el primer resultado. El segundo
se deduce directamente del primero. '

Teorema. Sea (X, B, 1, T) un s.d.a. Sea (op)nen una sucesion creciente de
particiones de entropia finita tal que oy, /B (modu) . Entonces

hu (T) —lim

n— 00

h, (T, o) .

Demostracién: Sea ¢ particion con H, (§) < oco. De acuerdo al tltimo lema
hy (T,0) < hy (T, o)+ H, (6| o) -
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Ademés, como «, crece a B se tiene que H, (0 | ay)~. H, (6 | B). Dado
que hy, (T,6) < lim,_,o by, (T, ay) de donde hy, (T) < lim,_,o by, (T, 0p) <
h, (T). [ )

Proposicién. Sean (X;, B;, 3, T;), i = 1,2, s.d.a. separables. Entonces

hu1®u2 (TI ® TQ) = hul (TI) + h’uz (TQ) .

Demostracion: 71 ®T5 : X7 x Xy — X; x X, definida por T @ Ts (x1, 22) =
(Tyx1, Thxo) preserva g @ pp. Tomemos (Ozﬁl)neN particiones finitas en X; con
ol /' B; (mod p;),7 = 1,2 (por separabilidad ellas existen). Se tiene, de la
definicion de o— algebra producto que «! x a2 7 B; ® By (mod iy & po) .
Por el teorema anterior,

By (T ©To) = 1y so0 By (11 ® Tpy 0l X 02)
= Lm0 (hy, (T1,00) + Dy, (T, 0))
= hul (TI) + huz (TQ)

pues

k=0

Hy o (N\7 (e T,)™" (%11 x {0}V {X1} x ai))

o ((]i/ 1% (al) x {X2}> V ({xl} Vo <a;a>)) |

Teorema (generador). Sea (X, B, i, T) un s.d.a.

a) Si «,y son particiones de entropia finita, entonces

al) Sio(a)Va Do(y) entonces hy, (T,v) < h, (T, ),

a2)Suponga T es invertible. St Tarp 2 o(vy) entonces hy, (T,v) < h, (T, ).
b) Sea av una particion de entropia finita.

bl) Si « es un generador fuerte (es decir o (o) V o~ = B( mod p)) entonces
by (T) = hy (T, @)
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b2) Si T es invertible y a es un generador (ap = B( mod 1)), entonces
hy (T) = hy (T, ).

Demostracion: b)se deduce de a). Probemos al). Suponemos que 7 < o~ V
a. Luego

n—1 n—1
hy (T, ) < hy, (T, \/ T‘ka> +H, (v RvY; T—ka>
k=0

n—1
Sea ¢ > 0. Como \/ T %0 7 aVayyesaVa medible, se tiene que
k=0

n—1
dn (e) € N tal que VYn > n (e), H, (’y |V Tka> < €.
k

=0
Fijemos n > n (¢) . Observemos que

n—1 N-1 N-1
h, (T, \ Tka> = limpy o0 % H, < \V T ( \/ T’“a))
k=0

(N+n-2)
= limy_eo %Hu V T "«
::hu(jza)v

de lo que se deduce hy, (T,v) < h, (T, ) + € para cada € > 0 y se concluye.
La parte a2) es analoga. )
Ejemplos: Sea A un alfabeto finito, o : A% — A” el shift, con (0 ((Zm)men)), =
Tni1Vn € Z. Sea B = (P (A))” la o—algebra producto. Sea y una medida
o—invariante, es decir, oo~ ! = p. Sigamos denotando B a su completacion
con respecto a .

La particion de la coordenada 0: 69 = {C, : a € A} donde
C, = {x € A% gy = a} es un generador.

En efecto, sea 0§, = {a‘kC’a ta € A} la particion de la coordenada k
(notar que o *C, = {z € A? : 1, = a}), entonces

n—1 n—1
\/ 07k50 = {ﬂ Uﬁkcak . (Cl(), ....,anfl) € An}
k=0 k=0
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define una familia de particiones crecientes a B mod pu.

1. Shift de Bernoulli: Consideremos 7 = (7, : @ € A) una medida de prob-
abilidad en A (se puede suponer que 7, > 0, ¥, € A). La medida de Bernoulli
producto (esto es la medida coordenadas independientes entre si con marginal
7) que llamamos p; es o invariante. Las particiones 0" son independientes
Vn € N. Luego

hy,. (o) (0,00)

. ( y a%)

N—
—Ilim % Z -n (50 )

=H,, (50)

- zaeA M (Oa) IOg Mr (Oa)

= — Z m, log m,
acA

2=

—lim
N— o0

,_.

2. Shift de Markov. En este caso, la medida o — invariante se construye
de la manera siguiente: consideramos una matriz estocéstica irreducible

P= (P, :a,d €A)

y m = (m, : a € A) su vector de probabilidad estacionario (es decir tal que
7P = 7T). La medida de Markov ppdefinida en AZest4 dada por

Z _ _ _
p {x c A% xp=aqag, ..., Ty = al} = Ty Pagar * - Pay_L.a,

Probar como ejercicio que pup estd bien definida y que es una medida o—
invariante. Ademas pruebe que

hNP(U):h (U 50 Zzﬂ'a ablog ab)

a€A beA

4.4. La entropia como invariante.

Sean (X, By, p;, T;) s.d.a. para i = 1, 2. Recordemos las nociones de factor y
conjugacion.
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a) Se dice que (Xy, By, 2, T») es un factor de (X, By, pq, T1) si 3P : Xy —
X,, aplicacion B; — B, medible tal que: @ (111) = po (es decir p; 0@~ = ),
y d o T1 == TQ 0] (I), M1—C.S.

b) Se dice que (X7, By, p1,T1) es conjugado con (X, Ba, o, Tp) si 3@ : X; —
X, biyectiva y bimedible p1—c.s. tal que ®(pu1) = po y @oT) = Tho® py—c.s.
Equivalentemente, 1 : Xy — X1, @ Y(pug) = py, @ LoTy =T10® ! pyp—css.

Proposicion.

a) Si (Xo, Ba, e, 1) es factor de (X1, By, p, 1) entonces hy, (T2) < hy, (T7).

b) Si (X1,B,m,Th) y (Xo, Bs, 2, T2) son conjugados entonces hy, (Ty) =
h#z (TZ) .

Demostracién: Sea o una particién en X, con H,, (o) < oco. Si®: X; —
X, es un factor entre los s.d.a. (X, By, u1,11) v (Xg, By, 2, To) entonces
O la = (P tA: A€ a)es la particion de X; que contiene las preimagenes
de los atomos de «. Esta particion es de entropia finita pues:

Hy (®7'a) = =3 et (971 A) log (1 A)
= — > aca M2 (A) log s (A)
=H,, (o) < o0

Por el mismo argumento

By (T1, @ '0) = limy o LH,, (\/ L (<1>—1a))
(Vi @t (T, 70))

= im0 37 Hp, (‘I’ ' (\/fjio1 T2_n)>

=l oo By, (Vi) Ty ") = By (T, )

— th%oo N ,ul

luego hy, (T, ) = hy, (T1, @ *a) < hy, (T1) . Concluimos hy,, (T) < hy, (T7).
o

Observacion: Los shifts de Bernoulli de medida 7% tienen entropia

—Zﬂ'a log 7.

a€A
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Como la entropia es un invariante de conjugacion (es decir dos s.d.a. conju-
gados tienen igual entropia), una condicion necesaria para que dos shifts de
Bernoulli sean conjugados es que tengan igual entropia. La condicion sufi-
ciente es también cierta.

Teorema (Ornstein, 70’s). Dos shift de Bernoulli son conjugados si tienen
la misma entropia.

La demostracion tiene alrededor de 100 paginas y no la incluiremos.
Definicion. Sea (X,B,u,T) un s.d.a. La o—dlgebra de Pinsker P (T) se
define como la mds pequena o— dlgebra que contiene a

A=U{a: H,(a) < oo, h,(a,T) =0}
es decir son las particiones de entropia finita de X cuya entropia relativa a
T es cero.
Proposicion. A es un dlgebra .
Demostraciéon:
-XeApues X cea={X},h,(a,T)=0.
- Sea A € A. Entonces A € a con H,(a) < 00, h, (o, T) = 0. La particion
{A, A°} es mas fina que « luego h,, ({A, A°},T') = 0. Esto prueba que A° € A.
- Sean A, ..., A, € A. Entonces A; € o; donde H,(o;) < o0,h, (0, T) =

0,i = 1,...,n. Luego, H, (\/a,) < ZHN (a;) < 00y hy (\/ai,T> <
i=1

Z h, (i, T) = 0. Esto prueba que \/ a; C A, es decir ﬂ A; € A [
i=1 i=1 i=1

Proposicion. T'P (T) = P(T), es decir P(T) es estrictamente T— in-
variante.

Demostracion: Si A € AentoncesT 'A € P (T)pues h, {T 1A, T *A},T) =
h, ({A, A}, T) = 0. Luego T"*AC P (T), de donde T 'P (T) C P (T).
Reciprocamente, si H, (a) < 0o, h, (o, T) = 0, entonces « C o™ = \/;5, T "a.
Pongamos o~ = T7' (\;5,T™"a). Como o C P(T) entonces T ‘a
P (T) pues hy, (T ', T) = hy, (o, T) = 0 para i € N. Luego \/,., T 'a
P(T). -

M 1N
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Se concluye que existe § C \/T_ia C P(T) talquea = T"'"6ya C
i>0

TP (T). Luego A C TP (T), de donde P (T) C TP (T). [y

Teorema. Sea o una particion con H,(a) < oo. Se tiene la equivalencia
hy(o,T) =0 a CP(T). Luego Ac P(T) < h,({A A}, T)=0.

Demostracion:
(=) definicién de P (T).

(<) A es el algebra engendrada por P (T'). Por ser el espacio separable
3 (0n), e SUcesion creciente de particiones finitas con 6, C AN 6, P (T).

Sea o con H,(a) < oo, C P(T). De un lema anterior, h, (a,T) <
hy (0n,T) + H, (a|d,) pues §, P (T) yaCP(T),con lo que
Hy (| P(T)) = 0.

)

La o— algebra de Pinsker P (T) = {A € B: h, ({A, A°},T) = 0} se llama la
parte determinista de (X, B, T, ).

Teorema. Sea (X, B, i, T) un s.d.a. invertible. Se tiene la igualdad

PT)y= \ [T "

a:Hy(a)<oon>0

Veamos primero unos lemas.

Lema.

Ly (\/ Tia|5—> . H (] a) (= hy (0, T)).

n .
=0

Sean a y 0 particiones con H, (o) < oo, H,(0) < 00, tal que v = § 00 = .
Entonces

1

n

H (\/ Tia|5_> — H,(a|a”)(=h,(a,T)).

1=0
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(en particular, LH (\/15) TPa) —_h, (0, T) si H, (a) < 0).
Demostracion:

a) Supongamos que § < «, entonces
n—1 n
7" (5— \/ (\/ T@)) =775 \/ (\/ T—ia> iy O
i=0 =1
pues T~ C 6~ Ca . Sea a” =\/_, T, entonces

H, <a|T—" (5— \/(n\/1 T%@))) = H, (T"a s \/a"—l) N CH, (o] o).

1=0

Se concluye que

Hy (o™ [67) =H,(T"aVa"'|67)
ZHM(T”aW” "VOT) + Hy(am [ 67)
=Y o H, (TFa | oF 1\ 6~
1 a” 1 k k—1 — —
Luego— |67) —Z (Ta|a \/6)—>THOOHH(04|04).
k=

b) Supongamos que o < 6. Entonces

1

N
ﬁHu(a [67) <

EH“ (an | a_) —n—oo Hy, (a | a_)

tomando § =« en (a).

Reciprocamente H,, (6" | 67) = H, (0" \/ o™ | 67), de donde
1 n -\ __ 1 n — 1 n n —
H, (0" |67) = ~H, (5" | 67) = ~H, (6" [ a"\/§").
Luego

lim inf — H (|67 )>H,(0]|6) > h’msup%HH (5” | Oz”\/of).

n—oo N
Por (a) como a < § se tiene
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limy, o0 =H, (6" | ) —
limsup,, . H, (6" | a"\/ ) =lminf, o +(H,(6"|a") — H,(6"]a" \ a7))
= liminf, o + H, (0" | a7)

pues H, (0" |a™) = H, (0" o™ |a™) = H,(a" |a™) + H, (" | "V a7).
o

Proposicion. Sean «, ) particiones de entropia finita entonces
h, (T,a\/5) =h, (T,6)+ H, (a | a_\/5T)

(donde o= = Vo, T e, 0p = ;o T0) .
n
Demostracion: Recordemos la notacion o' = \/Tia. De acuerdo al lema
. i=0
antertor teniamos:

~ 1
h, (T, V §) =hm EHN (V" |a” Vi),

T n—oo
pues "V 0" = (aV )" ,a vV = (aVd) . Por otra parte
1 n n — — 1 — — 1 n — n
ﬁHﬂ(a Vi'la Vo ):ﬁHﬂ((ﬂa V4 )+EHH(Q EmZS)
y por el lema LH, (6" | (V&) ) = hy, (6,T). Ademds se tiene
LH,(a"|a" Vi V") =L[H,(a" ' |aVi V") +H,(T"a|a” V" Vart)

S H, (ol V6 V6V ot )
=S o Hulalam \V 6\ 6" F)

ahora bien Hy, (o | @~ V0~ V") —=n 0 Hy(a| o™ Vop) con lo que se ob-
tiene el resultado. '

Demostracion del Teorema: Debemos mostrar que

P =\ T "o

a:Hy(a)<oo n>0
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Sea a~ =\/,~, T "a. Entonces

T "a = \/ T*ka\,ﬂT* .

k>n+1 n>0

Por separabilidad, 3 (ay), oy sucesion creciente de particiones finitas tales que
\/ak =P (T), pues o, CP(T), 04 C ;.

k>0

Lo anterior implica que Tay, C T'oy,, = oV oy, = o, ya que oy, C «, . Luego
Top C oy Nayg C T‘la,;. Andlogamente se prueba que ap, €T "oy ,Vn > 0.

Por lo que
oy, C ﬂ T "o C \/ ﬂ T "o .

n>0 a:Hy (a)<oon>0
Como oy, /P (T) se concluye que

PIyc \/ [T

a:Hy(a)<oon>0

Reciprocamente sea o de entropia finita. Sea 0 particion de entropia finita
tal que § C ﬂ T~ "a~. Nos basta probar que 6 C P (T). Si é C ﬂ T "o~

n>0 n>0
entonces o C .

Ahora bien:
(dva)™
——
H,|éValdi~Va =h,(6Va,T)
=H, (a |6"V a) + H,(0laVé~Var)
= h, (T, ) +:HM(5|a Vi~ Var)
=h,(T,6)+H, || 6pVa
=a~ pues d7Ca~

=h,(T,0)+ H,(a]| )
= hy (T,6) 4 hy (T, )

Se concluye que h, (T,6) =0, lo que implica 6 C P (T). [
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Observacion: Si (X, B, u,T) es un s.d.a. invertible, se tiene que A, subo—
algebra de B tal que

T'ACAT"A /7 B(modu), T "AN, P (T) (modpu)

Definicion. Sea (X, B, pi, T) un s.d.a. invertible. Se dice que es un K —sistema
si existe una sub o — algebra A de B tal que

T'ACAT"A /B (modu), T™" AN, N (modp)

donde N es la o— élgebra trivial.
Observacion: En este caso se puede probar que P (T) = N.

Teorema. Sea (AZ,B, up,a) un shift de Markov, con P irreducible y aper-
1odica. Entonces es K— sistema.

Demostracion: Recordemos que pip {x : &) = g, .., Tiok = i} = TioPigiy---Piy_yip
donde 7 es el inico vector de probabilidad tal que 77 = 77 P. Dado que P es
irreducible y aperiodica: Pi(]m —n—oo Tj-

Sea g la particion de coordenada cero , 6y = {Cy :a € A} conC, = {x : 2y = a}.
Sea A = \/n20 0" = 0 V 8, . Claramente c7'A = 6, C Ay o' A =
\/ 0"80 1500 B(modp), donde B es la o—dlgebra producto.

n>0

La parte de K— sistema, que es especifica al shift de Markov irreducible y

aperiddico es o A, N (modup) . Para esto tomemos C = {x : g = ig, ..., 7, = i;}
0 oo
yD ={x:20=7Jo,. s Ty = Jm} tales que C € \/ o™y, D € \/ o™dy. En-
n=-—I n=—m
tonces,

pp{C o "D} =pp{reC,o"x € D}
= pup {xo =g, ..., w1 =i, (0"x)y = Jo, ..., (0"T),, = jn}
= lp {l‘g — an X = il,xn = jg, viis Ty, = ]m}
Tomando n > | se tiene que

up {C ﬂ J_nD} = 71-iopio,il"'Pz?,_ll,z'l ’ ‘F)jOajl"'ij—lajm “n—oco HP (C) “Hp (D) .
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Sea C' fijo. Sea € > 0. Entonces existe n(€) que no depende de D tal que para
todo n > n (e), todo m € N y todo cilindro D

(1= (C) - i (D) < pp (C(o"D) < (1+€) p (C) - (D)
0 equivalentemente
(1—€) pp(C)<pp(Clo™D) < (L+¢€) pup(C).

Como A=\, .o0"0 = limp_ V?«L:—m o™y se deduce que

0

(1—€)up(C) <Ky, (10 o " ( V 0"5())) < (46 pr(C)

n=-—m

y (1—epup(C) <E, (Ic|07™A) < (14+¢€) pp(C). Haciendo € \, 0 se
deduce que E,, (1¢ | A7) = up (C) en todo C. Concluimos Eup (1¢ | A7) =
pp (C),YC € B. En particular, como A~ C B para todo C € A~ se tiene

lo=E,, (1| A7) =pp(C)Ap,(C)=0061YC € A~ de donde A~ C N.
)

Observacion: Como el shift de Bernoulli ji; con ™ > 0 es un caso particular
del shift de Markov irreducible y aperiddico, concluimos que los shifts de
Bernoulli invertibles son K—sistemas.

W. Parry, Topics in Ergodic Theory, Cambridge University Press 1981.
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