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PREFACIO

El curso de métodos estadisticos predictivos, obligafmai@ los alumnos de ingenieria matema-tica,
profundiza y complementa los temas de andlisis multivagadstos en el curso de estadistica. Se trata de
dar justificaciones mateméticas de los métodos asi comotaspplicados.

Los modelos pretenden representar estructuras de un feodfescrito mediante datos. Todo modelo
estadistico se basa en supuestos y simplifica la realidaent&aces importante verificar la validez del
modelo, tanto los supuestos en los cuales se basa el modetmasla calidad de la aproximacion que el
modelo hace del fendmeno.
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Capitulo 1

FUNDAMENTOS MATEMATICOS






1.1. Derivacion matricial.

Definicion 1.1 1. Sea f una variable dependiente de un vectar XP de componentes.)Se define el
vectorgradiente [0f como el vector de las derivadas de f con respecto a los elasée X:

of
SNV I
X ﬂ

0Xp

, . of . A o f
Si f depende de una matriz=A(a;j )i j, entoncess— es una matriz de término genergaf.
j

0A
2. Se define dllessianoH como la matriz simétrica de las segundas derivadas:
°f 9% 0% f
0z Ox0% T 0x10%p
X 0% f °f 0% f
H¢ = o-f _ ouf _ 0Xp0X1 aX% o aXZOXp
0x%0xj );;  OX : : . :
0’f *f
DI DI 2
I OXp0X1 axp |

Ejercicio 1.1 Seanuy X RP,Y e R", Ae M, , y Be M,,, demostrar las siguientes propiedades basicas:

f =uX=Xlu af /X =u

f = AX af JoX = A

f = X'BY af /OX = BY
f=X'AX (p=r) af /oX = (A+AHX
f=XIAX (p=r) af /0A = XXt

f = TrazaBA) af /oA =B

f =TrazaBAA) (p=r) df/0A=(B+BHA

Proposicion 1.1 Si X es una matriz cuadrada invertible se tiene la siguieeggarde derivacion:

0| X| _
X = X[ (XT)™*
Dem: DenotemosX'l a la matriz formada por las columnas Xeero sin la columnay la fila j. Fijemos
Xl Y calculemos‘z‘—x)ﬂ.
[X| = F (1) [ XK
|
o[ X]| |
— (—1)(+k) | xK
p = DI

Por otro lado tenemos que, si denotarXos = (bij)ij

YL |
oy X
b'] ( l) |X|

Reemplazando esto en el paso anterior, se concluye.



1.2. Inversa generalizada

En un sistema de ecuacion€s =y, si la matriz[" es invertible [ 1), entoncex = I "1y. Al Estudiar
la definicion danversa generalizada o g-inversae quiere ampliar el concepto de solucién para un siste-
ma lineal, donde la matri resulta ser no invertible.

Seal de ordenpy de rangar. Sir = p, entonced es invertible, si no, existen matrices, g-inversa
derl tales qud T =T. Es decirx=T"yes una solucién déx = y. Se observara que I no es igual
a la identidad salvo $i es invertible, pero se tiene:

(MM )2=rIr- y (I'm32?=r-r.
Notar que la matriz g-inversa no es invertible ni Unica.

Definicién 1.2 Seal” una matriz yi ~ una g-inversa. Si ademas la g-inversaldeesl’, con[ T~y T
simétricas, entonces tal inversa generalizada es l&Pdarosela inversa generalizada de Penrose se
denotaral *.

Proposicién 1.2 (Propiedades bésicas) Sea Xnxp) de rango incompleto ¥ p y G una g-inversa de
X!X. Se tiene que

1. Si G es de la Penrose, entonces es Unica.
2. G es una g-inversa de'X.
3. GX es una g-inversa de X.
. XGX es invariante para cualquier g-inversa G dé&xX
5. XGX es simétrica ain si G no lo es.

Dem:

1. Ver pagina 28, ejercicio 5.
2. Directa.

3. Mostramos qu&XGX!X = X. ComoG es una g-inversa d¢'X, se tieneX!XGXX = X!X. Luego
XEXGXEX — XEX = 0= (GXIX — 1) (XIXGXIX — XIX) = 0= (XGXIX — X){(XGXIX —X) = 0=
XGXIX — X =0.

4. Del resultado anterior se deduce qu&sly G, son g-inversas d¥!X, XG XX = XGX'X, o sea
X G Xt = XGyX!.

5. SiG; es una g-inversa simétrica d¥&X entoncesX G X! es simétrica. De la propiedad de invarianza
se deduce el resultado.

|
Se nota que las tercera y cuarta propiedades anterioresa® éxael siguiente resultado:
Proposicién 1.3 Sea Amxn). Para toda matriz Bnxp) y C(nxp), se tiene
AB=AC <« A'AB= A'AC
Dem:SiAB= AC = AIAB= A'AC.
Reciprocamente, #{AB= A'AC = A'AB— AIAC=0
Luego(B' — C!)(A'AB— A/AC) = 0= (AB— AC)(AB—AC) = 0= AB— AC=0.
|
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1.3. Elementos relacionados con formas cuadraticas

1.3.1. M-simetria.

SeaF un espacio vectorial real (e.v.r) de dimensiofF = R") y M una matriz simétrica definida
positiva sobré-. A todox ey deF se le asocia el producto escalr que define una metrica euclideana

enF:
< XY >u= M(x,y) = XMy = y'Mx

Se obtiene entonces la distancia euclidiana engérg:

d(xy) = V<X=YX=y>m = [[X—Yllm
Se define también l&l-ortogonalidad: X Ly y <= < X,y >u=0.

Definicion 1.3 Se dice que una aplicacion lineal A de F en F es M-simétricassily si M es simétrica,
definida positiva Yx,y € F :< X, A(Y) >m=< A(X),Y >m.

Se deduce que %i esM-simétrica, entonceM o A)' = M o A. En particular, sM = |, se obtiene la
métrica usual y entonceses simétrica. En ese caso los valores propios de la nfatgme es simétrica,
son reales y existe una base ortonormaFd®rmada de vectores propios ée Si A esM-simétrica, se
extienden estos resultados:

Proposicion 1.4 Si A es M-simétrica, sus valores propios son reales y exisidbase M-ortonormal de F
formada de vectores propios de AAgj A,,. .., Ay son los valores propios de A, entonces existe una matriz
U tal que siU, U,,..., U, son las columnas de U entonces;AJA;U;j con UMU = I,,.
1.3.2. Proyectores.

Se definen los proyectores en un el.a partir de la descomposicion en suma direct& de

F=H®G ssi W xeF 3J(uv)eHxG tq Xx=u+v

El vectoru es la proyeccion desobreH paralelamente @ y v es la proyeccion desobreG paralelamente
aH.

Proposicion 1.5 Sean P el proyector sobre H paralelamente a G=P(x) y Q el proyector sobre G
paralelamente a H: = Q(x). Se cumplen

1. Los operadores Py Q son lineales e idempotentes de ord@nR£ Py Qo Q= Q).
2. Laimagen de P: IitfP) = H = Ker(Q) y Im(Q) = G = Ker(P).

3. Elrango de P es la dimensién de H y el rango de Q es la dimemgdG.

4

. Los operadores P y Q tienen dos valores propios distirgbgalor propio 1 de espacio propio igual
a H para P (y G para Q) y el valor propio 0 de espacio propio igaaG para P (y H para Q).
Ademas P-Q= 1,y PoQ=0,.

Consideremos ahora el caso particular enlqueG sonM-ortogonales< u,v >y= 0. En este caso
se habla de proyecciond4-ortogonales y los proyectordsy Q tienen ademas la propiedad de bér
simétricos. En efecto, si= P(x) + Q(x) ey = P(y) + Q(y), entonces:

<X,P(y) >m=<P(X) + Q(X),P(y) >m=
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< P(x),P(y) >m=<P(x),P(y) + Q(Y) >m=<P(X),y >m .
Luego, siP es un proyectoM-ortogonal, existe una basé-ortonormal de vectores propios hieo P.

Seay € R"y H un s.e.v. d®". La proyeccionM-ortogonalPy dey sobreH es el punto déd lo mas
cercano dg en el sentido de la métridd.

Buscamos la expresion de un proyedtbiortogonal a partir de un conjunto generadgy,...,x } de
H. La proyeccionPy es tal quely — Py) Ly H, por lo tantovj : (y— Py) Lwm X;. Luego siX es la matriz
formada de los vectoreg en columnasX'M(y—Py) =0, o sea

XMy = X'MPy

Ahora bienPy € H, luego existe un vectds € R" tal quePy = Xh. De aqui se obtienen latuaciones
normales
X'MXb= XMy

Si X es de rango, entonces se obtiene el vectoy la expresion del proyector:
b= (X'‘MX)"X'My
P =X(X'MX) XM

Si X no es de rango (los x; no forman una base d¢) se pueden suprimir columnas ¥Méhasta extraer
una base dél.

1.3.3. Matriz de varianza-covarianza de un vector aleatoo

SeaY un vector real aleatorio de dimensigrde mediguy matriz de varianza-covarianfa

Y1 M1
v=| Z |, Evm=|"|=u
Yp Hp

F=V(Y) = (vij)ij =E{Y =) (Y =)'} =E(YY) —pd
cony, j =Couy;,yj) sii # jy Vij = V(yi). Notar que la matriz es semi-definida positiva.

SiZ = AY en queA es una transformacion lineal, se tiene:

V(Z) = E(ZZ)) — (AW (AW = ATA

SeaK = Ker(I') el nlicleo dd". Siu € K, entonces/ (u'Y) = 0y u'(Y — ) = 0. Sil" es de rango, K
es de dimensidp—r y Y — y pertenece (c.s.) a un s.eSde dimension.

Seal invertible. Se asocia al vectdrel elipsoide de concentracion
{ZERP(Z-WiTYZ-W=c)

en quec es una constante dada.
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Sea la diagonalizacion de ' = UDU?, en las columnas dé se tienen los vectores propios de D
es la matriz diagonal con los valores propios asociadoscI@es semidefinida positiva, se puede escribir
entonces:
Fr=TT, T:=uUDY?

Ahora bien, existen una infinidad de descomposicioneE, geero si se pide qué sea triangular in-
ferior, se obtiene la descomposicion @holeski. Por otro lado, sI" es de rango (r < p) y la matrizA
restriccion deT a losr vectores asociados a los valores propios no nulos, entdneeé\A’.

Si el vector aleatori@ es un vector de media nula y matriz de varianza-covariangl & p, entonces
i+ AZ es un vector de mediay matriz de varianza-covarianda= AA'. SiT es de rangp, A =T
es invertible, entonce® = A~1(Y — ) es un vector aleatorio de dimensigrde media nula y matriz de
varianza-covarianzh,. EI cambio de variableX = A~1Y permite pasar de la métri¢a® a la métrical p:

IX[IZ = XX =Y{A) ALY =YY = V|2,

Luego
2 2
1Z[[7, = [[Y = Ml[F-
Calculemos la media y la varianza ¢ — u||ﬁ,l

p p
(Y ~ i) =E(ZIR) = 3 E@) = 3 V(a) =
V(Y — W20 = V(122 (zﬁ) NG

Pues lag v.a.z son no correlacionadas entre si y todas de varianza igual a 1.

1.3.4. Esperanza de una forma cuadratica
Sea la matriz simétricA € M, n y X € R". Se define la forma cuadratica:
Q= XTAX = Traza X" AX) = Traza AXX").
EntoncesE(Q) = Trazg AV(X)) +E(X)TAE(X). En efecto:
E(XTAX) = E((X-E(X))TAX-E(X)))+E{EX)TAX+XTAE(X) —E(X) TAE(X)}

= E((X—E(X))TAX~E(X))) +E(X) AE(X)
= E(tr(AXX —E(X))(X ~E(X))")) +E(X)"AE(X)
= tr(AV(X)) +E(X)TAE(X)

E(X
E(X

el resultado buscado.

1.4. Distribucidon normal multivariada.

1.4.1. Definicionesy propiedades.

Definicién 1.4 Se dice que Y es un vector normal multivariado de orden p drvde media p y de
matriz de varianza-covarianza (se denota Y~ Np(1, ")), siy sélo si:

YueRP - R:u"Y ~ N(u"pu'ru).

Es decir, Y es un vector normal ssi toda combinacién lined @s una variable aleatoria normal.
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Definicion 1.5 Se dice que Y Np(p,I) si'y solo si, su funcion caracteristica es:
. T 1+
YWeRP:Wy(v) = exp{lv H—3v Fv} .

Proposicion 1.6 Algunas propiedades interesantes:

» Tomando como vector u a los distintos vectores candnicospene que las leyes marginales
de Y son normales, pero la reciproca es falsa: un vector fdonde variables normales no es
necesariamente un vector normal.

= SeaAs Myp:Y ~Np(lT) = X =AY ~ Ng(ALArAT).
= Las v.a. yson independientes=> I es diagonal.
= Sil es de rango r, existe una matee M,, tal quel” = AAT entonces
Y ~Np(IM) <= Y=p+AX con X~ N(O,I)
es decir que las componentes del vector X son centradas alipatias e independientes entre si.

= Sil esinvertible A es invertible también y % A~1(Y — ). Se puede escribir también la transfor-
macién deMahalanobisX = ~Y2(Y —p).

Esta ultima propiedad permite calcular la densidad deloveXten el caso qué es invertible. En
efecto, se puede calcular la densidad del veXterNy(0,1p):

- (e 332 ()12

ComoXTX = (ALY =) "TAXY — ) = (Y —w) "I ~1(Y — ), el jacobiano de la transformacion es:

1 1
X —Y)|= o = ——.
A Ir|

Luego la densidad d¢ es:

_ 1 ey Ty -
h(Y)—(Zn)p/Zmexp{ S(Y =W T (Y u)}-

Entonces se observara que la densidad de la distribdNi(d | ;) es constante sobre los elipsoides de la
forma: (Y — ) Tr=1(Y — p) = d2.

Proposicion 1.7 Sean dos vectores normalesYNp, (H1,11) € Y2 ~ Np, (b2, M22), conl” 12 como la matriz
de covarianza entre;¥e Y. Entonces la distribucién condicional dg %ado % es una normal:

Y1 Y2 ~ Np, (b1 = F12l 55T 12(Y2 = po), F11 — T 12l 55T 1)
Dem:Considerando las particiones siguientes:
Y1 Ha > [ Ma Mo ]
Y - 5 = s r frg
< Y2 ) H ( H2 M1 22
ConY; e RPry Y, e RP2 (p=p1+ p2).

14



Determinemos la ley condicional & dadoY, cuando la matrid », es invertible. Sea el cambio de
. -1
variablesT = < ll > = ( i r¢2r22Y2 ) su esperanza y su matriz de varianza-covarianza queda dada
2 2
por:
E(T) = ( TR P T )
3%

V(T) = [ F11— Tl 55T ], Fi2— Tl 55 2 } _ [ F11—T1l 5T, 0
FIZ — FIzrgzlrzz Moo 0 Moo
Se deduce que los vectorésy Y, son normales e independientes entre si (ver proposicign 1.6

La densidad conjunta d4 e Y, puede escribirse a partir de la densidadigy Y,. Seag(-,y) la funcion
densidad de su primer argumentoyes (y1,Y») entonces:

o(Y,y) = 9g(T(¥V).9) 3T = V)],
en dondgJ(T — Y)| es el determinante del jacobiano de la transformaci6h d& que es igual a:

DT lpy, —T12l 55
T =) =|=|=| P 2 | =1
a1 =37 ||

0 Ipz

Sigue que

gT(Y),y) = 9(T1,y1)a(Yz,Y2)
ooy 9(T(Y),y)
oy = aYa,y2)  9(Ya,Y2)

= g(l(",Y2))

Sabemos ahora qud|Y, posee una distribucion normal. Calculemos su esperanzanyasiiz de
varianza-covarianza, usando lo hecho piara

EMV1Y2) = E(Toi+T120 5 oT) =y + Mol 55 (Y2 — o)
V(Y1|Y2) V(Ty) =M1 — M1l 53T

Obs:

= La esperanza condicionBl(Y|Y2) = E(Ty + 12l 53 T2|T2) = pu + F12M 55 (Y2 — o) €s una funcion
lineal deYs.

= La matriz de varianza condicion®l(Y1|Y2) = 1162 =11 — rlzrgzlrIZ es independiente dé.

La siguiente propiedad es importante ya que sera usada relastzd

Proposicion 1.8 Sea Y~ Np(,I') y I regular, entonces si u y@ RP, Ay B son dos matrices simétricas
de orden p, se tienen las propiedades de independenciznigsi

1. u'Y y VY son independientes=- u''v=0.
2. U'Y y YTAY son independientes= u'FTA=0.

3. YTAY y Y'BY son independientes= AI'B = 0.

Dem:Ejercicio. Hint: Calcular covarianzas).
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1.4.2. Varianza de una forma cuadréatica.

Sea la matriz simétricA € My, y X € R". Como antes, definimo® = XTAX = Trazg XTAX) =
Traza AXXT), calcularemos la varianza de la forma cuadratica cuandectbw X sea una normal multi-
variada(xy,Xo, . .., Xn) ~ Nn(8,0°l,). Estos calculos nos daran:

V(Q) = V(XTAX) = 20*Traza A?) + 4020 A%6.
En efecto,
Q = (X—-0)TAXX—-0)+20"A(X-0)+067A0
=Q = {(X-0)TAX—-0)}2+4{8TAX —8)}?+ (8" AB)?
.. 20T AB{(X —B8)TA(X —8) +20TA(X — 8)} + 48T A(X —B8)(X —B8)TA(X — 8)

Consideremos el cambio de variatfe= X — 6. Calculemos la esperanza de cada sumand®-dgor
separado:

E{(X-8)TAX~8))?} =E{(Y'AY)?} =E { ai, 8k YY) YY] } :
i1,k

En el caso de la distribucién normal se tiene:

30* si i=j=k=I
EMYYY) = ot si (i=j#k=ho(i=l#j=ko(i=k#]j=I)
0 si no

= E{(YTAY)?} = 304_Zla,%+o4

Ekaiiakk‘F > ajaji+ zaﬁ]
4 . .

7] 7]

= ot naﬁ+ a“ak>+2<na§+ aﬁ)]:04[(Traza(A))2+2Traza(A2)]
(B rgam) 2(fet g

Dado que
AT = A
= TrazaA?) = Zafj
1]
= E[(8TAY)?] = E(Z(Ae)i(Ae)jYin>
1)
= E[(8TAY)Y = oz_i(Ae)iz
= cZ(Ae)T(Ae):ozeTAZe
Comd
E[(BTAY)(YTAY)] = Oy
E(Q)=E(XTAX) = o?TrazaA)+0"A8
entonces:

V(Q) = E(Q%) — E(Q)? = 20*TrazgA?) + 400" A%6.

En particular s = 0, entoncesV(Q) = 20%TrazgA?). Para el caso genefaf ~ Np(l,I") se tiene
V(YTAY) = 2Traza (Ar)?) + 4u" Ar Ap.

Ipor qué?
2Ver pégina 28, ejercicio 7.

16



1.5. Distribuciones derivadas de la normal.

Se repasan aqui las distribuciones univariadas clasicasd@s de la normal y algunas de sus aplica-
ciones.

1.5.1. Ladistribucion 3.

Definicién 1.6 Si X~ Ny(0, 1), entonces:
2 A 2 2
1] Z_Z& ~ Xn-
1=

Decimos que sigue una distribucién chi cuadrado a n gradolébeetad.
Cuando X~ Ny(l,In), se define la distribucion? decentrada:

n
IXI = 3 ¢ ~X4(87)

i=
con el decentramient®d? = S, 2 = |||, aunque algunos autores definen el decentramiento como
3lmIz.
Se observa quiX||? ~ x2(||u|?) si s6lo si||X — /|2 ~ x3. Se deduce que:

E(IX[I%) =n+[W? y Var(X||?) = 2n+4|u|>.
La funcion de densidad de la variate~ X2 es:

uz—le 2
f(u) = F(_g)%*’{uw}-

Luego, la funcion de distribucion dé: F(U) = P(U < u) define el interior de la esfera centrada en el
origen deR" y de radio,/u. En el caso de decentramieno~ X2 (||u/|?) la esfera es de centfo

Proposicion 1.9 Se tienen las siguientes propiedades bésicas.
1. Lasumade variable;s?i independientes tiene una distribucigf con Siri=n.
. - 2 P ;2 . 1
2. Existe una relacion con la distribucion Gammg:= Gammg3, 3).
3. Su distribucién asintética es normal: se tiene como apmexion para n suficientemente grande

X2 ~ N(n,2n). Una aproximacion un poco mas exacta¢§x§ —v2n—1~N(0,1).

Proposicion 1.10SiY ~ Np(, ') conl™ de rango r, entonceY — |2, ~ x2, en dondd * es la inversa
generalizada de Penrose @e

Dem:Comol = AAT, conA de mismo range quel, existeX tal queY = pu+AX, conX ~ N (0, 1;).
Pero

r
X[ =5 % ~ X7
25X
Como se puede escribi = (ATA)7IAT(Y — ), luego:
X2 =Y = W[E ~x?

en quer t = A(ATA)7?AT es lainversa de Penrose[deSiT es invertible * =1,
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El siguiente teorema tiene muchas aplicaciones en el estiedios modelos lineales.

Teorema 1.1 SiY ~ N,(0,I") conT regular, A una matriz simétrica de rango r, entonces

Q=YTAY ~ X2 <= Al esidempotente de orden 2.

Dem:Vemos la implicancia hacia la izquierda usando la funciGactaristica. SeAl’ idempotente, tiene
rangor, entoncedAl’ tiene sus valores propidg iguales a 1 con multiplicidad y 0 con multiplicidad
n—r. La funcién caracteristica d@ esta dada por:

2 _
E(9) = <i> |r|*%/R---/Re‘Q*%YTr Ydy;...dy, cont €] —o0,1/2]
n

= |ly—2AAT| 2 = |‘|(1—2txi)*% =(1-2t)2

Que es la f.g.m. dg?
Ahora la implicancia hacia la derecha. S@a- x?, entoncesE (€9) = (1—2t)"z = [I, — 2tAr| 2.
Seau = 2t, entonces

(1—u)' =|lp—UAr| = ﬁ(l—u)\i) conu €] — oo, 1.

Tal ecuacién no puede tener masrdérminos no nulos. Luego tomamos:

r

(1-u)' = _|_|(1‘“Ai)
=rin(l—-u) = illn(l—u)\i)

Y se obtiene quei=1,...,r: A\j; = 1. Como los otros valores propios son nulos, entoAdess idempo-
tente de rango.
[

Se deduce un teorema muy importante en el estudio de lasdauaaraticas.

Teorema 1.2 Dado el vector aleatorio Y~ N,(l, ") conT regular, se considera la forma cuadratica-Q
YTAY con A simétrica de rango r y las p formas cuadraticas=Qr" A,Y con A simétrica de rangoy
(1 <h< p)tales que

p p
(AZ ZAh>, Q=> Qn
h=1 h=1
Sean las cuatro proposiciones siguientes:
1. Q~XA(W AW
2. vh, Qn~ X2 (M Anl)
3. Yh#£k: Qny Q son independientes

p
4, > Ih=r.
h=1

18



Entonces dos de las proposiciones, salvo las dos Ultimas@uequivalentes, implican las dos otras.

Dem: Del teorema anterior y la prop (1.8) se deduce que:
= La proposicion (1) es equivalente a decir d\iees un operador idempotente de rangoAlr A= A.
= (2) es equivalente a decir que lagl” son operadores idempotentes de rangpAnl An = An.
= (3) es equivalente a decir qwa £ k: AsfAc=0
Utilizaremos estas equivalencias para la demostracion:
Veamos que las proposiciones (3) y (4) son equivalentes
p p p
A= h;Ah = Al = thAhF = Im(AI) = hlem(Ar).
Entonces se tiene las equivalencias siguientes:

VYh#£K: AMA=0

Vh#£k: AfFAT =0

Vh#Kk,¥xy e R" < Alrx, ATy >=0
IM(ARM) L Im(AN)

Im(Ar) = élm(Ahr)
h=1

[

= hirh =r
Ahora, pdg (1)+(2)= (3). Primero notemos dos propiedades acercA geA,. Si (1) y (2) se cumplen,
luego sigue (el argumento es el mismo paga

(AM)2=AI = ATA=A
Ya quel es invertible. Ademag\ es semi definida positiva, en efecto, seaR":
X'Ax=xTAFAX=X"T%>0
Pued™ es s.d.p. Con esto en mente, volvema3 a
Q=YTATAY =YTAY =YTAITITAY = |TAY|2 ,

Similarmente
X P p P p )
IFAY[E:=Q= S YTAY =5 Qn=5 YTATAY = 5 [[FAYI[F ..
h=1 h=1 h=1 h=1

Luego
p
<TAY,TAY >r1=0
kh=T: ksh

ComoA, y I son s.d.f. sigue que
vh#£k: <TAY,TAY > = 0

=Vh#£k: YTATIrAY = YTATAY =0
=Vh#Kk: Anl" A =0
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= Vh+#Kk: Qny Qk son independientes.

Finalmente, (1)+(3% (2):
Como se tiene

P
Im(Al) = Z IM(ANM) = Im(ALM)CIm(AT).
h=1
Luego siZ=AY =ZecIm(AlN)y
P
Al =ATZ=ATA Y = Z ATATY = (AhF)ZY.
k=1

Corolario 1.1 (Teorema de Cochran) Dado el vector aleatorio Y~ Ny(0,I") conT regular, se considera
la forma cuadratica Q= YTAY con A simétrica de rango r y las p formas cuadraticas=QY T A,Y con
A simétrica de rangoy (1 < h < p) tales que

p P
h=1 h=1
Entonces:

p
Al idempotente de ordenyzz rh=r <= Qn~ szh A VYh+#£K: Qny Qkindependientes
h=1

1.5.2. Ladistribucion Fmp.

Se estudia el cociente de dos formas cuadréaticas indepeeslie

Definicion 1.7 SiU ~ 23,y V ~ x2 con U y V independientes, se dice qu&% sigue una forma
distribucion F de Fisher a my n grados de libertad (se dengia)F
Se define kg, no centrada cuando el numerador es no centrado.

Proposicion 1.11 Propiedades basicas:

(r+s)/2)rr/2§./2x—l+r/2
r/2)l (s/2)(rx+s)r+s)/2*

= Su funcién densidad egX) = ;E

L] E(Fm‘n) = SI n> 2.

n-2'
2 |— .

L Fl7n - tr%.

1.6. Inferencia Estadistica

1.6.1. Cantidad de informacion de Fisher y la Desigualdad d€ramer-Rao

La desigualdad de Cramer-Rao, que vamos a establecert@eaniuna cota inferior de la varianza
de un estimador, lo cual es de bastante utilidad cuando nergerhucha informacién con respecto a esta
cantidad. Esta cota se basa en la cantidad de la informaeiéister.

Para las definiciones en esta seccidén consideraremos ugxacoa funcién de densidad o funcién de
probabilidadf (x|8) en donded es un parametro desconocido en el conjudto
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Definicion 1.8 Se llamacantidad de informacién de Fisherdada por X sobre el parametfa la canti-

dad
dln £ 2
00 ’
Ademas bajo ciertas condiciones es posible deducir otradatmas equivalentes a la cantidad de
informacion de Fisher, las cuales enunciamos:

1(8) =E

Teorema 1.3 Si el dominio S de X no depende@entonces

|(e)zv<f’('3ief>.

Dem:SeaSel dominio de X, entonces como
veeQ: / f(xB)dx=1=VY0eQ: / /(x(8)dx = 0.
S S

, 0Inf  f din f _ din f
AdemasW =5 luegoE (W) =0yVveeQ:1(0)=V (W)

El teorema siguiente nos da otra expresion péa que a menudo es mas facil de determinar.

Teorema 1.4 Si el dominio S de X no depende@entonces:

L

si esta cantidad existe.
2

. o-f o-f .
Dem:Sivoe Q: 362 existe, al igual que anteg, <an> = 0. Ademas

2

Pinf  Ff—(f)2 7 (3Inf\?
92— f2 T f ® )

Como

2
(aa'enzf> /f” x/8)dx— 1 (8),

-5 (%0)

se deduce que

Las definicién que dimos para la informacion de Fisher solsiciera el caso de una variable aleatoria,
enunciaremos ahora para el caso de una muestra aleatopke.sBea una m.a.$xi,xz,..., %}, X con
funcion de densidad o de probabilidddx |6), dondeB es un pardmetro desconocido en el conjufto
esta descripcion sera utilizada a lo largo de todo esteutapfdemas sea L la funcién de verosimilitud
de la muestra.
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Definicién 1.9 Se llamacantidad de informacion de Fisherde una muestra aleatoria de tamafo n sobre

el parametrod a la cantidad
dlnL\?

L= f(Xg,...,%|0)

Donde

Ademas se tienen las mismas 2 expresiones equivaleftéd) @omo en el caso de una v, de las
cuales dejamos la demostracion como ejercicio:

alnL d%InL
In(6) =V (W) = (W) -
Con estas expresiones es facil deducir que:

Teorema 1.5 Si I(0) es la cantidad de Fisher dada por cadasobre el pardmetr®, entonces
[h(8) =nl(B).

Enunciamos a continuacion el resultado mas importantetdesescion. Sea una m.a.s, para esta tene-
mos la siguiente desigualdad

Teorema 1.6 (Desigualdad de Cramer-Raosi el dominio S de X no depende@jgara todo estimador

T insesgado d8 se tiene:
1

In(6)
Ademas si T es un estimador insesgado (@,fentonces

IO

V(T) >

Dem: Utilizando el mismo argumento que se utilizo en la demogiradel Teorema 1.3, se tiene que:
dinL
E(W) =0
dinL dinL dlnL oL
T ) = E(T—5 |=[T—osLdx= [ T
:><Cov< T > ( 30 > /S 30 dx /S aedx
0E(T)

=~ 6 "®

Por otro lado, de la desigualdad de Cauchy-Schwartz senebtie

<<Cov<T, %))2 <V(T)V <6(I9L9L> .

(H(8)) < V(T)In(8).

Es decir que
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1.6.2. Test de hipoétesis.

En general cuando se realizan estudios estadisticos semsigras condiciones sobre los datos, para
poder aplicar segin conste el caso, algun test sobre est@stal manera es importante saber si dichas
hipétesis son satisfechas. Se formalizan en este capésladciones de hipétesis estadistica y se dan a
conocer los test mas importantes para su comparacion.

Considere un vector aleatono= {x1,X2,...,Xn} € RP*" con distribucion conjunt&,(Xi, Xz, ... ,%n; 0)
en donded es un parametro vectorial de dimensiogque toma valores e, una regién abierta dR'. Sea
tambiénBy el valor verdadero dé en la poblaciérQg, un subconjunto d€. Bajo este contexto pasamos a
definir de manera general, las 2 hip6tesis estadisticas, lastcuales buscamos rechazar o no una de ellas.

Definicion 1.10 Consideremos ldipotesis de Trabajo o NulaHg : 8y € Qg contra laHip6tesis alter-
nativa Hy : B € Q\ Qp. CuandoQg esta reducido a un solo punto se habla de hipotesis simple,ds
hipotesis compuesta..

Notar que la unién de la region de trabajo con la de la hip@ttgrnativa corresponde a todo el espacio
al cual pertenece el pardmetro, por lo que es razonable niegge;, Con qué grado de desacuerdo uno
tiene que abandonar la hip6tesis nula para adoptar la hipotsis alternativa? Ante esto es necesario
definir lo que en estadistica se denomina una regla de decisio

Definicion 1.11 (Regla de decisidbnSean una hipotesis nula y alternativa, dada una muestra mafi@
n en la cual los valores muestrales se encuentrarR@nuna regla de decisiod consiste en dividir el
dominioRP*" del conjunto de todas las muestras de tamafio n en dos pademis. Una en la cual se
rechaza la hip6tesis nula y otra, su complemento, en la auatshaza la hip6tesis alternativa.

Dada unaregla de decision o, definimosa(d) como la probabilidad de equivocarse cuando la hi-
pétesis nula es cierta}(d) la probabilidad de equivocarse cuando la hipétesis aligenas cierta, con
estas definiciones es razonable buscar entonces aquelias de decision que minimizan alguna funcién
de estas probabilidades (a modo de ejemplo, puede ser laramidin convexa de estas). La manera de
representar la idea de “equivocarse”, nos la dan los careegt errores de tipo | y Il, que enunciamos a
continuacion.

Definicion 1.12 Definimos eError de tipo | a, si dada una hipétesis nulagHa(d) es la probabilidad
condicional de rechazar la hip6tesigldon la reglad cuando H es cierta. De la misma manera definimos
el Error de tipo Il 3, si dada una hipétesis alternativa;H3(d) es la probabilidad de no rechazargHo
bien rechazar Hl) con la regla de decis6d cuando H es cierta.

Ahora bien la regl® se basa en los valores muestrales, lo cual nos da pie para deRegion critica
del test entendiendo por esta la regién en la cual se recHgzmas formalmente:

Definicion 1.13 Dada una regla de decisiéhy una muestra de tamarfio n donde sus valores se encuentran
enRRP, la region donde se rechaza la hip6tesis Nulg e denomindRegion critica, que denotamos por
W, ademas denotamos pdf, la region donde se rechaza la hipotesis alternativa.

Como la regidn critica del test es aquella en donde se redt@aaeso sugiere aceptar la hipétesis
alternativa, una regla de decision consiste entonces emaegr la region critica del test en funcion de las
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dos hipétesis.

Hasta ahora no hemos tomado en cuenta el parafetrotérminos de como cuantificamos el error que
cometemos en funcion de este. La siguiente definicién inteth manera en la cual se hace en estadistica:

Definicién 1.14 La funcién

m(0) = | dR, =P(rechazaHy|0)
Wh

se llamafuncién de potenciadel test.

Obs:
La region critica ideal es aquella que produce una funcigomotiencia tal que:

[ 0 siBeQq
”(9)_{ 1 si0eQ\Qp

En efecto, para todé € Qg la decision de rechazafy es una decision equivocada, entonmés) esuna
probabilidad de error de tipo | (o riesgo de primer especie). Por otro lado, para ©doQ \ Qo, la
decision de rechaz#ty es una decision correcta, entoncesi(0) es ungprobabilidad de error de tipo
Il (o riesgo de segundo especie).

El problema es que tal region critica ideal no existe. Es pta Eazon que se buscan propiedades
mas débiles, por ejemplo se fija un nivel de error aceptabielgsspide a los test que sean insesgados o
consistentes, caracteristicas que definimos a contimuacio

Definicién 1.15 Se llamaNivel de significaciondel test al valor que uno se fija como cota maxima del
error de tipo I.

Definicion 1.16 Se dice que un test égsesgadosi dado un nivel de significaciéa se tiene a la vez
P(x e Wh|8 € Qo) <a yP(xeWy8 e Q\Qp) >a . Esdecir que el error de tipo | esta controlado y no
esta sobrepasado por el error de tipo |l.

Definicion 1.17 Se llamatamarfio del testa ap = sup{1(0)|6 € Qp}.

Definiciéon 1.18 Si
Ve Q\Qo: nI’wpm]P’(x eWh0) =1

entonces se dice que el testoemsistentede tamafiax para la hipétesis g contra la hipétesis Kl

Definicion 1.19 SiW, y W son dos regiones criticas para la hipétesig ¢bntra la hipotesis ki con un
tamafio del test igual &, se dice que W esUniformemente Mas Potente (U.M.P.)que W para Hy
contra H; siy sélo si:

VB e Q\Qo:P(xeW,|0) > P(x € Wy|0)

1.6.3. Caso de dos hip6tesis simples

Buscamos en esta seccién encontrar herramientas que nuisgpedecidir sobre las hipétesis plantea-
das pero en un caso més simple. Consideramos aqui el c&prdducido a un solo punt@ = {6p} y
Q\ Qp = {61} reducido a un punto también: es deir= {6p,6; }. Bajo ciertas condiciones, existe un test
insesgado y més potente para la hipotegisontra la hipotesisl;. Este es el resultado importante en este
capitulo, y que denominamos como el Lema de Neyman-Pearson.
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Lema 1.1 (Lema de Neyman-PearsonBea{xi, Xz, ..., X} una m.a.s. con funcion de verosimilitugX, 2, . . ., Xn|0)
y el espacio muestrdd de6 con dos puntofy y 6:. Sea W C R" la region definida por:

» P(x € W,|60) = a (Nivel de significacion)
= fn(X1, %, %n[B1) > Cofn(Xe, X2, -, X[ 60) ®

SiW; es un subconjunto de" tal quePP(x € W;|68p) < a es decir con menor nivel de significacion que
Wi, entonces
P(x € Wh|01) > P(x € W, |61).

Lo cual se interpreta que la region criticaWs insesgada y mas potente que cualquigpata Hy: 6 =6
contra H; : 6= 64 al nivela.

Obs: Gracias a este Lema es posible encontrar de manera exfdiaigion mas potente para el
test con hip6tesis simples, tal como lo mostraran los ejempias adelante para casos especificos de
distribuciones.

Proposicion 1.12 Algunas propiedades del test son:
= Eltest es insesgado.
= El test es consistente.

» Cuando existe un estadistico suficiente T fams decir cuando podemos escribti(f, Xz, . .., Xn|0) =
o(T,0)h(x1,X2,...,%,), entonces el test se reduce a

g(T7el)

> Cq.
g(T> 60) Ca

1.6.4. Test uniformemente mas potente (UMP).

En el capitulo anterior encontramos un test con regioncarithds potente en el caso de hipotesis
simples. Nos enfocamos ahora en el caso con hip6tesis cstapue

Definicion 1.20 Se dice que un test es UMP (uniformemente mas potente) ceaisti® una region critica
Optima comun para todo valor de la hipétesis alternativa H

Sea la hip6tesis nuldy : 6 = 6g y la hipdtesis alternativel; : 6 > 6y (0 Hy : 6 # 6g). La region critica
Optima de nivel de significaciém no cambia para tod® > 6, pero si cambia par@ # 6.
La existencia de un test UMP esta dada por el teorema de Lehmpag enunciamos sin demostracion:

Teorema 1.7 Existe un test UMP si para un estadistico T el cociente

fn(X17X2> o aXn|91)
fn(X17X2> o aXn|62)

es una funcién monétona creciente cuafgo> 6-.

Esta condicion esta asegurada con estadisticos suficiempas tienen una distribucion de tipo expo-
nencial.

3La constante se denota pues depende del nivel de confianza que coloquemos al test.

25



1.6.5. Testde razén de verosimilitudes.

Este test permite extender el caso anterior cuando no exigtst UMP. Sea la hipétesis nidig : 6 €
Qg contra la hip6tesis alternativdy : 6 € Q; conQ = QoU Q1. Se define la razén de verosimilitudes:

_ L(x,Qo)
L(xQ)
en donde
L(x, Qo) = SUP fa(X, Xz, . ., ¥n/6)
0eQo
L(x,Q) = supfn(X1,X2, ..., %n|0).
0eQ
Obs:

= A €[0,1]. Mientras més cerca de 1, mas verosimil es la hipotesis.
= Fijado un nivel de significacién, la region criticdM, satisface qu&(x € Wy|6p € Qo) = a y satis-
face queN < cq?, dado queHy es mas aceptable cuanfcse acerca a 1.
1.6.6. Ejemplos

Se presentan en esta seccién algunos ejemplos ilustraliva®mo utilizar los test y encontrar las
regiones criticas en cada caso:

Ejemplo 1.1 Sea una m.a.§x3,%,..., %} conVi: x ~ N(i,6?). Se considera las hipotesity : 1= Lo
contraHy : W # po. AQUIQ =Ry Qp = {o}.

L(X|p,0%) = (Ftﬂ) : eXp{_Z%Zi_i(xi - H)Z}

maxL (x|, 0°
_ ol ( |H ): L(X“Jo,%)
maxt (xp,0%)  L(x% )

con

=}

2 -
2 -

Se sabe que son los maximos en esas cantidades pues soimad@ss de maxima verosimilitud, ademas
esto implica que:

(% —%)?

EM:I

(% — Ho)?

Sl Sk

n 2 n -3 -2
2 2
X —X Xi — Ho _
A i;( 9 B i;( ) | 14+ n(X=o)?
- n - n - n

_;(Xi —Ho)® ;(Xi —x)? ;(Xi —x)?

40bs: la constante se denatapues depende del nivel de confianza que coloquemos al test.

26



En dondea sigue una distribuciéhde Student a— 1 grados de libertad. El test de razén de verosimilitudes
equivale en este caso al téste Student.

Ejemplo 1.2 Sea el vectoY formado de unam.a.§y1,Y, . ..,Yn} cONVi:y; ~ N(l, 02). Sea la matriz for-
mada de vectores constan¥s Mp , conX = (Xo|X1), Xo € M gy, X1 € Mnp,, P=P1+ P2y B= (Bo,B1)"-

Sean las hipotesidp : E(Y) = XoBo contraH; : E(Y) = X;B;1. Los conjunto) y Qg son subespacios
vectoriales d&RP: Q = ImagenX) y Qo = Imager{Xp).

1 \2 1y yp
L(Y“.l,O'Z): (2-,-[0-2) e 202HY H|

Para el denominador:

NIS

n 2
max L(Y|uo?) = (7> e
0% YO = v e
dado que en este caso el estimadooties
Y — XBJ2%.

Para el numerador:

NIS

n 2
max L(Y|y,c? :<—> e
e, N0 = | Gy =3B

: Y — 2
dado que en este caso el estlmadooﬂes%.

SiSo =Y —XB|?y Sq, = |IY — XoBo||?, entonces

SOROR

Del teorema de Cochran se obtiene %ew xﬁ_p y 89007_289 ~ )(,2)1 son independientes entre si. De aqui
obtenemos el estadistico
n-p\ S-S
bajo la hipotesidy y
2
A— <1+ P1 F> .
n-p

Es decir que

n-p,,_

—— (A" —1) ~Fpynp

P1
bajo la hipotesis nulél.

En estos dos casos se puede facilmente deducir una rediéa,qoero en casos mas generales, para
encontrar el valoc, y calcular la potencia del test se requiere conocer la bligtidn de/\. Presentamos a
continuacion un resultado asintético para la distribuciéruna funcion de la razén de verosimilitud.

Teorema 1.8 (Wilks) SiHy:8€ Qo A Hy:08 € Q1 conQy C Q; C RY espacios vectoriales de dimension
ry g, respectivamente, entonces bajo ciertas condicioreegllaridad (que en general se cumplen):

—2In(/\) — X57r7 n— oo
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1.7.

10.

Ejercicios.

SeaX € Mpq. SiY es un vector d&®P, encuentre el vectaf € RP de la formaXblo mas cercano a
Y con respecto a la métridd.

. Sea un vector € RP normal de medi&(Y) = py de matriz de varianza-covarian¥ar(Y) = I

invertible A = ~1). Sea{Y1,Y,,...,Y,} una muestra aleatoria de realizaciones independientes del
vectorY. Encuentre el estimador de maxima verosimilitud payd .
u'A

Seamy B dos matrices simétricas del mismo ordBrinvertible. Muestre que el cocuanu By es

maximo para el vector propiode B~1A, asociado al mayor valor propio.

. Sed una matriz cuadrada no invertible de ramgdluestre que existe una inversa generalizada de

I que puede escribirse como:

_ Al o0
=% o

en dondeA es una matriz cuadrada invertible de orden

Demuestre que existe una Unica inversa generalizadandes@epara una matriz dada.

. Muestre el teorema siguiente:

Teorema 1.9:SeaY un vector aleatorio eRP de matriz de varianza-covarianganvertible. Consi-
deramos la descomposicion en suma direRfa=E; ®Eo, Y =Y1+Y,, conY; € E; e Y, € Ep. Se
llamanl 1 y I, las respectivas matrices de varianza-covarian2g, @er,. Entonces las dos propie-
dades siguientes son equivalentes:

a) ' =T1+T2 (Y1 eYs son no correlacionados)
b) E;y E, sonl1-ortogonales.

. Muestre que sf ~ Np(W,I"), A es una matriz simétrica de ordpnentonces

Var(YTAY) = 2Traza (A)?) + 4uT AT AL

. SeaY¥ ~ Np(i,I"), I' regular, entonces siy ve RP, Ay B son dos matrices simétricas de orgen

L € M p se tienen las siguientes propiedades de independencia:

a) u'Y y V'Y son independientes= u'l'v=0
b) LY eYTAY son independientes— LF'A=0
¢) YTAY eYTBY son independientes—=> AIB=0.

Muestre la 3 proposiciones anteriores.

. Aplique el teorema de Cochran para demostrar la indeperadentre la media empirica y la varianza

empirica de una variable normal.

SeaX € M, la matriz que tiene en fila las realizaciones independieXtesNy (i, ). Muestre que
1 1
D==Z
n n
es una estimacion insesgadaldeuando el vector de mediges conocido y que
_ r—t
n—-p-—1

(X = 1ou") T (X = Lou")

E(DY)
sin—p—1>0.
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11. Muestre que la cantidad de informacién de Fisher dadam@w.a. de Bernoulli sobre su pardmetro

1
pesl(p) = .
P)= 5= p)
12. Muestre que la cantidad de informacion de Fisher dadanmov.aX ~ N(u, ?) sobre el parametro

u desconocido y la varianze’ conocida e$(p) = é.
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