Capitulo 4

Modelo de analisis de la varianza

4.1. Introducciéon

En este capitulo se aplica la teoria del modelo lineal para comparar las medias de una variable real
obtenidas en varias poblaciones. Las distintas poblaciones se definen segin uno o mas caracteres, que sor
variables cualitativas y que se llaman factores cuando son variables controladas y un mogdhctanes

se llama clasificacion @ entradas. Cada factor toma un nimero finito de alternativas llamadas niveles,
categorias 0 modalidades. En un modelo de clasificacferdradas, una poblacién esta definida entonces

por unap-tupla de categorias, una de cada factor. El cruce de todas las categorias de los factores define
celdas; a cada celda le corresponde entonces una poblacion.

Por ejemplo se considera la cosecha anual de trigo segun el tipo de suelo; el tipo de suelo es un factor que
toma, por ejemplo, 4 categorias. Tenemos entonces 4 celdas o poblaciones dempsgligs y 4. En las

celdas tenemas; (j = 1,...,4) observaciones de la cosecha anual y queremos saber si hay diferencia entre
las cosechas debido al tipo de suelo. Tendremos un segundo factor si agregamos 3 tipos de fertilizante para
distinguir las cosechas. En este caso tenemos 12 celdas o poblaciones dajnfiedia, 2,3; j = 1,2,3,4).

Nos preguntamos ahora cuando hay diferencia entre las cosechas, si se debe al tipo de suelo o al tipo de
fertilizante o a ambos. Se habla de los efectos de los factores.

El tratamiento del modelo para medir los efectos de los factores sera distinto si los cuatro tipos de suelos
constituyen una muestra representativa de todos los tipos de suelos posibles o no. Si no hay otros tipos de
suelo posibles que los cuatro considerados, se habla de efecto, mientras que en el otro caso se habla de
efectos aleatorios

Desarrollemos la teoria de estos modelos segun el nimero de factores y separaremos el estudio del modelo
a efectos fijos del modelo a efectos aleatorios. Antes mostraremos algunos tests para verificar los supuestos
usuales de homogeneidad de las varianzas de los errores. Cabe notar que este supuesto de homogeneidad d
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las varianzas es menos critico cuando los datos son casi balanceados.

4.2. Homogeneidad de las varianzas

Seana poblaciones yo? la varianza yn; el tamario de la muestra de la poblacidn = Y ni). Seayik los
valores muestrales € 1,....a;k=1,....n).

Un primer test consiste en extender el test F de comparacion de dos varianzas. Es el test de Bartlett

Ho:0?=0% i=1,..,a

La varianza intra-grupo est = 1 5 (0 — 1)s” dondes’ = 35 Z(yik —Vie) €s la varianza en la muestra de
la poblacioni.
Definamos
M=% (ni—1)log(w) - (n — 1)log(s?)
Sita
n

— 1 ni—1 —P
c=1+ 3(a—-1)

Bajo Ho, la cantidadV /C tiene una distribucion aproximagg ;.

Este test es muy sensibles al supuesto de normalidad, especialmente cuando las distribuciones tienes colas
pesadas. Un test que hace menos sensible a esta forma de distribucién es el test de Levene:

Se define
Wi = [Yik — Yie N
El estadistico de Levene es:
Si(ni—1)w;
n-p

W=

4.3. Clasificacion a un factor

4.3.1. Modelo a efectos fijos

Este problema fue resuelto en el analisis de perfiles (parrafo 4.4) con la segunda pregunta relativa a la
igualdad de los niveles. Pero aqui queremos plantear el problema de otra forma: a partir de un modelo
lineal.

Sea A el factor que tomancategorias llamada#s, Ay, ... ,Aqeyij (i=1,2,...,0, j =1,2,...,nm) los valores
obtenidos sobre la variable respuéstalativos a observaciones provenientes de diferentes categorias.
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Para estudiar si hay homogeneidad dentro de las categorias comparando las diferencias de una categoria a
otra, podemos escribir el podemos escribir el modelo lineal:

Yij = Wi + &ij (i=12,....00 j=12...,nm)
en donde log; son los efectos del factor y l@g son los errores asociados al modelo.
El estimador de los minimos cuadrados de los efectgs esy;.

Los efectos pueden descomponerse también cofimoy = L+ 0. En este caso el modelo es de rango
p
incompleto. Hay que imponer una restriccion. Por ejemplo, con la restritzlic’)imxi =0, se obtiengi=y,

ai =Yyi—y.

__ _ . . 1 _ .
Searyi,Y», . ..,Yq las medias por categoriaye- - Z ny; la media total. Llamamos
|

q n g q n
T=3 5095  B=Yn@-9%  W=3 3 ¥-%)’
2% 2" 220
Con la hipétesis de normalidad usual sobre los errores, el error cuadratico medio es:

w 1 an _
"2 _ _ 2
0 = n_q_ n—g EI j:zl(y” yi)

Bajo la hipétesis nuléd, : | = 1 (Vi) 0 equivalentementd, : o = 0 (Vi), 4 =YY el error cuadratico medio
esigual a:

ML o YN
o_n—l_”—li;;y” y)~.

La diferencia entre los minimos cuadrados b4joy bajoH; es igual a:

a g g
SOA) =T-W=B=Snyi-y?=Sn{-y?=S nd?
2 Y 2 MY o 0
Bajo la hipétesis nuI8Q(A) ~ a?x3_; Y SOE) ~ 0%X3_q. Bajo la hipétesis alternativBqA) es decentrado:
2
niai

SCA) ~ UZXczpl : o2

El test de Fisher pand, esta dado por:



Fuente de Suma de Grados de Cuadrados F
varianza | cuadrados§Q | libertad @.I.) | medios CM = SC/g.l.)
FactorA B g-1 CM(A)=B/(g—1) | CM(A)/CM(E)
Errores w - CM(E)=W/(n—q)
Total T

|
=) Ke!

Se pueden resumir los estadisticos en una tabla de andlisis de la varianza (ANOVA):
Calculemos las esperanzas de los cuadrados mé&ios4(A)) y E(CM(E)).

E(STA) = Y nE(( ~¥)°) = Y NEGF) ~nE(?)

ComoE(?)_(;eruzyE()Tiz)—(:]_+L1,-2:>E(CM(A)) o +—Zna y E(CM(E)) = 0%

Ejemplo 4.1 Tomando los datos del ejemplo 4.3 del capitulo 4, consideramos como variable re¥puesta

el total de las tres repeticiones y los grupos como faétoon cuatro niveles. El valor del estadistico del
testF esigual a 70,93 (tabla ANOVA 4.1), lo que da ptvalor nulo. Se concluye que existe una diferencia
entre los 4 grupos. Se confirma las diferencias con el grafico 4.1, que permite explicarlas; se diferencias los
grupos salvo entre los grupos 2 y 3.

Fuente | SC | g.l.| CM F
FactorA | 2232 | 3 744 | 70,93
Errores | 178,3| 17 | 10,49

Total 2410 | 20 | 743,9

Cuadro 4.1: ANOVA

Grupo

Figura 4.1: Valores por grupo

94



4.3.2. Modelo a efectos aleatorios

Ahora el modelo se escribe
Yij = U+ +&jj (i=12,...0 j=12,...,m)

en donde los efectas y los errores;; son aleatorios con las distribuciones:

= a ~ N(0,02) e independientes entre si.
= & ~ N(0,02) e independientes entre si.

= los efectoss; son independientes de los erroggs

En el modelo con efectos fijos se busca estimar los efectos y compararlos entre si. Aqui en el modelo
de efectos aleatorios, lo fundamental es estimar las variarfzgso2 y compararlas. Lo anterior se lla-

maestimacion de las componentes de la varianz®bservamos que en el modelo con efectos aleatorios
02

las observacioneg; no son todas independientes entre ay(yi;) = 02 + 02, Var(y;) = 0a+ —. Mas
precisamente:

N 1 N 2
YIJ:U+al+8uNN(H70§+05):>Y|:P-+3|+ Z&JNN(M a+ >

19N q n2 o-2
=y= u+21 o+ Zi &j ~N u,zl 0ot =
= i=
Para estimar las componentes de la varianza, usaremos el método de los momentos a partir de las esperanza:

de los cuadrados medios

q

SQA>=i;ni<y7—v>2 y sc<E>=i_§ii<yi,»—y7>2

Tenemo£ (SQA)) = H niE( zn. ) —nE(Y?), o sea
-5 n?
4 G2 q 9 n |
cisam) =3 (034 %)+ Y- 3 Mot o nd= (- yode—Ta}
Luego:
ﬁ—Zﬁ
(CM(A)) =05+ n(q—ll) o3



E(SAE)) ZZE Yij — ¥)?)) — E(STA))

q n q n
Comoy 3 E(lyy —91%) = 3 5 E(w)7) ~nEGP) = (n- Dok + —*—o}
E(SQE)) = (n- g)02 = E(CM(E)) = 2
Se estima entonces y o2 por:
IZ; Yij — yl

52 - N(Q-1)(CM(A) —CM(E))
a nZ—Zni2

3
Q

Notas:

CM(A)—CM(E)

= Si el modelo es balanceadd ¢ nj = m), entonce$3 = w7a

= Puede ocurrir qué? sea negativo; en este caso se anula.

= Se encuentran otros estimadores como el de maxima verosimilitud o Hodges-Lehmann.
El test interesante aqui es entre la hipdtesis Mga o2 = 0 y la hipétesis alternativéd; : 02 > 0. Al

rechazarHy, podemos rechazar que todos los efectos son parecidos. Trataremos solamente del caso de
modelos balanceadosi(. nj = m). En este caso,

n
SQA) ~ <0§+ qcé) Xi1 Y  SOE)~o0dXaq

, o CM(A . N :
Bajo la hipotesis nulaci( ) ~ Fg—1.n—q, Pero, bajo la hipotesis alternativa
M(E) q—L1,n—q

CM(A) no2
M(E) (”qc)ﬁ“ L

0

Ejemplo 4.2 Consideremos los datos de la tabla 4.2, en donde se tiene un factor a tres modalidades y 10
observaciones por modalidad. Se presenta en la tabla 4.3 el analisis de la varianza de los datos y el grafico
asociado (Figura 4.2).

1para el caso no balanceado consultar Searle, capitulos 10y 11
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Grupo| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 299 | 269 | 290 | 289 | 286 | 284 | 299 | 269 | 299 | 305
2 326 | 326 | 318 | 340 | 352 | 336 | 341 | 337 | 345 | 302
3 323|314 | 314 | 282 | 328 | 321 | 281 | 280 | 291 | 301

Cuadro 4.2: Datos

Fuente SC gl.| CM F
Factor A 9754 2 | 4877 | 20,25
Errores 6503 27 | 240,9

Total 1,6260A10% | 29

Cuadro 4.3: Tabla ANOVA

El p-valor del tesF es nulo y las estimaciones de las componentes de la varianza son:

62=46361 y 062=24087
Rechazamos la hipotesis nula y concluimos que los efectos de los grupos son diferentes sobre la variable.

Ejemplo 4.3 Los 6 datos de la tabla 4.4 estan repartidos en dos grupos de tres. Si bien las medias son
parecidas y ep-valor igual a 0,75 asociado a F (tabla 4.5) mo permite rechazar la igualdad de los efectos,
las distribuciones son bien diferentes como lo muestra un valor negativo (4.3):

62=-1533 y 62=52

Grupo| 1 | 2 | 3
1 19| 17| 15
2 25| 5 |15

Cuadro 4.4: Dos grupos y 3 repeticiones

4.4. Clasificacion a dos factores

4.4.1. Modelos a efectos fijos

SeanAy B los dos factores que tomayy r categorias respectivament® (A, ..., A;) para el factoA y
B1,Bo,...,B; para el factoB) ey (i=1,2,...,0, j =1,2,...,r; kK= 1,2,...,n;) los valores obtenidos
sobre la variable respuestaelativos a observaciones provenientes de diferentes categorias de los factores.
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. .
1 2
Grupo

Figura 4.2: Valores por grupo

Fuente | SC | gl | CM F
FactorA| 6 1 6 | 0,1154
Errores | 208 | 4 | 52
Total 214 | 5

Cuadro 4.5: ANOVA

Para estudiar si hay homogeneidad dentro de las celdas comparando las diferencias de un factor a otro o de
una categoria a otra dentro de un mismo factor, el modelo mas simple es un modelo lineal:

yijk :LH“Ti"‘Bj"‘Sijk (I :1727"'7q; J :1725"'7r; kzl)zv"wnij)

en dondgi es el modelo promedio, |las los efectos del factok, los3j son los efectos de fact@8y los g;jx
son los errores asociados al modelo.

Un modelo méas general
Vijk = M+ Ti 4+ Bj + dij + Eijk (i=212...0j=12...rk=12...,nj)
permite efecto$;; que miden las interacciones entre los dos factérgs.

Este modelo es de rango incompleto; el rango en iggal Rero se ibservara que la funcign = p+ 1 +
Bj + & sea estimable. Introduciremgstr + 1 restricciones para estimar a lps-r 4 qr + 1 parametros.

Sean las notaciones: n
]

r q 1
Nie = 3 Mij, no,jzzlnij, Vi = - ) Vi
=1 i= k=1

_ 10 _ _ 1 3 _
Yio:FZninij7 yoj:F;ninij

ie =1 o) |
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Valores

Grupo

Figura 4.3: Valores por grupo

Sean las restricciones:

q r q

r
i;ni.'[i =0, JZln.ij =0, Vj :i;nijéij =0, Vi JZlnijéij =0

Veamos en primer lugar el caso debdelo equilibrado: V(i, j) : njj = m:

Q:'Zk(Yijk—P-—Ti—Bj —6ij)2+2)\12'[i+2)\228j+zzyi (Z&j) +25 0] <Z5ij>
i'T; I ] I ] ] l

0Q - 6Q_ - OQ_ i~
aiu—oju_y a'[| Oj |y|¢ y aBJ O:>BJ y
a = g, s, T — ~ ~
*Q =0=3ij =Vij — Yie — Yaj +Y = [lij = ¥ij
0%;;

estimacion que no depende de las restricciones utilizadas.

Sean las hipotesis nulalda 1 Vi: 1, =0, Hg : Vj : Bj y Hs : V(i, j) : & = 0 y la hipotesis alternativély :
E(Yijk) = U+ T+ Bj + &j. Los testF de Fisher son dados por:

;

Fa=

y.,
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para la hip6tesis nulda contra la alternativéd; .

S

Fg =

yIJ

para la hipétesis nuldg contra la alternativéd; .

r
(qi: 2, =

MQ

Fs =

—Vaj +Y)?

1 YRy
n_qri,JZk(y”k_y”)

)

para la hipétesis nulds contra la alternativéd;. Lo que se resuma en la tabla 4.6:

Fuente de validacién SC g.l. F
q _
Factor A SCA) = mr_Zl(Yi. —y)? q-1 Ssgg//((r?_;r))
T SOB)/(r— 1)
Factor B SqB) = mqgl()’q ~y)? r-1 SQE)/(n—ar)
q T _ _
Interacciones | SQAB) = ; _1()7.1 ~Vie—Yei +Y)? | (q—1)(r—1) SqASBC)J(/éE?(n i)((;r) D)
Errores SCE) ___Xk Yijk —y., n—qr
Total T=73 ik —Y)* n-1

Cuadro 4.6: Tabla ANOVA para un modelo equilibrado a dos factores con interacciones.
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