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Problema 1

Sea X = C([0,1],R), dotado de la norma uniforme || - ||oo, ¥ sea F' un subespacio cerrado de
X, que solamente tiene funciones de clase C'. Probaremos que F debe ser de dimensién finita.
Para ello:

1.

2.

Sea Y = C!([0,1],IR), dotado de || f||1 = ||fl|oc + ||f]|co- Recuerde que en el Control 1 se
probé que este es un espacio de Banach. Pruebe que F' es cerrado como subespacio de Y.

Sea B ={f € F:||fllo <1}, labola || - ||cc-unitaria en F. Pruebe que B es acotado
para la norma || - ||1.

Indicacidon: Utilice un teorema relacionado con funciones lineales importante del curso.

3. Pruebe que B es || - ||o-compacta y concluya.
Problema 2
1. Demuestre que es espacio I := {(zn)nen € RN : (zn)nen es acotada} dotado de la
norma uniforme || - || es un espacio de Banach.
2. Demuestre que Cy := {(Zn)neN € RN : im0 p, = 0} es un subespacio cerrado de I*°.

Para p > 1 se define el espacio I? := {(zn)nen € RN : 32, o [2n|P < o0}, dotado de la
1/p

norma ||z[l, = [32,ex [2nl?] .

Si p,q > 1 son tales que % + % =1,0s8ip=1y qg=o00, para ¥y = (Yn)nen € {7 definimos

@y P — R por @, () =, cN YnTn Para T = (Tn)nen € IP. Mostrar que ¢, € [P* y que
la aplicacién j : 19 — [P* definida por j(y) = ¢, es continua de norma menor o igual que
uno.

Demuestre que para 1 < p < oo la aplicacién j : 17 — [P* es un isomorfismo isométrico.
Ademds, j : I' — C¢ es también un isomorfismo isométrico.

Demuestre que [*° no es separable.

Para 1 < p < co demuestre que en [? el espacio generado por {e, }nen es denso. Demuestre
lo mismo en el espacio Cy. Concluya que estos espacios son separables.

Demuestre que [°* no es isomorfo a ['.

Indicacion: Podria ser ttil demostrar que si E' es Banach y E* es separable, entonces F
es separable.

Demuestre que [P es reflexivo para 1 < p < oo.

Demuestre que !, [*° y Cy no son reflexivos.



10. De ejemplos que muestren que en [! NO se verifican las siguientes propiedades (que
siempre se verifican en un e.v.n. reflexivo):

a) Siz* en el dual verifica ||z*|| = 1, entonces existe « en el espacio tal que | (z*,x) | =
|l
Indicacion: Sea (au,)nen sucesién real creciente con limite igual a uno. Para z =
(2n)nen € 11 Considere ¢, () := Y neN Qnln.

b) Si M es un subespacio propio, entonces existe x en el espacio que verifica ||z]| =1y
que d(z, M) = 1.
Indicacion: Para el « de la indicacién anterior, considere M = {x € I! : p,(x) = 0},
y muestre que dado z # 0 existe z € M tal que ||z — 2|| < ||z]|.

¢) Si K es convexo cerrado, entonces para todo x en el espacio existe y € K tal que
lz —yll <lz—2|| vz € K.
Indicacion: Muestre que M es convexo cerrado.

d) Si A, B son convexos cerrados disjuntos, uno de ellos acotados, entonces existe x* en
el dual y constantes C; y Cs tales que

(x*,2) <C1 < Cy<{(z",y) VreAyeB

Indicacion: Para r = d(xz, M) muestre que M y B(z,r) son convexos cerrados dis-
juntos.



