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Capitulo 1

Teoria Axiomatica de Conjuntos

1.1 Introduccion

La nocion deConjuntosirve de fundamento para todas las mateméaticas. Cada una
de sus disciplinas suele presentar su respectivo campduaticesomo un tipo de
conjuntos, entendidos intuitivamente como una colecg@®abjetos caracterizados
por ciertas condiciones. Para precisar un conjunto podémerstar proporcionar
una lista exaustiva de sus elementos, lo que se conoce cdmizida por exten-
sion. Otra forma consiste en describir los elementos quastitoyen un conjunto
sefalando las propiedades que poseen en comin. Lasqadesgede los obje-
tos matematicos se expresan mediante secuencias deadnddes como: letras
minUsculas y mayUsculas de diversos alfabetos (latinegg, etc.), simbolos de
la l6gica clasica , signos propiamente matematieosd, etc.), diversos tipos de
paréntesis, etc. No toda secuencia de simbolos define rap&egad, ella debe
ser generada usando ciertas reglas de “sintaxis propoaitipara que la expre-
sion final sea formalmente valida. Una vez que hemos fooniad expresion que
representa una propiedad (valida desde el punto de videgietaxis utilizada),
propiedad que cada objeto matematico puede o no tenetyadmamos asociarle
un conjunto cuyos elementos son precisamente aquellowslujae la satisfacen.
El conjunto asi generado pasa a ser en si mismo un objetoratito y para todos
los efectos es considerado como tal. Por ejemplo, la pragiéx es un nimero
entero yz? = 1” que podemos escribifz € 7Z) A (z? = 1), define un conjunto
A, que en este es simplemdte 1, 1}. Esta correspondencia entre propiedades y
conjuntos, que nos parece tan natural, inspird a varioemétco de la segunda
mitad del siglo XIX para idear un sistema “axiomatico—deitho” que diera una
base rigurosa al quehacer de su actividad, cuyos métodosagiones adolecian
de serios defectos.



Un ejemplo del gran esfuerzo realizado en este sentido dwdadel matematico
alemanGottlob Frege, publicada en dos tomos (1893 / 1903), donde se expo-
ne un sistema de fundamentacion de la aritmética y elssmalSin embargo, en
1902, cuando el segundo tomo de esta monumental obra estgirersa, Fre-

ge recibié una carta del entonces jowertrand Russell, donde este Gltimo le
comunicaba el descubrimiento de una contradiccion quedéadas bases del sis-
tema de Frege. Esta contradiccion, conocida conmpgatadoja de Russelviene

de considerar la propiedad¢ x. En efecto, supongamos que a cada propiedad le
corresponde un conjunto en el sentido precisado mas ayribea entonce® el
conjunto correspondienteza¢ z, i.e. R = {z | =z ¢ =}. Tenemos entonces que
R € R < R ¢ R, que de acuerdo a la regla de la lbgica conocida como la ley
del tercero excluido (una proposicion puede ser o biema falsien verdadera pero
no ambas simultaneamente), nos obliga a admitirRjue puede ser un conjunto.
Aunque la propiedad ¢ = puede parecer algo rebuscada en realidad es muy sim-
ple, utiliza una variable, una negacion y @n La paradoja de Russel puso en tela
de juicio la validez de todos los conjuntos definidos a pddiuna propiedad, pues
asi como suponer que mas arriba es un conjunto conduce a una contradiccion,
nadie podia asegurar que esto no ocurriese con los otrpmos hasta entonces
considerados.

Concientes de que una de las razones del poder de sintelsgrgcaion de las
matematicas reside precisamente en la posibilidad de plediair coleccciones de
objetos a partir de ciertas propiedades, los matematigagson trabajando para
perfeccionar un sistema basado en la nocion de conjuntpajugtiera dar una jus-
tificacion rigurosa a las diferentes ramas de su discipligae al mismo tiempo no
incurriera en las contradicciones del tipo que Russel @@satérmelo) habia descu-
bierto. EI modelo del sistema buscado era una teoria atioa) 1o que consiste en
establecer todo conocimiento por deduccion logica arpdetdos tipos de princi-
pios: conceptos que no se definen (también llamados “fwvosl) y aseveraciones
gue se admiten como verdaderas sin demostracion (cosocaao“axiomas”).
Idealmente, los axiomas son proposiciones claras y eddeante nos dicen como
emplear los conceptos primitivos y como se relacionansesmire si. La prime-

ra referencia a la idea de una teoria axiomatica procederigeoteles (“segun-

dos analiticos” ) y tradicionalmente se ha visto en los fit8atos” deEuclides
(publicados alrededor del afio 300 A.C., unos 25 afios @ssga la muerte de
Aristoteles) una realizacion ejemplar de esta idea denaaiizacion de una teoria
cientifica. Sin embargo, con toda seguridad los origeabesidtodo axiomatico se
remontan alin mas, siendo mas o menos familiar para latongie de la academia
dePlatbny quizéas para los Pitagoricos. Cabe sefalar que el desdahto de los
irracionales y de las paradojas dendn provocaron tal crisis en los matematicos
griegos que la axiomatizacion de la Geometria de Eucpdesle considerarse co-
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mo el resultado de la bUsqueda de bases solidas para sd@ida. Otros ejem-
plos lo constituye los famosos “Principia” tkewton (1686)y el tratamiento de la
mecanica analitica publicado en 1788 pagrange, y en el siglo XIX tenemos los
trabajos deBolyai, Lobachevski Gauss Riemman, Peanq Hilbert, entre otros,
concernientes al desarrollo de geometrias no EuclidiaBasel caso de la teoria
de conjuntos es posible llevar a cabo este tipo de progranmatiera bastante
satisfactoria mediante “varios” sistemas axiomaticasiacuno de los cuales posee
ciertas ventajas y desventajas con respecto a los deméad@an los trabajos de
Cantor, Dedekind, Peanq Frege, Zermelo, Russell Whitehead, Hilbert, von
Neumann Godel, entre varios otros, la axiomatizacion de la teoria dgurtas
presenta hoy en dia una gran madurez y ha de ser consideraaauno de los
logros mas hermosos de la razébn humana.

El objetivo de la primera parte del curso de Analisis es agpdos elementos
b’'asicos de la teoria axiomatica de conjuntos.

1.2 Breve recuerdo dedgica simlblica

La nocibn mas elemental en logica es aquell@dgposicbn, utilizada para des-
cribir un enunciado (secuencia finita de simbolos y cares}egenerado a partir
de reglas de sintaxis y que esta provisto de un Unico “wdorerdad”: verdadero
o falso. Dadas dos proposicioney g, se tienen las expresiones:

e negacion:—p (o tambienp 0 ~ p)

disyunciobn:p V ¢

conjuncion:p A ¢

implicacién:p = ¢

equivalencig < ¢

Nota: En algunos textos de logica se distingue dos tipos de iapbo: la im-
plicacion materiap — ¢, que corresponde exactamentg & ¢, y la implicacion
formalp = ¢, que significa » — ¢ es verdadero” Nosotros no haremos tal distin-
cion.

Una Funcion proposiciongl también llamada propiedad, condicion o predicado,
es una expresiop(z) que se convierte en proposicion toda vez quedaable x

es sustituida por un valor especifico dentro de cierto “d@discursivo”. Junto
con los conectores logicos ya mencionados tenemoslosificesiores universaf

y existenciaH caracterizados formalmente por unas reglas de sintaxisnatmpia
bastante simples. Las expresiones con cuantificadoreslerasrgales son de la
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forma(3z)p(z) y (Vz)p(z) dondep(z) es una funcidn proposicional. Observemos
que como regla se tiene que en una funcion proposicipfl la variable debe
estar libre (no cuantificada) de modo que pueda ser sustipgdun valor (lo que

no ocurre si esta). En cuanto a la operatoria recordemopayueiemplo se tiene
=[(3z)p(z)] & (Vz)(—p)(x). En lo referente a la seméantica de las expresiones
cuantificadas,(3z)p(z) se interpreta como que existe al menos un valorzde
digamosa, tal quep(a) es verdadera, mientras q{ér)p(x) significa que para
todo valorb que pueda tomai(b) es verdadero.

En términos generales, Uieoremaes una expresion de la form&“=- ()", donde

Py @ son proposiciones ( tambien puede s& % () o simplemente P es
verdadero”). En este casolase le suele llamar hipbtesis ycaconclusion. En

un sistema formal, undemostradn de un teorema consiste en una secuencia de
enunciados derivados a partir de las hipotesis, teoremeag@amente demostrados

y de los axiomas, utilizando para ello ciertas reglas de ®dn lbgica, secuencia
gue termina con la conclusion. En el caso @élculo Proposicionalpodemos
considerar los axiomas ddilbert Ackermann:

HAlL zxVz =z

HA2 2=z Vy

HA3 zVy=yVz

HA4 (z = y) = [(2Vz)V (2 Vy)]

junto con las siguientes reglas de deduccion:

e Modus Ponens: Sil es un teorema ¥ = B es un teorema entoncéses
un teorema, i.efA A (A= B)]= B

e Sustitucion: S es un teorema donde figura la letrg si B es una formula,
la sustitucion der por B en todos los lugares ocupados poda como re-
sultado un teorema (se escribe “sustitucidip en A”).

ejemplo: Teorema del tercero excluidoz-V (—z)
Demostracbn:

e sustitucionz|y en (HA2): 1)z = z V z
e sustitucion—z|z en (HA4): 2)(z = y) = [(z = z) = (2 = y)]
e (zVa)lz, zly, zlzen (2)

B) [(zVz)=z]=[z=(zVzr))=(z=1)
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e Modus ponens aplicado a (HAL1) y (3):

4) [(z=(zVz)=(r=2x)

e Modus ponens aplicado a (1) y (4): (b= =
o de manera equivalente (6yz) V =

e Modus ponens aplicado a (6) y (HA3): (¥ —z

Es posible extender este método formal a situaciones sr&rges donde se ma-
nipulan otros simbolos con el fin de representar otras sldseobjetos, siendo
entonces necesario enriquecer la lista de axiomas. Una edomatica de este
tipo tiene varias ventajas:

1. Proporciona un “punto de partida” claro y preciso.

2. Al ser puramente formal es posible que un mismo sistentargatico de ca-
bida a diferentes “modelos” dependiendo de la interprétagiue se les dé
a los términos primitivos, esta independencia de los aagoon respecto al
significado que se les atribuye permite utilizar el mismtesis en diversas
ramas de las matematicas asi como también le proporoiayar flexibili-
dad al permitir estudiar qué ocurre cuando uno o mas axd@oi alterados
para generar nuevos conceptos matematicos, siendo uaanienmta de in-
vestigacion muy util.

3. Permite dar implicitamente una definicion de los olsjefoe se quieren ma-
nipular, utilizando para ello axiomas que precisan el rotdeéa concepto
dentro de la teoria.

Junto con estas y otras ventajas, el método axiomatioeepasnbién varias des-
ventajas y se le pueden hacer ciertas objeciones. Por gjesiypabsoluta depen-
dencia de la Lbgica que, pese a dar un sentido claro a larexéyde rigurosidad,
eventualmente rigidiza y vuelve algo mecanico el quehdeda disciplina. Otra
objecion es su caracter altamente formal, que al estadbasatérminos indefini-
dos y en axiomas que los involucran, la deduccion logiedpuealizarse sin nin-
guna interpretacion en mente, lo que llevado al extreme paosar a algunos que
la disciplina pierde su sustancia. Esta critica fue exqut@gpor B. Russell, quien
tanto contribuy6 a formalizar los principios de las maaéiogs, diciendo que “las
matematicas pueden definirse como la disciplina en la auatarsabemos sobre
qué estamos hablando ni si lo que concluimos es cierto”.

Esto alude también a la aceptacion de los axiomas comdddes evidentes”, lo
que en algunas ocasiones puede ser muy cuestionable
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Antes de finalizar esta breve discusion, consideremosullimsas definiciones.
Una teoria se dicE€onsistentsi no existen contradicciones dentro de ella, es decir,
si no existeuna proposicion” tal que sea posible demostiry —P. Notemos que

en una teoria inconsistente toda proposicbes demostrable. En efecto, suponga-
mos queP y - P son teoremas de dicha teoria y sgana proposicion; afirmamos
gue @ es también un teorema demostrable (es decir, todo es dallett Vea-
mos primero una demostracion “libre” de esto Ultimo. Tens queP = PV Q

y, por otra partdP V Q) A =P = @ Asi, P A =P = . Ahora una demostracion
formal:

e Hipotesis:

1P
2 -P

e (HA2): =P = =PV Q (3)

e Modus ponens aplicado a (2) y (3)iP V @ o de manera equivalente: (4)
P=qQ

e Modus ponens aplicado a (1) y (4):

Vemos las consecuencias desastrozas que paradojas comdilassell pueden
provocar!

Se dice que una teoria axiomatica@smpletasi toda proposicion verdadera es
demostrable. La consistencia y completitud de las te@asnaticas son temas
muy interesantes en si mismo pero que aqui no abordareaas mente.

En la proxima seccion desarrollaremos una axiomatizaedg la teoria de conjun-
tos que sea un modelo de nuestra idea intuitiva de un confumb@ coleccion de
objetos.

1.3 Definicibn axiomatica de conjunto

A partir de esta seccion presentaremos un tratamientenéxico de laTeofia de
Conjuntosque, si bien no es totalmente formal ni tampoco los axiomad®ios
independientes, proporciona un marco de trabajo adeceaia,todas las para-
dojas conocidas y, al menos hasta ahora no ha conducido unaircgntradiccion.
Nos hemos basado en la presentaciobdgundji del sistema d&¥on Neumann—
Bernays—Gdel, el cual a su vez esta inspirado en trabajos previos, edpegite
deZermeloy Fraenkel.



Como toda axiomatizacion existen términos y nocionesfindlos sobre los cua-
les se basa lateoria. Los axiomas nos diran como empleartérminos a través de
ciertas operaciones. La idea fundamental en la axiomgtieshemos escogido es
distinguir entre dos tipos de colecciones: dtessesy los conjuntos.Basicamente,
una clase es cualquier coleccion de objetos especificaasp propiedad, mien-
tras que un conjunto es una clase que a su vez puede ser mimbtoa clase.
En otras palabras, un conjunto es una clase que puede si&ferada en si misma
como un elemento o entidad individual. Veremos que talrdigin permite evitar
paradojas como la de Russell.

Mas precisamente, los términos indefinidos en la aximaaon “clase” y una
relacion diadica entre clases denotada paf ‘Todas las variablest, A, x, etc.,
representan clases. Dadas dos claégsB3, el enunciadad € B o bien es falso

0 bien verdadero. Una propiedde sera una formula construida a partir de los
enunciados del tipoA € B” mediante negacion, conjuncion, disyuncion y cuan-
tificacion de variables de clase usando las reglas delloafiroposicional (que
supondremos conocidas)

Definicion 1.3.1 (Ilgualdad de clasesPos clases son iguales si tienen los mismos
miembros

e (ACB)e Vz|ze A=z €B)
e A=B)c (ACBANBCA) & Vr)re AszeB

En particularA = A es siempre cierto (y de hecho “=" define una relacion de
eqguivalencia) como consecuencia tenemaos la siguientégplagh

(€ AAA=B)= (z€B)

gue se conoce como sustitucion en la relaciéa A con respecto a la segunda
variable. El primer axioma trata de la propiedad de susfituenz € A con
respecto a la primera variable

Axioma 1 (De individualidad)
(zeAN(z=y)=(y €A

Definicion 1.3.2 (Conjunto) Una claseA se llama conjunto si existe una clage
talqued € A

Axioma 2 (De la formacion de clases)Para cada propiedag en la cual solo apa-
recen cuantificadas variables de conjuntos y la variable ldsec4 no aparece,
existe una clasel cuyos miembros sorble aquellos conjuntos que satisfacen la
propiedadp, es decir(z € A) < (z es un conjuntpA p(z))
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De este modo la clasd esta Unicamente determinada por la propiedad que la
define.

Notacion: A = A(p) = {z | (es un conjuntpA p(x)}

Observacbn: Una definicion circular del tipo

A :={z | (esun conjuntpA (z € A)}
={z |z e A}

no esé permitida. Sin embargo, si es una clase ya definida entoncés= {z |
z € A} es verdadero.
Consideremos ahora la clase de Russell:

R ={z | (resunconjuntg A (z ¢ z)}

Si R fuese un conjunto llegariamos a una contradiccion, delelee deduce que
R no es un conjunto lo que resuelve la paradoja.
Existen dos clases especiales:

1. la clase universal
U = {z | (x esunconjuntg A (z = z)},
que satisfac¢A es un conjuntg < a € U.
2. la clase nula o vacia definida por
@ ={z | (esunconjuntg A (z # =)}
Proposicion 1.3.1 Para toda claseA, se tienes ¢ A. Adenés, A C & siy Dlo
SiA=0

Como consecuencia del Axioma 2, las siguientes operacienis clases estan
bién definidas y son clases:

Definicion 1.3.3 Utilizaremos las siguientes operaciones entre clases
e Union: AUB={z|(z € A)V (z € B)}
e Intersecodn: ANB ={z | (z € A) A (z € B)}

e Producto cartesiano: Necesitamos primero la riocde par ordenad¢a, b)
dados dos conjuntasy b, de modo tal que

(a,¢) = (¢,d) & (a=c) A (b=d).
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Esto se logra de la siguiente manera: definimosdases

{o}={z]v=0a)
y
fa,b} = {a) Ub} = {z | (r=a) v (= = b))

y luego se define

(a,6) = {{a},{a,b}}
={z|(z=a)V(z={a,b})}

Ad,
Ax B={xz]|(xesconuntg A(Ja € A, Fbe B: z=(a,b))}

Observacbn: Similarmente podemos definir la diferencid ¥ se tienen las pro-
piedades usuales entke N, U, \

Definicion 1.3.4 (Funcén) SeanA y B dos clases. Una fungn f: A — B es
una subclasg¢’ C A x B con la siguiente propiedad:

(Ve e A)Qly € B) : (z,y) € f
Notacion:
e Enlugar dgz,y) € f se suele escribiy = f(x).
e LainclusibnC a veces se denota par.

Observemos que las operaciones anteriores estan defemlaslases; en particu-
lar, estan definidas entre conjuntos. Sin embargo, nadassagira que el operar
entre conjuntos lo que se obtiene sea a su vez un conjuntoutita mas esencial
aln; jlos axiomas anteriores no garantizan la existeres thenos un conjunto!
Observacbn: Si.A y B son clases propias (no son conjuntos) entonces

{A} = {z | (z es conjuntd A (z = A)} = &,
lo mismo que{ A, B} = @, de modo qug{A}, {A, B}} no tiene la buena propie-
dad en este caso para definir el par ordenado. Sin embargsesgtede arreglar

suponiendo que existen dos conjuntogb y definimos(A, B) = A x a U B x b.
Ejercicio: (X,Y) = (Z,W) <= X =ZAY =W.
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1.4 Existencia y genera@n de conjuntos
Axioma 3 (del Conjunto Vado) @ es un conjunto (jexisten conjuntos!)

El siguiente grupo de axiomas postulan que ciertas comsnes de conjuntos
dan como resultado conjuntos

Axioma 4 (del Par) Si Ay B son conjuntos codl # B, entonces
A={z|(z=A)V(z = B)}
es un conjunto (el cual contiene exactamente dos elemeteslenota pofA, B}.

Definicion 1.4.1 (Familia de Conjuntos) SeaA un conjunto tal que\ # &. Una
familia de conjuntos indexada par es una fundn f: A — U. Se suele escribir
Ay por f(\) y la familia se denota pofAy | A € A} o bien{A)}reca

Axioma 5 (de la Unibn) Si{A4, | A € A} es una familia de conjuntos, entonces

Utdr 1 xepy=J A ={z|INer:zec 4}
AEA

es un conjunto.

Axioma 6 (del Reemplazo)Si A es un conjunto y sf: A — A es una fund@n,
entonces

f(A)={y |3z e A: y=f(z)}
€s un conjunto.

Axioma 7 (del Filtro o Colador) Si A es un conjunto entonces para toda clase
A,

ANA={z|(z € A)A(z € A)}
es un conjunto.

Proposicidn 1.4.1 Toda subclased C A de un conjuntoA es un conjunto.(En
efecto4d = AN A)

Proposicion 1.4.2 Si A es un conjunto y una propiedad entonces

{z| (€A Ap(z)}

es un conjunto, el cual denotamos dare€ A | p(z)}.
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Definicion 1.4.2 (Clase PotenciaDada una clased, definimos la clase potencia
por

P(A) = {B| (B esunconjuntpA (B C A)}

Axioma 8 (del Conjunto Potencia) Si A es un conjuntoP(A) es tambén con-
junto.

Veamos algunas consecuencias importantes de estos axiomas
Proposicion 1.4.3 Si{A, | A € A} es una familia de conjuntos, entonces
({Ar|AeA}=)Ar={z|VAeA;zec A}
AEA

€s un conjunto.
Proposicion 1.4.4 Si A es un conjunto entoncgst} tambén lo es.
Proposicion 1.4.5 Si A y B son conjuntos entonce$ x B tambén lo es.

Proposicion 1.4.6 Si A y B son conjuntos entonces la clase de todas las funciones
de A — B es un conjunto

Proposicion 1.4.7 La clase universal{ de todos los conjuntoso es un conjunto.

Demostracion: Ejercicio (Usar la clase de Rusgdlb)).

Para finalizar esta seccion, observemos que una formulépde(x € z), por
muy contraria a nuestra intuicibn que sea, no esta desleaen la axiomatica
aqui desarrollada. Para eliminarla, uno puede pensar regagcomo axioma:
(Vz € U)(x ¢ x). Sin embargo, hay otros enunciados similares, como porpdpem
(x € y) A (y € =), que aunque intuitivamente inaceptables no se ven dedoarta
por este nuevo axioma. Sin embargo, existe un axioma pruppesZermelo que
si permite eliminar todos los enunciados de este tipo.

Axioma 9 (de Fundacbn) Para cada conjuntod con A # o, existeu € A tal
queuNA =9

Proposicion 1.4.8 e Si A es un conjunto, entonced ¢ A. En particular
R(p) =U.

e SiAy B son conjuntos entoncésl ¢ B) V (B ¢ A) (Ejercicio)

No sacaremos niguna conclusion de este axioma mas altis @ateriores. Es un
axioma que se puede negar y concluir una axiomatica censist
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1.5 Elaxioma del infinito y los enteros naturales

Historicamente los nUmeros naturales aparecieronasosiakardinal de conjun-
tos finitos, es decir, para “ contar” el nUmero de elemenéosrd coleccion finita
de objetos. Gracias al axioma 3, disponemos del conjunio wa'cardinal(@)=0"

); del axioma 8 (conjunto potencia) tenemos el conjuftd que posee exacta-
mente un elemento, a sab@r gracias al axioma 4 (del par), tenemos el conjunto
{2,{@}}, con exactamente dos elementos. Cdf@, {&}}} es un conjunto del
axioma 5 (de la union) se deduce qQ@&, {2}, {<2,{2}}} es un conjunto que
posee tres elementos. Esto llevo a Von Neumann a propongpapeedar un fun-
damento riguroso de los enteros naturales en términos Teolda de Conjuntos,
una alternativa consiste en identificar los enteros cors estojuntos;

0=09
1= {2}
2={2,{2}}

3={2,{2},{o,{2}}}

lo que responde de manera satisfactoria con la idea irgudtvos enteros natura-
les. Notemos que con este enfoque se tiene que cada entguaéaliconjunto
de sus predecesores estrictos, vale deadio. tiene predecesores estrictos, 1o que
corresponde &= 2,1 ={0},2={0,1},3 ={0,1,2},...

Otra forma de escribir lo anterior:

0=w,1=0U{0}, 2=1U{1}, 3=2U{2},...

Intuitivamente, repitiendo indefinidamente este proceggeseran todos los nUimeros
naturales. Sin embargo no podemos asegurar que existg@htmode los nUmeros
naturales, i.e. el conjunto que contenga todos los entatsates asi generados.
Esto nos obliga a suplir esta falencia con el siguiente axiom

Axioma 10 (del Infinito) Existe un conjuntdd con las siguientes propiedades.
l.oecA
2. sia € AentoncesiU {a} € A

Este axioma nos permite formalizar la idea anterior con gdtolgle dar una defi-
nicion rigurosa de los enteros naturales, lo que nos peanitas adelante definir
el cardinal de un conjunto finito y, mas aln; dar un fundameara la aritmética
de nimeros alin mas generales.
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Definicion 1.5.1 (Conjunto de los imeros enteros naturales.)SeaA un conjun-
to cualquiera que satisface las propiedades del Axioma léfipamos el conjunto
B C P(A) mediante

B={B € P(A) | Btiene las propiedades (1) y (2) en el Axiomg 10

El conjunto de los aimeros naturales estdefinido por

N= (B

BeB

Observemos que con € B para todoB € B, entoncess € N. Por otra parte,

sia € N = (VB € B)(a € B)
= (VB € B)(aU {a} € B)
= aU{a} € N.

LuegoN € B.

1.6 El axioma de elec@n

En muchas ocaciones nos interesa considerar subconjusesaglos a partir de
un proceso de seleccion de algin tipo. Para justificarsestpA; }"_, unafamilia
finita de conjuntos no vacios caf; N A; = @ sii # j de modo que cadd;
contiene almenos un elementp. Para cada = 1,...,n sea la proposici'on
pi(x) = (z = a;). Entonces

n
{fE € U A | p1(z) \/---\/Pn(fﬂ)}
i=1
es un conjunto (jjustificarlo!) que contiene exactamentelamento de cadd;.
Sin embargo, en el caso de familias infinitas de conjunt@spEstedimiento ya no
es valido. En efecto, si tomamos algo del espilor) := (z = a;) no es posible
argumentar como antes pues una cadena infinitavdent es una proposicion.
Tampoco podemos usar una propiedad del tipo “contieneaxactte un elemento
de cadad;” pues ésta es ilegitima es tanto propiedad logica

s

porque no determina el conjunto de manera Unica (las piages si lo hacen).
Parece entonces necesario asumir:

Axioma 11 (de Elecobn) Dada una familia no vda A = {A, | A € A} de
conjuntos no vacios y disjuntos de a paftas# X' = A, N Ay = &), existe un
conjuntoS que consiste de exactamente un elemento de dgda
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Este axioma es de tipo existencial permite generar corguosccuales, en general,
no estan Unicamente determinados. En 1938 Godel prob&ida teoria de con-
juntos basada en los axiomas 1-10 es consistente entorteesigabasada en 1-9
también lo es. Mas aln, en 1963 Cohen demostrd que dstears independiente
de los primeros.

Definicion 1.6.1 SeaA = {4, | A € A} una familia de conjuntos. una fur@i
de elecddn paraA es una funén

c: A = UAtalquev € A, ¢(A\) € Ay

Teorema 1.6.1 Son equivalentes
1. El axioma de elecon.

2. SiA = {A) | A € A} es una familia de conjuntos no vas entoncesAd
tiene una fundn de elecdn.

Veamos como el axioma de eleccion nos permite extenderatera natural la
nocion de producto cartesiano de dos conjuntos al caso aléaumlia arbitraria
de conjuntos. Esta extensi'on se basa en la observacioneltog elementos de
Ay x Ay, con A; conjuntos no vacios = 1,2, pueden ser considerados como
aquellas funcioneg: {1,2} — A; U A, tales quef (i) € A;.

Definicion 1.6.2 SeaA = {A) | A € A} una familia de conjuntos. El producto
cartesiano] [, ., 4, tambin denotadd [ A, es el conjunto de todas las funciones
c: A — Uyea Ay que satisfacellh € A, ¢(N) € Ay

Ejercicio: ¢Por qug].A es un conjunto ?
Notacion: A veces se utiliza la notacion

[T{Ax 1 X €A}

Un elementoc € ], Axse suele escribifayfrea 0 (ax)aea O Simplemente
{ar} 0 (ay), indicando que:(\) = a) para cada € A. El conjuntoA) se llama
el factor\—ésimo dg [, Ax. Paracada € A, lafuncionP,: [ ., Ay — Ay
dada porP,((ax)xen) = a, (0 equivalenteP,(c) = c(u)) esta bien definido y se
llama “proyeccion sobre el factpr—ésimo”.

Teorema 1.6.2 Son quivalentes

1. El axioma de elecon
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2. SiA = {Ax | A € A} es una familia no vda de conjuntos no végos
entonced [, Ar # 9.

Veremos mas adelante que el axioma de eleccion es equivakevarios otros
enunciados “existenciales” y que su aceptacion como wnaivalido dentro de
la teoria permite dar un alcance mas amplio a las consideies matematicas que
si se rechazara. Sin embargo, desde la primera vez que wsiarveel mismo
fué utilizada (Zermelo) ha sido objeto de severas objesqgyor parte de muchos
matematicos, debido a que escapa a la intuicion y no es glax se pueda decir
que se trata de una verdad “evidente” (por muy “razonable’marezca). Hoy en
diaen gue la teoria axiomatica de conjuntos ha alcanzestarte madurez, parece
haber un gran consenso en el sentido de aceptarlo por rdzwaescas”.

1.7 Relaciones

Definicion 1.7.1 (Reladdn) SeanA y B clases. Una relaén R entre Ay B es
una terna(A, R, B) conR C A x B.

Se suele denotarRb en lugar de€(a, b) € R.
SiR = (A, R, B) es unarelacion entonces se define el domini& geel recorrido
0 imagen deR respectivamente por:

DomR = {a| (b€ B)(a,b) e R} C A
RecR = {b|(Ja € A)(a,b) e R} CB

Notemos que una relaci@i = (A, f, B) es unauncion ssi
(Vz € A)(3b € B) : (a,b) € f,
en cuyo caso

Dom R = Dom(f) = A

y
Rec R = Im(f) = f(A).

CuandoA = B se dice queR = (A, R, B) es una relacion binaria y se denota
(A,R)

Definicion 1.7.2 Una relacbn binaria R = (A, R, B) se dice déequivalencissi

1. Va € A, aRa (reflexividad)
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2. (Va,b € A)[aRb = bRa] (simetia)
3. (Va,b € A)[(aRb) A (bRc) = (aRc)] (transitividad)

Definimos|a]z := {b € A | bRa}, que se llam&lase de Equivalencidea, y se
tiene:

1L Walr lae A} =A
2. SiaRbentoncesa|r = [b]r
3. Sia Rb((a,b) € R) entoncesalr N [bjr = @

Si A es un conjunto entoncgs|r también lo es. Mas aln, la clase definida por
A/R = {[a]r | a € A} es un conjunto y se llam@onjunto Cuociente dg por
R,y la funcibnp: A — A/R definida porp(a) = [a]r se llama proyecci'on de
A sobreA/R. Claramented/R C P(A) y p(-) es sobreyectivo.

Definicion 1.7.3 Una relacbn binaria R en una clased se llamaPreordersi es
reflexiva y transitiva, i.e. si

1. Vae A, aRa

2. (Va,b € A)[aRb = bRa]
si adenasR es antisingtrica, i.e.

3. (Va,b € A)[(aRb) A (bRe) = (aRc)] Entonces se dice que es @nden
(parcial) y queA es parcialmente ordenado, si adasncada par(a,b) €
A x A esh relacionado, esto e$ya,b € A)(aRb) V (bRa), se dice que el
orden esTotaly queA es totalmente ordenado.

CuandoR es una reladin de orden se puede denotar peom < .
Ejemplo: Si dadoA consideramo®(.A) y lo ordenamos segun la inclusi'@ni.e.
VB,C e P(A), B C<BCC

entoncegP(A), <) define un orden parcial R(A).
En una clase parcialmente ordendda <) decimos quen € A esMaximalsi

(Va € A)(a £m) A(m £a)]V (a < m)

(i.e. a no esta relacionado com o bien es “menor” quen), y queby € A es una
Cota Superiode B C A si

(Vb € B)[(b £ bo) A (bo £ b) V (b < bo)
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1.8 Equipotencia y cardinalidad
Definicion 1.8.1 SeanX,Y clases. Decimos qu¥ es equipotente & Ssi
If: X > Y
biyeccbn. Se anotaX ~ Y.
Proposicion 1.8.1 e VX : X ~ X
e VX,Y)X~Y =Y ~X
o VX, Yy, Z) X 2YANY ~2Z=>X~7
Observacbn:

1. Restringienda~ a una clased cualquiera (por ejempl&Y) resulta que~ es
una relacion de equivalencia gh

2. SiX esun conjunto X ~ Y entonces” es conjunto
3 X~ogeX=0u

4. X se dice “finito” siy sblo sidn € N)X ~ n,y (=X finito”) se anota X
infinito”

5. X se dice “infinito numerable” sk ~ N
Teorema 1.8.1 (Teorema de Cantor)vVX conjunto se tiene qu& = P(X)

Definicion 1.8.2 Se dice que una clasg domina a una claseX si y 9lo si
df: X — Y inyectiva. AnotamoX <Y

Proposicion 1.8.2 1. VX,Y clasesX CY = X Y
2. VX, XY, Y'clasesX ~ X' A\Y ~Y' = X Y & X' Y’

Teorema 1.8.2 (Teorema de Scliider—Bernstein) SeanX, Y conjuntos tales que
X Y AY < X.EntoncesX ~ Y.
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1.8.1 Propiedades de los conjuntos infinitos

Proposicion 1.8.3 Todo conjunto infinito tiene alm subconjunto numerable.

Corolario 1.8.1 SeaX conjunto, entonces:
1. X infinito siy ®lo siN < X
2. X finitosiydlosiX <N
. SiY es numerableX infinitoy X C Y = X numerable

3
4. X numerables X < N A X infinito
5. X infinito no numerable= N < X
6

. X infinito < existeY C X tal queY ~ X

1.9 Ellemade Zorn

En muchas ocasiones nos interesa definir un objeto mateneaimo el elemento
“maximal’(o “minimal” segln el contexto) de un conjuntadenado. La dificultad
es como garantizar la existencia del elemento maximal.erkles un resultado
existencial de este tipo cuyo enunciado es equivalenteiaimaxde eleccion y
cuya utilizacion es inevitable en varios casos.

Consideremos un conjunto preordenddd <). Un subconjuntdt” C X se dice
Cadenaen X si la relacion< restringida & es un orden total, es dediY, <) es
un conjunto ordenado tal que todos sus elementos son caonigra

Vr,yeY)(z<y) V(y<2)

Teorema 1.9.1 (Lema de Zorn)Sea (X, <) un conjunto preordenado no viac
tal que toda cadena tiene una cota superiorX 6nEntoncesX tiene un elemento
maximal.

Daremos algunas consecuencias de €l para ilustrar saatiin

Teorema 1.9.2 (Tricotoma entre cardinales) SeanX, Y conjuntos. Entonces una
y Plo una de las siguientes propiedades es cierta:

X1 < Y]
Xl = Y]
X1 > Y]
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Definicion 1.9.1 Sea( X, <) un conjunto ordenadoX se dice bien ordenado por
< si todo subconjunto no vazde X tiene un primer elemento (i.e. tiem&imo y
este pertenece al conjunto).

Definicion 1.9.2 (Suma ordinal) Sean(X’, x’) y (X", ") dos conjuntos bien
ordenados y disjuntoX’ N X" # @ En X = X' [[ X" definimos

z,ye X' A
o)
rys syeX" AN zx"y
(o}
A

re X' ye X"

Es f’acil ver que(X, <) es un conjunto bien ordenado, llamado suma ordinal de
(X, <)y (X7, 57).

Teorema 1.9.3 (Teorema del buen orden de ZermeloJodo conjunto puede ser
bien ordenado.

Observacbn: Pese a que el teorema de Zermelo asegura que todo conjwede pu
ser bien ordenado, no se conoce hasta ahora ninguna ceistr@specifica de
un buen orden para algin conjunto no numerable como loerasreales por
ejemplo.

Teorema 1.9.4 Los siguientes son equivalentes
1. El axioma de elecon
2. Ellemade Zorn

3. El teorema de Zermelo

1.10 Nimeros cardinales

Hemos visto que la relacion de equivalencia de equipcaetigide cualquier co-
leccion de conjuntos en clases de equivalencia y usareht@sn@no “nimero
cardinal” para designar una clase de equivalenciaX $s un conjunto entonces
denotamos pofX| = {Y | Y ~ X} el correspondiente nUmero cardinal.

Para conjuntos finitos diremos que cualquier conjunto edeife al conjunto
{1,...,n} tiene nimero cardinal. El vacio tiene nimero cardinal 0. Los conjun-
tos numerables (equipotenté\g se dicen tener numero carding), dondeX es la
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primera letra del alfabeto hebreo y se llama “Aleph”. Est@maidn fué introducida
por Cantor.

Los conjuntos que son equipotentes al conjunto de los rasmreales se dicen
tener nimero cardinal(por “continuo”). Sabemos que podemos ordenar cualquier
conjunto de nimeros cardinales al definif| < |Y'| siy s6lo siX’ < Y’ para
cualquierX ~ X’ AY ~ Y'. Sabemos que > R,. De la proposicion 1.8.3,
gue dice que todo conjunto infinito posee un subconjunto nainhes se deduce
queXy < ¢ para todo nimero cardinal infinito. Claramenteg Xy, donden es
cualquier numero cardinal finito.

Definiremos la suma de numeros cardinales de forma tal quarglece la suma

de numeros naturales que corresponden a cardinales fiitoeemos que para
n,m € N, para obtener m+n basta considerar el cardidal N dondem = |M|,
n=|NlyMnNN =g.

Similarmente si{ A }.ca €s una familia de nUmeros cardinales, su suma, que es-
cribimos} -, ax, es el namero cardinal del conjunkd, ., Ax donde{ Ay} ex

es cualquier familia de conjuntos disjuntos tales gue= |A,| para todo\ € A.

Esta suma esta bien definida puegwi € A)A| ~ A, entoncesycp A ~
Uxea Ay cuando{A) }rca es otra familia de conjuntos disjuntos. Claramente, esta
suma es conmutativa y asociativa. Como los conjufitos, 5, ... } y {2,4,6,... }

son disjuntos y ambos tienen nimero carditgly ademas su unién es

N* = {1,2,3,4,5,... }, vemos que}; + Xy = Xy. como la unibn numerable de

conjuntos numerables es numerable tenemos mas altyguey +Ng+. .. = Ng.
Similarmente, como los conjuntd® 1]y [1, 2[ enR son disjuntos y ambos tienen
namero cardinat, tenemos: + ¢ = ¢. Mas generalmente; +c+c+ ... = ¢,

pues los conjunto§:, n. + 1[ son todos disjuntos y su union és € R | = >

1} =[1, +00[, que también tiene nUmero cardiraDe estos resultados se deduce
gue no es posible definir la sustraccion de niUmeros cadedinaues no hay inverso
para la adicion. Por ejemplo, la ecuacion x + ¢ tiene como soluciones cualquier
namero cardinal finita, tambiénXg y c.

Definiremos ahora la multiplicacion de numeros cardmaeneralizando la no-
cion para numeros cardinales finitos. Notemos que pareeris cardinales finitos
m,n € N obtendriamosnn al considerar el cardinal d& x N, donde|M| =m

Yy |N| =n.

Similarmente, sit y b son niUmeros cardinales, su producto que escribirhes el
nimero cardinal del x B, donde|A| = ay |B| = b, lo que esta bien definido.
Es facil ver que el producto de niumeros cardinales es ctaiivmy asociativo y
distributivo con respecto a la suma. Por supuesto el prodagigeneraliza para
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familias arbitrariag a) }»cA de nUmeros cardinales:

[T ax =111 Al

AEA AEA
dondeay = |A,]|.
Teorema 1.10.1 1. NpNg =N

2. Nge =c¢

3.cc=c

Notemos que no es posible definir la division de nUmeradircales. En particular
la ecuaciorex = ctiene como soluciones cualquier nimero cardinal finitoomo
tambiénXy y c.

La ultima operacion aritmétca entre nimeros cardinalesdefiniremos es la po-
tenciacion. Para cardinales finitasy n, m" sera el producto dex factores iguales
am Asi, sia y b son nUmeros cardinales entonces definimos

" =11 4sl
BeB
donde|As3| = ay |B| =b.
En particular, podemos tomals = A con|A| = a. Como por definici'on

[T 45 ={f: B— A| fesfuncion}
BeB

tenemos que’ es el cardinal del conjunto de todas las funcione®3den A. Se
tiene que s, b y ¢ son nimeros cardinales, entonces

abac — ab+c, (ab)c — abcy a’ht = (ab)c.
Lema 1.10.1 Si A es un conjunto, entoncé®(A)| = 2.

Del teorema de Cantor (Teorema 1.8.1), deducimos entoniegsaga todo nUmero
cardinala < 2%. De aqui se deduce que la clase de todos los nimeros caslinal
no es conjunto y que no existe un n'umero cardinal mayor a taosdémas.
Notemos que en particulat, < 2% y que por otra part@¥ = ¢. La famo-
saHipotesis del Continuafirma queno existeninglin numero cardinal tal que
Ny < a < ¢ La hipobtesis del continuo generalizada afirma que no erisigin
namero cardinal comprendido estrictamente eatye2® para cualquier cardinal
infinito a. En 1940, Godel demostro que si los axiomas de la teoriadjgitos
son consistentes, entonces podemos agregar la hipbgtsisrdinuo a la teoria 'y
esta seguira siendo consistente. Mas tarde, Cohendemostroé que la negacion
de la hipbtesis del continuo también es consistente coaXmmas. Luego se trata
de una proposicion independiente de la teoria.

21



22



Capitulo 2

Espacios Topobgicos

2.1 Introduccion

La topologia constituye una de las ramas fundamentalessdaedtematicas moder-
nas. Aungque sus origenes se remontan a la antiguedad, wa peseactualmente
ha alcanzado una notable madurez, es dificil dar una défini® este campo sin
entrar en tecnicismos. Sin embargo como primera aproxémaitema, podemos
decir que laTopologda es el estudio de leontinuidad Este comienza con la con-
tinuidad delespacioy de las formas contenidas en él, sigue con la continuidad de
las transformaciones a las que se someten dichas formassoommetorcer, doblar,
estirar y deformar, y luego se ocupa de otros tipos de cadtiduy de espacio,
llevando estas nociones a niveles de generalizacion emmas abstractos.
Desde un comienzo la topologia se ha nutrido de dos fuetdaggeometria y el
analisis funcional. Por una parte, el top6logo se intemsaquellas propiedades
de las formas en el espacio que no varian frente a transf@nesgccontinuas, pro-
piedades geométricas que son permanentes en algUnosdesid linea de estudio
surge con el célebre problema de los puentes de Koenigslarglicha ciudad
de la antigua Prusia Oriental solian haber 7 puentes sobi@Fregel, los cuales
unian dos islas con el resto de la ciudad, de acuerdo a lassigdigura:

23



Desde el siglo XVII se decia que era imposible caminar wuitiv cerrado que in-
cluyesen todos los puentes una y s6lo una vez cada uno. tBun@s de cien ahos
este problema se convirti6 en un verdadero desafio plésrshadie pudo realizar
una tal circuito tampoco nadie podia demostrar que erasihlgorealizarlo. En
1736,Leonhard Euler probb que efectivamente era imposible para lo cual redujo
el mapa a una red en la cual las area de terreno se represeadifente puntos y
los puentes mediante lineas (o arcos):

A

Motivado por este problema, Euler descubri6 ciertas Iggeerales validas para
toda red de este tipo, ésto como parte de su investigaoline $os poliedros. Sus
resultados sentaron las primeras bases de lo que podritanas el aspecto com-
binatorial de la topologia, relacionado con el estudiordpipdades invariantes de
ciertos tipos de formas geométricas y que son factiblegidexpresadas mediante
formulas donde intervienen ciertas cantidades partiesilgue deben ser calcula-
das. Este aspecto tuvo un nuevo impulso a fines del siglo XI®trabajos de
Poincaré sobre la teoria de integracion en varias variables, daniden a la to-
pologia algebraica. La Topologia se fué desarrollarekapdo de ser un estudio
puramente geométrico sobre las propiedades invariaetks gholiedros para con-
vertirse en un cuerpo de conceptos y métodos aplicablesi égockas las areas de
las matematicas. La idea de base era representar los étenaenun determinado
conjunto como puntos en un cierto espacio, tomando en cleeptsicion relativa
de los puntos entre si. De hecho, uno de los primeros nongoesecibio esta
disciplina fue “Analysis situs” (analisis de la posic)pdebido aGausgy utilizado
anteriormente pdceibniz) y que en su momento se relaciond con la representacion
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geomeétrica de los nimeros complejos como puntos del plBroo esRiemann
quien debe ser considerado como el fundador de la topotagie rama de las
matematicas modernas, pues fue el primero en vislumbrawdéon de “espacio
topolbgica”, en concebir una teoria autbnoma de estpaadss, definiendo inva-
riantes y dando aplicaciones al analisis. De hecho, Riemm@zonocit que estas
ideas “geomeétricas” podian abstraerse para aplicarsaasituaciones en que los
conjuntos involucrados tuvieran a funciones como elensergi@ndo la primera
idea de un estudio de espacios funcionales. Para que estrsalles madurasen,
se requeria de una soélida teoria de conjuntos que egydartpermitiera describir
los nimeros reales, los puntos de una recta, un plano epatieslos nlUmeros
irracionales y la teoria de funciones de variable reak(dificiacion e integracion),
utilizando un lenguage comin basicamente conjuntigage esto Gltimo iniciado
por Cantor y luego continuado pajordan, Poincarg, Klein, Hadamard, Borel,
Baire , Lebesgue Sobre el aspecto funcional, otros nombres memorabledson
coli, Hilbert, Frechet, Riesz en el sentido de estudiar las propiedades comunes
de puntos y de funciones.

2.2 Definiciones preliminares y ejemplos

Definicion 2.2.1 SeaX # @& un conjunto. Unalopologiaen X es una familial”
de subconjuntos d& que satisfacen las siguientes propiedades.

1. Estabilidad bajo uniones arbitrarias: SiA;}ic; € T es una familia de
miembros d€/, entoncesJ;crA4; € T.

2. Estabilidad bajo intersecciones finitas: {S1; };c; C 7 es una familidinita
(i.e |I| < o) de miembros d&, entonces;crA; € T.

3. gy X pertenecen g .

Al par (X, T) se le llamaEspacio Topdigico. También se suele decir qge es
una “estructura topologica sobf€” o bien que7T es la “topologia del espacio
X.” Dado un espacio topologiceX, 7'), los miembros d§” se llamanConjuntos
Abiertosy los elementos d& se llamarPuntos.

Observacbn: Existen varias formas equivalentes de la definicion anterPor
ejemplo es posible reemplazar 2 por “&i, A, € T entoncesd; N A, € 7. Por
otra parte, si admitimos la posibilidad de familias vaciagonjuntos (i.el = @),
entonces 3 es redundante. En efecto las uniones e intensesae familias vacias
en X soniguales & y X respectivamente.
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Ejemplo 2.2.1 Dado un espacio topogico (X, 7 ), tenemos por supuesto que
{g,X} C T C P(X). Més dn, {&, X} es en 8misma una topolda en X,
siendo la “mas pequBa” en el sentido de la incluén, y recibe el nombre de
topologa indiscretao grosera.lLa topolodga mas grande, i.e. aquella que posee el
mayor n'umero de elementos,B$X) y se llama topolo@ discreta.Por ejemplo,

si X = {0,1} = 2 entonces la topolog'ia grosera €%, {0, 1}} mientras que la
discreta e @, {0}, {1}{0, 1}}; otra topoloda posible e§” = {@, {0}, {0,1}} =

3. El conjunto{0, 1} dotado de estaltima topologa se conoce comd&spacio de
Sierpinski, el cual reaparecex mas adelante.

Ejemplo 2.2.2 1. SedR el conjunto de losiimeros reales. La topolégUsual
enRR se define al llamar abierto a todo conjuntd C IR tal que

VeeU, 36 >0 : |z — 6,z + J[CU,

dondelz — d, 2+ d[= {y € R | |z —y| < d}. Verifiguemos que la famili@
de todos los subconjuntd@s C R que satisfacen esta propiedad constituyen
efectivamente una topolog’ia dh

(@) Sea{A;}icr C T.Siz € Ujer A; entoncesdip € I tal quezx € A;,y,
por lo tanto,34;, > 0 tal que]z — d;,, = + 6;,[C A1, C UierAi. luego,

UserA; €T
(b) Sea{A;}¥ | CT.Siz € N¥_ A, entoncesti € {1,... ,k},z € A;y
, por lo tanto, 341, ... ,d;, > Otal quejx — d;, x + 6;[C A;. Definiendo

0 := min {6;} > 0, tenemos que
1g&“} q

Vie{l,... ,k}, ]z — 6,z +0[C A,
de aqui se deduce
|z — 5,1+ S[Q Nk A;.

En consecuencia¥_; A; € T.
(c) Es trivial

Observemos que todo intervalo abief&ob[ cona < b es un conjunto abier-
to para la topoloda usual deR. Por supuesto, esta topoltagno es igual a
la topologa discreta (pues por ejemplor}, [a, b], [a, oco[ no son abiertos
para esta topolo@). Notemos tambn que la propiedad de estabilidad bajo
intersecciones en general no es cierta para familias irg®ipara ver esto
basta considerar la familia
Ay =] - 1, l[conn > 1, puesn,en] — l, l[= {0} ¢ T.
n n n n
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2. Similarmente, se define la topolagisual oEuclidianade R™,n > 1, en
base a la nodn de bolas abiertas de radio> 0.

B(z,r) ={y € R" | lz — yll <r},

con||-|| una norma eR™. llamamos a un conjuntt/’ C R™ abierto para la
topolog’ia Euclidiana si

Ve e U,3r >0 : B(z,r) CU.

De manera aaloga a la topologa usual deR, se verifica que este criterio
verifica una topologa 7 de R"; evidentemente, toda bola abierf(z, r)
pertenece & . Esta topologa no depende de la normjg/| enIR™ escogida,
debido a que todas las normas &¥ son equivalentes entré.sEsto lo
veremos con &s detalle cuando estudiemos espacios normados.

Ejemplo 2.2.3 (Espacios Mtrico y Normados.) Llamamos£Espacio Métrica un
conjuntoE dotado de una funén distanciat

d: ExE—-Ry:={xeR|z>0}
con las siguientes propiedades:
1. Simetta: d(z,y) = d(y,z) paratodoz,y € E

2. Positividad: d(z,y) = 0 siy Dlo siz = y, i.e. d(z,y) > 0sSiz #yy
d(z,z) =0.

3. Desigualdad triangulard(z,y) < d(z,z) + d(y, z) paratodozx,y,z € E

Al valor d(z,y) se le llama “distancia entrez e y”. Una clase importante de
espacios ratricos es aquella de loEspacios Vectoriales NormadoSeal” un
espacio vectorial sobre el cuerpo de los reales una normasobre V' es una
funcibn
[-I: V= Ry
con las siguientes propiedades:
1. |jv]| =0siyDlosiv=0,i.e.,lv|]| >0siv#0y|0] =0.

2. |lv 4wl <|v| + ||w|| paratodov,w € V.

Tambien se le llama @ “métrica” enE.
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3. [|Av]| = |A|||v]| para todo(\,v) € R x V.

Un espacio vectorial” dotado de una normé:|| se llama“espacio vectorial nor-
mado’, en cuyo caso, la funen d(z,y) = ||z — y|| conz,y € V define una
distancia o rétrica enV. Por comodidad, denotamos poFE,d) y (V, [|-||) un es-
pacio nétrico y un espacio vectorial normado respectivamente.

Asociamos a cada é@trica d en un conjuntoF una topologa 7 (d) en E de la
siguiente manera: dados € E yr > 0, llamamos d-bola abierta de centioy
radio » > 0 al conjuntoBy(z,r) = {y € E | d(y,xz) < r}, y decimos que un
subconjuntd’/ C F es abierto, i.elU € T (d),siVx € U, Ir > 0, By(z,r) C U.
similarmente al caso d& con la topoloda usual, se verifica quer, 7 (d)) es un
espacio topdigico.

Ejemplos:

1. R",n > 1, dotado de alguna de lasétricas definidas por las normas si-
guientes

1
n »
Izl = (Z |xi|p> <P <00l = max {laif)
1=
La topoloda inducida en este caso es la usual (topddoguclidiana).

2. Sea’([0,1;R) = {f: [0,1] — R | f esfunobn} el espacio vectorial de
las funciones continuas definidas gn1] y a valores reales (la sumay la
ponderacdn por escalar se definen de manera usual). Entonces ladfanci

d(f,9) == sup [f(t) — g(t)|

t€[0,1]

es una ratrica sobreC ([0, 1]; R) inducida por la norma

1flloo == sup [f @)

te[0,1

3. SeaX # @ un conjunto. Verificar que la funin

1 siz
aw={ g 307

es una ratrica sobreX ¢ Cual es la topologa inducida pord?
4. Sea
o
P(N) = {{xn}neN CRIS Jaal < oo} .
n=1
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Es facil verificar que

d({fpn }nElN, {yn}n@N) =

define una rétrica en/?(IN) y por lo tanto induce una topolég en este con-
junto. ¢ Es posible dotar & (N) de una estructura de espacio vectorial y de
una normal|-|| de modo tal que la topoldg del espacio vectorial normado
resultante coincida con la topolig inducida por la netrica anterior?

Los ejemplos anteriores muestran que un conjuxitpuede tener muchas topo-
logias, cada una de las cuales determinando un espaciodamodiferente. Mi-
rando cada topologia como un subconjuntoRj&X ), las topologias eX estan
parcialmente ordenadas por inclusion. Decimos que urddgi@a7; es mas gran-
de, o con mas abiertos, o “mas fina” que una topoldgiauando7y C 7;. Mas
aun, es facil verificar que $i7, | A € A} es una familia cualquiera de topologias
en X entonces 7, €s también una topologia éf (sin embargal,-,7, no
siempre resulta ser una topologia). Claramentéysts una topologia tal que
To C T, paratodo\ € A entoncesy C NyeaTy, Y por lo tantoNyc, 7, es la to-
polog’iam’as finade todas las topologigs contenidas simultaneamente en todos
los mienbros de la familid7, | A € A}.

En la practica, para introducir una topologia en un canjun # & se comienza
por considerar una nocion de “cercania”, la cual se reptaspor una familia de
conjuntos4A C P(X) a partir de la cual se genera una topologia que contiene a
la familia A y que es la méas pequefia con esta propiedad. Este procettires
valido para cualquier familia iniciall, como lo establece el siguiente resultado.

Teorema 2.2.1Dada cualquier familiad = {Ay | A € A} de subconjuntos de
X # ¢, siempre existe un@anica topoloda mas pequBa que la contiene, denota-
da porT7 (A). Esta topologa puede describirse de manera equivalente como:

1. T(A) =n{T CP(X)| T estopologpenX yAC T}

2. T(A) consistelinicamente de:&, X, todas las intersecciones finitas de
los elementos del y todas las uniones arbitrarias de estas intersecciones
finitas.

Alafamilia.A se le llamasubbas@ara7 (A), y 7 (A) se dice “topoloda generada
por A”

Ejemplo 2.2.4 En el conjuntdR. de los rumeros reales, sed; la familia de todos
los intervalos semi—abiertos infinitqs, oco[= {z | * > a}y] — 00, b[= {z | z < b}.
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Comoja, b[=]a, oo[N] — oo, b[ para todoa < b, la topologa 7 (A;) generada por
A contiene todos los intervalos abiertos; en particular tagdbn de intervalos
abiertos es un abierto para esta topolag Seal/’ C R un abierto para la topo-
logia usual deR, entonced/z € U, 34, > 0tal que{z} Clz — 05,z + 0;[C U,y
por lo tanto

U= U{x}g U]x—ém,z—l—ém[gU

rzelU zeU

Ad, U es unbn de intervalos abiertos, por lo que pertenec& @4;). Esto prue-
ba queT7(A;) contiene la topolo@ usual deR. Redprocamente, los abiertos
de 7 (Ay) son precisamente las uniones de intervalos abiertos y ptarito son
abiertos para la topolom usual. Luego/ (A;) es la topologa usual deR, es
decir, A; es una subbase para la topoiagusual deR. Observemos que de paso
hemos probado que la familids = {]a,b[| a < b} tambén genera la topoldg
usual deR.

La construccion de una topologia a partir de una subldase{ A, | A € A} pierde
algo de control sobre los conjuntos abiertos que se genelemgstos Ultimos se
construyen usando intersecciones finitagigés en lugar de losd,’s en si mismos.
Sin embargo, en algunos casos es posible generar la top@lq@irtir de losd,’s
directamente, utilizando s6lo uniones.dg’'s. En el ejemplo anterior, si utilizamos
como familia generadorals = {]a,b[| a < b} entonces se tiene qUE(As)
es la topologia usual d&, donde cada abierto se obtiene a partind@nesde
intervalos abiertos finitos. Esta forma de construir logdbs es mas conveniente
pues sblo requiere uniones, pero para que sea posible esitaegue la familia
generadora inicial satisfaga ciertas propiedades. Etiebjde la siguiente seccion
es estudiar esta situacion con m’as profundidad, de mddgu&el proceso de
dotar a un conjunto de una topologia esté bien caractiriza

2.3 Bases de abiertos

Dado un espacio métricoX, d) es facil ver que s (d) es la topologia inducida
por d entoncesA € T (d) < existe una familia de bolas abiertdB,(x;, ;) }icr

tal que A = U;erBy(z,7;). En efecto la implicancig<) es inmediata gra-
cias a la propidedad de estabilidad bajo uniones arbisraftéa miembros de la
topologia. Para probde-) recordemos que si es abierto pard (d) entonces
Ve € A,3ry, >0 @ By(z,ry) € AluegoA = Uzeca C UpeaBy(z, ) C A,y

por lo tantoA = U, 4 By(z, r,). Esto significa que las bolas abiertas son suficien-
tes para generar todos los conjuntos abiertos para la gipdldd), lo que motiva

la siguiente definicion.
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Definicion 2.3.1 (Base.)Sea(X, 7') un espacio topdigico. Una familiaB C T
se dird unaBasepara 7 si cada conjunto abierto es una @m de miembros dB
i.e.
YU € T,3{B;}icr C Btal quell = UBZ‘
iel
De este mod@™ = {J,.; B; donde{B;}c;} es una familia arbitraria de conjun-
tos enB.

Ejemplo 2.3.1 e 7 esuna base pard

e SeaD la topologa discreta enX. EntoncesB = {{z} | z € X} esla
base nmas pequia paraD. en efecto, s’ es una base par® = P(X)
entonces dade € X, {z} = U;c;B; para alguna familia{ B; },c; C B',y
por lotantodi € I: B; = {z}. Ad,Vz € X,{z} € B'y, en consecuencia,
D C B'. Por otra parte,vU € P(X) se tiene qué/ = U {z}, de modo
queD es una base par®@(X).

e Dado un espacio &trico (X, d) se tiene que
B ={By(z,r) |z € Xyr>0}

es una base pard (d). en particular, la topologa usual deRR tiene co-
mo una posible base (no esilmica, por supuesto) la familia de intervalos
abiertos

B={lr—d,x+d]|x€Ryd >0} ={]a,b[| a,b € R}.
Las familias de una topologia que le sirven como base est@tterizadas me-
diante el siguiente resultado.
Teorema 2.3.1Sea(X, 7) un espacio topdigico yB C 7. Son equivalentes
1. B es unabase pard

2. (YU € T)(Vz € U)(3B € B)(z € B C U)

Ejemplo 2.3.2 R"™ con la topologa usual admite unhase numerable.

SealUl C R" un abierto y sea: € U; existe entonces > 0 tal que B(z,r) C U.
Podemos asumir gue € Q. Por otra parte, es facil verificar que exisfg € Q"
tal que|lz — &,| < r/3. Comolly — z|| < lly — &l + I — 2l < lly — &l +7/3,
se tiene que: € B(é,,7/2) C B(z,r) CU

Ad,B={B(r)| € Q"yr > 0conr € Q} es una base numerable para la
topolodga usual deR™. en particular
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e todo abierto déR" es la unon de a lo nas una cantidad numerable de bolas
abiertas.

e si 7 eslatopologa usual deR", entonceg7 | = 2%

Teorema 2.3.2Seals C 7 un a base pard . Entonces un conjuntd es abierto
siy Dlo si para cadar € AexisteU € Bconz c¢ U C A

Este resultado proporciona una forma muy conveniente dféceersi un conjunto
dado constituye un abierto. Corfioes una base paff, entonces podemos aplicar
este criterio tomand8 = T, lo que suele ser (til en la practica.

SeaA C P(X) una familia de subconjuntos d€ y consideremos la topolog’ia
generada pad, denotad& (\A) (ver teorema 2.2.1). Es decid, es por definici'on
una subbase parA(.A). como ya hemos mencionado, el principal inconveniente
es tener que considerar intersecciones finitas de elememiéslo que implica la
caracterizacion de los conjuntos abiertos. Sin embargoiegtos casos ocurre que
la familia inicial A si es una base dE(A). A modo de ilustracion, la familia

A ={] —o00,b]| be R}U{Ja, [ a € R}

es una subbase para la topologia usuaRdgero no es una base para esta topo-
logia, mientras que la familialy = {]a,b[| a < b} resulta ser una base para la
misma topologia. Nos gustaria tener un criterio que nosiitiera saber a priori
cuando una familia de conjuntos es base de la topologiaengra En virtud del
teorema 2.3.2, tenemos que dada una Bade una topologig entonces para to-
do By, By € By paratodar € By N By, existeB € Btalquez € B C B; N Bs.
Esta propiedad necesaria es en realidad suficiente, constablece el siguiente
teorema.

Teorema 2.3.3SeanX # @y A C P(X) una familia de subconjuntos que satis-
face la siguiente propiedad:

(2.1) (VUl, Us € A)(V:E eUinN UQ)(E’U € A)(:E ceUCU N UQ)
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EntoncesB = AU {@} U {X} es una base para la topolaggenerada potA ,
que denotaremo% (A) y que es la topoldg mas pequia que contiene &l.

Para especificar una topologia a partir de una base se saeénear por definir
para cada: € X una familia distinta dez, {U,(z) | A € A(z)} conz € Uy(x)
para todox € A(x) (Ilamada “base en x”) y luego se verifica que la famifia=
{Ux(z) | X € A(z),z € X} satisface (2.1). En este caso, come U, (z) se tiene
que el conjuntaX puede escribirse como una union de miembro8 d8i ademas
admitimos la posibilidad de uniones vacias, entoméambién se obtiene como
una union. De este modo, y en virtud del teorema anteridantalia 5 resulta ser,
ella misma, una base para la topologia que gerE(s,).

Ejemplo 2.3.3 SeaC([0,1];R) = {f:[0,1] — R | f es continud. Para cada
f € Cye >0, definamos

M(f,e) == {g € C(10,1]; |/|f (1)]dt < ¢}

La familia {M (f,e) : f € C([0,1];R)} es una base para una topoliegM en
C([0,1];R). En efecto, sh € M (f,e) N M(g,{) sean

ryi= / 1£(2) — h(t)|dt
ry = / F(2) — g(t)ldt

y sead = min{e —rs,n —ry}; entonces > 0 (por que?) yM (h,0) C M(f,e)N
M (g,m) pues

1
o € M(h,6) = / () — (b))t

< [C1s@ - nona + [ 1w - o

<rg+0<rr+(e—rf)=c¢
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as'ip € M(f,e),y similarmentep € M(g,n).
Podemos definir otra topoldgl/ enC([0, 1]; R) al usar como base la familia de
conjuntos{U(f,e) | f € C([0,1];R), € > 0} donde

U(f,e) :={g € C([0,1];R) | sup [f(t) —g(t)| <&}

te[0,1]
(jVerificar!)

Aunque cada base el genera una Unica topologia, distintas bases pueden dar
origen a una misma topologia. Estudiemos cuando estoeocurr

Definicion 2.3.2 (Bases Equivalentespos bases3 y B’ en X se dicenEquiva-
lentessi 7(B) = T (B')

Teorema 2.3.4Dos bases3 y B’ en X son equivalentes si Yok si se tienen las
siguientes dos condiciones:

1. (YU € B)(Vz € U)AU' € B)z € U' C U.
2. (VU' € B)(Vz € U')(AU € Byz € U C U'.

Si s'olo se tiene (1) entoncés(B) C T(B'), esto es;T(B) es un subconjunto
propio de7 (B')

Ejemplo 2.3.4 Es posible demostrar que @& todas las normas son equivalen-
tes, es decir, se tiene quel§j : R™ — [0,00[y No: R™ — [0, oo[ son dos normas
entonces existen dos constantes:, > 0 tales que

Vz € R", ciNi(z) < No(z) < 2Ny ()

Veremos una demostréci de este resultado cuando estudiemos céa profun-
didad los espacios normados; por ahora, aceptemoslo coertodif) De acuerdo
al ejemplo (2.2.3), para dotar R™ de una topolota podemos utilizar como base
las siguientes familias de bolas abiertas

By ={Bi(z,r) |z € R",r > 0}

By = {Bs(z,r) | x € R",r > 0}
donde
Bi(z,r) ={y e R" [ Ni(y — =) <r}
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By(z,r) ={y € R" | Na(y — x) < r}.

En virtud de la equivalencia de las normas, se tiene que arbasss determinan
la misma topolo@. En efecto, dade > 0 se tiene queBs(x, c1r) C By(x,r) C
By (z,cor) y del teorema (2.3.4) se deduce gugh;) = 7 (B2). Como en parti-
cualr podemos tomar

Ni(z) = |lzlla =

la norma Euclidiana, deducimos que todas las norma&éninducen la misma
topologa, llamada topolota Euclidiana.

(t) A modo de ilustraci’on, consideremos la norma Euclidedrk y la norma
infinito

2llo = lrgiagllwil-
Evidentemente,

Izlloo < llzll2 < vnllzlloo

y se tiene que toda “caja abierta” eR" para la norma infinito contiene una “bola
abierta” y est’a contenido en una.

Una situacion diferente ocurre en dimension infinita, odmilustra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.3.5 Las topologas M y U enC([0,1];R) no son iguales se tiene
que M C U, i.e.,, U estrictamente &s fina queM (ver ejemplo ??) para las
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definiciones deM y U{). En efecto, sea € M(f,¢) y definimos- := fol |f(t) —
o(t)|dt, sig € U(p,e — r) se tiene que

1 1 1
/Olg(t)—f(t)ldt < /0|£1(25)—<P(7f)lcl7f+/0 |o(t) — £(t)|dt
1

< / (e—r)dt+r=e—r+r=c¢
0

ad queU(p,e —r) C M(f,e), lo que demuestra quét C U/ gracias al teorema

(2.3.4). Por otra parte consideremos la fubinula0(¢) = 0.y sea{f,} €

C([0,1]; R) la familia de funcioned, (t) = t"; tenemos que

sup | fu(t) = 0(H)] = sup || = 1.
te[0,1] tef0,1]

y ademas

' 1
[ 1 00l = —.

Esto significa que para tode > 0 a partir de ciertoN = N(e) se tiene que
fn € M(0,e) Vn > N, pero f, ¢ U(0,1) lo que prueba queo existes > 0 tal
queM (0,e) C U(0,1). Ad, la condicbn (2) del teorema (2.3.4) no se tiene.

2.4 Bases de vecindades

Otra forma de dotar a un conjunf # @ de una estructura topoldgica proviene
de la nocion de vecindad

Definicion 2.4.1 (Vecindad) Sea(X, 7)) un espacio topdlgico, Sear € X. Un
conjuntoN € P(X) se dice vecindad de si existe un abiertd/ € T tal que
reUCN

Hay que tener cuidado con el termino “vecindad”, pues umsipgensar erroneamente
gue para que un subconjuto desea vecindad de un punto es necesario que sea pe-
guefo de modo tal que sus elementos estén muy proximass2nsin embargo, la
definicion anterior nos dice que en realidad para que unosijineto sea vecindad

de un punto se requiere gue sea lo suficientemente “granded para contener

un abierto que a su vez tiene al punto como uno de sus elemdfrigsarticular,
comoX € T, se tiene queX es vecindad de todos sus elementos. Por otra parte,
siz € R™ entoncegz} no es vecindad de si utilizamos la topologia usual (im-
posible que{z} contenga una bola abierta) mientras que si lo es si consmer

la topologia discreta.
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Proposicion 2.4.1 Sea(X, 7') un espacio topdlgico. Entoncesy € 7 siy s'olo
si V' es vecindad de todos sus puntos.

Dadoz € X, anotemos pal; al conjunto de vecindades dei.e.
N, ={NCX|(3U€eT)zreUCN},

el cual satisface las siguientes propiedades (cuya demsi@@sirqueda como ejerci-
cio):

NO X € N,

N1 (VN € N,)z € N

N2 (VNy, Ny € Np)Ni N Ny € Ny
N3 (VN € N,)N C N' = N' € N,

N4 (VN € NV;)(3N' € N;)N' C NA(Vy € N')N' € N, (Toda vecindad de
contiene una vecindad deque es, a su vez, vecindad de todos sus puntos)

Lo interesante de estas propiedades es que caracterizaeciadades de una to-
pologia

Proposicion 2.4.2 SeaX # @y (N, )zcx una familia de subconjuntos d&(X)
que satisface para cada € X, NO, N1,..., N4. Entonces, existe unanica
topologa 7 sobre X tal queVz € X, N, es el conjunto de vecindades den
(X,7)

Definicion 2.4.2 (Base de Vecindadesyea(X,7) un espacio topdigico y sea
z € X. Un conjuntoB, C N, se diceBase de Vecindadete = o Sistema Funda-
mental de Vecindadede z si (VN € N,;)(IN' € B,)N' C N

Notemos que sB,. es una base de vecindadesrdentonces se tiene:
BN1 (VN € By)z € N
BN2 (YN, Ny € B,)(AN € B,)N C Ny N N;
BN3 (VN € B,)(3N € B,)(Vi € N)(3N' € B;)N' C N
Ejemplo 2.4.1 EnRR con la topoloda usual. Siz € R entonces
o By={lz —e,x+¢[| e >0}
o B ={]z - %,w—i-%ﬂ n €N\ {0}}
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e Bl={lzr—1z+1]|neN\{0}}

son todas bases de vecindadescde

Proposicion 2.4.3 Dada una familia no vée (5, )< x de subconjuntos dB(X)
gue satisface para cadac X, BN1,BN2 y BN3, existe undinica topoloda 7
enX tal que(Vz € X), B, es base de vecindades e

2.5 Operaciones topdlgicas elementales

Consideremos el espacio topologics, 7'), el cual permanecera fijo a travez de
esta seccion excepto en los ejemplos.

Definicion 2.5.1 (Interior) SeaA C X. El interior Int(A) de A es el conjunto
abierto mas grande contenido pdr, esto es,

Int(A) = | J{V | (V es abierto) A (V C A)}.

[e]
Tambien se suele anotar pdr

Ejemplo 2.5.1 e EnIR con la topoloda usual:

— Int(]0, 1[) =]0, 1]
— Int(]0,1]) =]0, 1]
-Int({i |neN}) =02

e En el espacio de Sierpinski (2.2.1)

— Int({0}) = {0}
~ Int({1}) = @

e EnIR? con la topoloda usual:
— Int([0, 11*) =]0, 1[?
- Int({(z,0) |0<z<1}) =02
Propiedades:
1. Aesabierto= A = Int(A)

2.zent(A) < (AN e N, )N C A
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3. Int(Int(A)) = Int(A)
4. AC B = Int(A) C Int(B)

5. Int(A N B) = Int(A) N Int(B)
6. Int(A U B) D Int(A) U Int(B)

Definicion 2.5.2 (Conjunto Cerrado) Un subconjuntad C X se diceCerradosi
A¢ = X \ A esun abierto.

Ejemplo 2.5.2 e En R con la topoloda usualla,b] es cerrado, en confor-
midad con la terminolo@ habitual. Similarmenté — oo, b] y [a, co[ son
cerrados, tamlén lo son{z(} conzy € Ry N

e Engeneral los conceptos de conjunto “abierto” y “cerradobrson exclusi-
vos ni exhaustivos: en todo espacio tdgpto (X,7), @y X son abiertos
y cerrados, mientras que €R, [0, 1[ no es ni abierto ni cerrado. Similar-
mente, er{ X, P(X)) todo conjunto es abierto y cerrado, y éX, {&, X })
los singletongz} conz € X no son ni abiertos ni cerrados K| > 1.

e EnR? con la topologa usual{(x,0) | 0 < z < 1} no es ni abierto ni
cerrado; sin embargd(z,0) | 0 < z < 1} es cerrado (jverificarlo!)

Propiedades:

1. Estabilidad bajo intersecciones arbitrarias; 5i};c; es una familia arbitra-
ria de cerrados entonces F; es cerrado.

2. Estabilidad bajo uniones finitas: {g; };c; es una familia finita de cerrados
entoncesJ;c; F; es cerrado.

3. ¥y X son cerrados.

Definicion 2.5.3 (Adherencia) Sead C X. La adherenciad de A es el conjunto
cerrado nés pequio que contiene &, ésto es,

A={F | (F escerrado A (F D A)}.
Tambén se suele anotar poxdh(A).

Ejemplo 2.5.3 e EnIR con la topoloda usual,

- 10,1[ =[0,1]
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- 10,1] =[0,1]
ST TneNT = {0}U{L [neN.}

e En el espacio de Sierpinski

—m={071}
~W =1

e EnIR? con la topolog’ia usual

{(2,0010 <z <1} ={(2,0) [0 <z <1}
Propiedades
1. ACA
2. Aescerrades A = A

3

SN
I

M

. A
) B=ACRB

4

5. AUB=AUB

6. ANB=ANB

\‘

. A = (Int(A))% Int(A) = (A°)°
8. A={r e X| (VN e N;)NN A +# @}
Definicion 2.5.4 (Frontera) SeaA C X. La fronteraFr(A) de A esA N A¢

Ejemplo 2.5.4 e EnIR con la topologa usual,

— Fr(]0,1]) = {0, 1}
— Fr(]0,1]) = {0, 1}
- Br({z |neN}) ={0}U{; [n €N}

e En el espacio de Sierpinski,

- Fr({0}) = {1}
- Fr({1}) = {1}
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e EnR? con la topoloda usual
Fr({(z,0) |0 <z <1}) ={(2,0) |0 <z <1}
Propiedades:
1. Fr(A) = A\ Int(A)
2. Fr(A)NInt(A) = o
3. Adh(A) = Fr(A) U Int(A)
4. Fr(A)={z € X | (YN eN,)NNA# S ANNNA®+# o}

Definicion 2.5.5 (Derivado) Sead C X. El derivadoA’ de A es el conjunto defi-
nido por

A ={z e X| (VN e Np)Nn(A\ {z}) # o}.
Los elementos dd’ se llamanPuntos de Acumulacioo deAdherenciade A

Ejemplo 2.5.5 e EnIR con la topoloda usual,
— (10,10 = (10,1])’ = [0,1]
~{neNy ={0}
e En el espacio de Sierpinski,
- ({0} = {1}
-({1}) =2
e EnR? con la topoloda usual
{(,0) |0 <z <1} ={(2,0)|0<z <1}
Propiedades:
1. A= AU A’; en particularA es cerrado siy s'olo si’ C A
2 AA={zeX|zeA\{z}}

Para finalizar esta seccion, consideraremos un claseiaspgecsubconjuntos de
X.

Definicion 2.5.6 (Densos)Se dice qued esdensoen X si A = X. Claramente,
X es denso eX y de hecho es dlnico conjunto cerrado que es denso.
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Ejemplo 2.5.6 e EnR con la topologa usual, el conjuntd) es denso. s
generalmente el conjunto de puntosgfi con todas sus coordenadas ra-
cionales es denso éR™ con la topologa usual.

¢ En el espacio de Sierpinskd} es denso.

Proposicion 2.5.1 los siguiente enunciados son equivalentes
1. D esdenso eX
2. SiF es un subconjunto cerrado eny D C F, entonced’ = X
3. SiU # @ es un abierto erX entoncedD NU # &
4. Int(D°) = @

Definicion 2.5.7 Un espacio topdlgico se diceseparablesi contiene un subcon-
junto numerable denso.

Ejemplo 2.5.7 EnIR con la topoloda usual, el conjuntd) de los rumeros racio-
nales y el conjunt@ de los irracionales son ambos densos. Cdmes numerable,
R es separable. Similarment®&" con la topoloda usual tamk&n es separable
(conjunto numerable densQ™).

Proposicion 2.5.2 Sea(X, d) un espacio ratrico. Las siguientes propiedades son
equivalentes

1. Latopoloda 7 (d) inducida por la nétrica d es base numerable

2. (X,T(d)) es separable.

2.6 Subespacios topogicos: Topologa traza

Definicion 2.6.1 (Topoloda Traza) Sea(X,7) un espacio topdigico y sed” C
X un subconjunto no vaa. LaTopologia Traza Inducida7y- sobreY es

Ty :={UNY |UeTH=“TNY")
y a(Y, Ty) se le llamaSubespacio Topologiade (X, 7).

Observacbn: La verificacion de qué/y asi definido es una topologia solire
gueda como ejercicio.
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Ejemplo 2.6.1 e SeaY = [0,1[U{2} C R, éstelltimo dotado de la topoldg
usual. los siguientes subconjuntosidson abiertos para la topoldg traza:
{2}, todos los intervalos abiertof, b[C [0, 1], todos los intervalos de la
formal0, a[ ( éstos son vecindades de 0¥mero no erR). El subconjunto
[0, 1] es abierto y cerrado efy. Notemos que los abiertos y cerrados en
(Y, Ty') no necesariamente son abiertos y cerradosRenon la topoloda
usual.

e Se defineR extendido aR de la siguiente manera: al conjunto de los
nimeros realesR, adjuntamos dos puntosoo y —oo definiendoR :=
R U {—o00,00}. dotado de la topolo@ 7 generada por la siguiente familia
de conjuntos:

[—o0,a[:={—occ}U{z e R |z < a}

Ja,00] :={oco} U{z € R |z > a},

cona € R. Intuitivamente,(R, 7r), dondeTr es la topologa traza. in-
ducida por7T, no es otra cosa qu& con la topoloda usual. De hecho,
ésto es efectivamenteiasomo se desprendedel siguiente resultado gene-
ral.(Teorema 2.6.1 (1))

Teorema 2.6.1Sea(X, 7)) un espacio topdigico e(Y,7y) un subespacio. En-
tonces

1. Si{U, | A € A} es una base (resp. subbase) pdraentoncesU, NY |
A € A} es una base (resp. subbase) pdsa

2. SeaA C Y. EntoncesA es cerrado con respectofg siy dlosid = FNY
con F' cerrado con respecto @&

3.4 =ANnY; (4)Y = ANY; Int(A) NY C IntY (A); Fr(A)NY C
Fr'’(A)

Ejemplo2.6.2 e EnRR?, R puede identificarse con el subconjuiitox {0} C
R?2. Como la topologa usual déR? tiene como base los rectangulos abiertos
la, b[x]c, d[, entonces la topoldg traza sobréR x {0} tiene como base la fa-
milia {]a, b[x {0} | a < b}. De este modo, el subespagiB. x {0}, Tr«{0})
de(R?,7 = Top. usua) es “equivalente” aR con la topologa usual. Mas
adelante daremos una defirbai precisa de esta equivalencia cuando estu-
diemos homeomorfismos entre espacios topol’'ogicos.
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e Un subespacid¥ C X se llama Subespacio Discretade X cuando la
topoloda traza 7y es la topologa discreta enY” (i.e 7y = P(X)). Por
ejemplo,Y = {% | n € N*} es un espacio discreto d& con la topoloda
usual. Notemos quE no es ni abierto ni cerrado eR

Ejemplo 2.6.3 (Subespacios Mtricos) Sea(FE, d) un espacio ratrico y seal’ C

E con F # @. EntoncesF dotado de la ratrica restringida aF x F' es un
espacio retrico que de notamos simplemefi¢d;),yad; =d: ' x F — R se
llama netrica inducida. En principio es posible dotar/a de dos topolo@s: la
topolog’ia 7 (dr) inducida por la nétricad; y la topoloda traza7 (d) r inducida
por la topoloda 7 (d) sobre F. De hecho ambas topol@gs son iénticas. En
efecto,

By, (z,7) = {y€Fld(y,z)<r}
= {yeFldyz)<r}nF
= By(z,r)NF €T(d)r, Vx € F.

Ahora bien, Comd By, (z,r) | = € F, r > 0} es una base pard (dr), dedu-
cimos queT (dr) C T (d)r. Reciprocamente, st C F es tal queA € T (d)g
entoncesiU € T (d) talqueA = U N F. luego,Vz € A se tiene que existe> 0
tal que

By, (z,7) = Ba(z,r) NF CUNF = A,
y en consecuenciad € T (dr).

Ya hemaos visto que los abiertos de un subespacio no necesat®@ son abiertos
en el espacio entero. El siguiente resultado clarifica cuastb ocurre.

Proposicion 2.6.1 SeaY un subespacio d&. Si A C Y es abierto (resp. ce-
rrado) enY e Y es abierto (resp. cerrado) eX, entoncesA es abierto (resp.
cerrado) enX

Finalmente tenemos la siguiente propiedad de transitivida

Proposicion 2.6.2 Un subespacio de un subespacio es un subespacio del espacio
entero.

2.7 Axiomas de separadn

Hasta ahora el nico requisito sobre una topologia hassitisfacer su definicion.
Sin embargo, existen ciertas caracteristicas adicisrtple son deseables de tener
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en la topologia que se esta utilizando para el analisisdesituacion en particular.
En esta seccion discutiremos los llamados axiomas deazparde Alexandroff

y Hopf, los cuales tienen que ver con c’'omo se distribuyenctoguntos abier-
tos de modo que sean capaces de “separar” diversos tipobctmguntos. Como
veremos a travez de algunos ejemplos, siempre es posibbmtesaicun espacio
topolbgico queno satisface las propiedades descritas en los axiomas deasepar
cion. Sin embargo, usualmente en las aplicaciones ladgmolque se “impone”
naturalmente si satisface al menos una propiedad de s&panaor muy débil que
sea. A modo de ilustracion, observamos que un espacigcméttisfacdodoslos
axiomas de separacion que veremos.

Definicion 2.7.1 Un espacio topdlgico (X, 7") se diceTO siVz,y € X conz #
y, AU € Ttqobienzt e Ueye X \Uobienz € X \UeyeU.

Ejemplo2.7.1 e DadoX # &, (X,{a,X}) noes TO. Es decir la topolog
grosera tiene “muy pocos” abiertos como para poder sepanantps.

e El espacio de SierpinsKi{0,1}, {2, {0},{0,1}}) es TO.(basta tomar UE
0}).

Definicion 2.7.2 Un espacio topdigico (X, 7") se diceTl siVz,y € X conz #
y, A, VeTtqrelU, ye X\UeyeV,ze X\V

Ejemplo 2.7.2 El espacio de Sierpinskioes T1 pues dlnico abierto que contie-
ne a 1 es{0,1} que tamb&n contiene al 0. Sin embargo, si8, 1} lo dotamos
de la topologa discreta({@, {0}, {1}{0,1}}) entoncesises T1. Como ejercicio
gueda verificar que T2TO.

Teorema 2.7.1Un espacio topdigico (X,7) esT1siy Dlo siVe € X, {z} =
{z}

Definicion 2.7.3 Un espacio topdlgico (X, 7) se diceT2 o Hausdorffsi Vz, y €
Xconz#y, AU, VeTtqrelU, ye VYUNV #9o

Lo anterior es equivalente a pedir que{8l, } .« x es una base de vecindades en-
toncesvz,y € X, IV, € B, 3V, € By talesquéd/, NV, = &

Ejemplo 2.7.3 e SeaX un conjunto infinito dotado de la topol@y“cofinita”
definida por

T={uC X |X\U esfinito} U {o}
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e R con la topoloda usual es Hausdorff o T2: seany € R conxz # y,y
definamog = |z — y|/2. Entonces/, =]z — e,z + e[y V, =]y — e,y + €]
separanz ey puesV, NV, = @

Definicion 2.7.4 e Un espacio topdlgico (X,7) se diceregular si Vz €
X,VF C X \ {z} conF cerrado,3U,V € T talesquer € U, F CVy
uonv =g

e (X,7T)sediceT3 siesun espacid2 regular.

Teorema 2.7.2Un espacio topdlgico (X, 7) es regular siy8lo siVz € X, VU €
TconzeU,IVeTtalquercVCV CU

Ejemplo 2.7.4 R con la topolog'ia usual es regular (jVerificarlo!).

Definicion 2.7.5 e Un espacio topdlgico (X, 7') se dicenormal siVF;, F, C
X cerrados confy N Fy, = @, 3G1,Go € T, disjuntos , tales qué’ C
G, F, CGs

e (X,T) sediceT4 sies un espaci®2 normal

Teorema 2.7.3Un espacio topdlgico (X, 7)) esnormal siy8losiVF C X, VU €
TconFCU, IVeTtalqueFCVCV CU

Curiosamente, la implicaciori X, 7) normal=- (Y, 7y') normal] en general no es
cierta, pero la construccion de contra—ejemplos requietepologias complicadas
(sobre los ordinales por ejemplo) y no lo haremos.

Obviamente, se tiene que B 3=T2=T1=TO0

Antes de finalizar esta seccion, daremos algunas camatEmes equivalentes y
propiedades de los espaciosHieusdorffo T2, las cuales bastan para asegurar que
ciertos comportamientos “patolégicos” no ocurren.

Teorema 2.7.4 Las siguentes propiedades son equivalentes
1. (X, T) es Hausdorff

2. Ve € X,Vy#x, ANEN,(T) |ye X\ N
3. Ve e X, N{N | N € No(T)}z}

Teorema 2.7.5Sea(X, T') un espacio de Hausdorff. Entonces:
1. Todo subconjunto finito es cerrado

2. z es un punto de acumulaixi (o de adherencia) d¢ C X,i.e.z € A’,siy
solo siVN € N,(T), NN Aesfinito. (Toda vecindad decontiene infinitos
puntos deA).
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2.8 Convergencia: sucesiones y redes

La nocion de convergencia aparece en el Analisis cuandoequos formalizar la
idea de “acumularse” en torno a un punto, En el cas& ¢e R"™) con la topologia
usual,lo anterior se lleva a cabo en base al concepsuciecdn. En efecto, dado

z € R tenemos qug]z — <,z + 1[},>; constituye una base de vecindades de
x, por lo que para “acumularse en torna’abasta con tener un puntg, en cada
uno de estos intervalos; asi como cualquiee N, contiene a todos los interva-
los |z — %, x + %[ a partir de ciertar suficientemente grande, diganios > ng
para ciertong, entoncese,, € N, Vn > ng. Como ademas se puede escoger la
sucesi’'on de modo tal que, # =z, Vn > 1, entonces concluimos que es posi-
ble acumularse en tornozasin ser jamas igual a él, estando tan cerca demo
queramos. Aunque algo vaga, esta breve discucion nos teeanenturar que el
concepto de sucesion sera muy (til para describir lagigades topologicas de
R, 0 mas generalmente de cualquier espacio topologico quadampunto admite
una base numerable de vecindades. Sin embargo, tambiempeddivinar que
cuando no contemos con bases numerables de vecindadsescéssones no seran
suficientes para caracterizar todas las propiedades quimteossan, por lo que
sera necesario introducir un nuevo concepto mas adeqedodiscutir la “con-
vergencia” en tales espacios.

Definicion 2.8.1 (Suce$in) Una Sucedin { X, },cn €n un conjuntoX es una
funcibn o: N — X tal queVn € N, ¢(n) = z,.

Decimos que una sucesigiX, },en convergeaz € X para una topologid en
X si

(VN € Nz(T))(Fng € N) : Vn > ng, z, € N,

lo que anotamos simbblicamente [ZZQLI‘I> T. cuando la topologia se subentiende
sin ambiguedad, escribimos simplemente— 7.
Decimos qu€ X, },cn Seacumulaen X si

(VN € Nz(T))(Vng € N)(In < ng) : z, € N.

Cuandoz,, — 7 decimos qué& es un punto limite de la sucesigiX,, }, mientras
que cuandd X, } se acumula em, decimos qué& es un punto de acumulacion de

{Xn}

Teorema 2.8.1Sea(X,7T) un espacio topdigico. Siz € X admite una base
numerable de vecindadésv,,} C N, entonces:

VACX,[r€ A < FH X} nen CA| 2, — 1]
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Definicion 2.8.2 (Redes)Un conjuntoD con una reladdn < se dice dice dirigido

Sl

1. D #+ .
2. < es un preorden el (refleja y transitiva).

3. (Va,be D)(Fc€e D)axcAb<c

Una red{X,};cp en un conjuntaX es una fundén ¢: D — X con (D, <) un
conjunto dirigido y tal qué/i € D, x; = ¢(i).

[Algunos autores escribdi X; };c p, <) para enfatizar la dependencia de lared del
preorden considerado éh nosotros no lo haremos asi para simplificar la notacion,
pero esta dependencia debe tomarse siempre presente].

Decimos qu€ X, };cp converge & € X para una topologid en X si

(VN € Na(T))(Jio € D) | ¥j 3 io, 5 € N,

y escribimost; 1 %o simplementer; — 7.
Similarmente decimos que la ré&; };c p se acumula el € X si

(VN € Nz(T))(Vi € D)(3jo = i, zj, € N,

y escribimose; < T

Ejemplo 2.8.1 e El conjunto de los n'umeros natural@$ dotado del orden

usual es dirigido. Una red con dominid = N es simplemente una suce-
si'on y las definiciones de convergencia y de acumularsereon gun punto
coinciden.

Sea(X,7T) un espacio topol'ogico y sea € X. Si B, es una base de
vecindades e (por ejemplo:B, = N, 0B, = {U € T | z € U}) entonces
(B;, D) es dirigido. En efecto, # @ por base,D es un preorden y si
Vi,Va € B, entoncesdV € B, tal queV C V; N V; (por BN2) y ’este
satisfacel’; DV AV, D V.

Si X tiene la topologa grosera{, X}, entonces/z € X, N, = {X}y
por lo tanto toda red converge a todoe X.

Si X tiene la topologa discretaP (X ) entonce®/z € X, {z} € N,y porlo
tanto una red{x; };cp converge a siy s’olo sidiy € D: Vj = ig,x; = .
(red estacionaria a partir déy). Similarmenter; o« z siy s'olo siVi €
D djo =i @ zj, = .
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e SiX esun espacio topogico arbitrario, un ejemplo importante de red con-
vergente es el siguiente: Dado € X y B, base de vecindades deor-
denada seguRupseteq de modo qués,, 2) es un conjunto dirigido. Sea
¢: B, — X una funcon de selecéin: YV € B,, (V) C V. enton-
ces la red{z,}vep, conz, = (V) satisfaceryy — z. En efecto, dado
N e N, 3V € B, talqueV C NyVvVV' € B, conV’' C V tenemos
z, e V'CV CN.

Teorema 2.8.2Sea(X, T) un espacio topdigico. Entonces:
(X, T) es Hausdorft= Toda red enX converge a lo ras a un punto.

Teorema 2.8.3Sea(X, 7') un espacio topdigico y sead C X . Entonces
1. Vz € X, v € A< F{x;}iep red end tal quexr; — .
2.Vr e X, z € A' & FH{xz;}icpredend\ {z} tal quex; — z.
3. Aescerrado= 3{z;}icp redend, Ve € X;[z; -z =z € A

Definicion 2.8.3 (Subredes)Una red{Y;}cr (con(E, <) un conjunto dirigido)
se dice subred déX;};cp (con (D, <) un conjunto dirigido) sidf: F — D
(funcibn de combio de 'indice) tal que

l.y=zof,ieyj=xzs;, V€L

2. (Vie D)(3jo € E)(Vj € E) : j =" jo = f(j) = i (cuandoj crece,f (j)
tambien)

Observacbn: una subsucesion de una sucesfan },cn €s una subred, pero la
reciproca no siempre es cierta.

Proposicion 2.8.1 Sea(X, 7) un espacio topdigico y sed z; }icp C X unared.
Entoncesr; o z € X, i.e. z es un punto de acumula@ei de{x;};cp, Si'y Dlo si
existe{Y; };cr subred de{z; };cp tal quey; — =.

Proposicion 2.8.2 Sea(X, 7) un espacio topdigico y sed z; }icp C X unared.
Entoncesr; — « siy 9lo si para toda subredY;};cr de {z;}icp existe una
subred{z; }rer de{Y;} cr tal quez, — =

¢ Y que ocurre con las sucesiones? Como ya hemos visto, emlgembastan para
describir todas las propiedades topologicas de un espagas puntos no admiten
bases de vecindades numerables. Mas aln, las sucesiessaeios topologicos
generales pueden exibir ciertos comportamientos patalégcomo lo muestra el
siguiente ejemplo de R. Arens.
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Ejemplo 2.8.2 SeaX = N x N dotado de la siguiente topolay

e Si(m,n) # (0,0)entonces (m,n)} es abierto (y define una base de vecin-
dades ddm, n)).

e Las vecindade¥ C N x N de(0,0) son los conjunto$” que satisfacen la
sguiente condiéin: (0,0) € V yVn € N, salvo tal vez un n'umero finito de
ellos, el conjuntgm € N | (n,m) ¢ V'} es finito.

Las siguientes afirmaciones quedan como ejercicio

1. Lo anterior define una topolog@& en N x N. el espacio(N x N,7) es
Hausdorff.

2. Ninguna suceén enN x N\ {(0,0)} converge &0, 0)

3. Existe una sucesn enN x N\ {(0,0)} que converge &), 0) pero no tiene
subsucesiones convergente)a)).

De este modo en un espacio topolégico general pueden habtesienes que se
acumulan en torno a un punto y que sin embargo no tienen rangulmsucesi'on

gue converge a dicho punto. Sin embargo, las sucesionesheméales comporta-

mientos patologicos cuando se trata de otras propiedaciesnolo el espacio tiene
propiedades adicionales, como lo establece el siguiestdtaeo:

Teorema 2.8.4Sea(X, T') un espacio topdlgico y{z, }nen Una sucesin enX.
Entonces

1. Paratoda subsucesi {z,, }ren:

o (zp =)= (Tn, = )

o (v, xz)= (2, X1)

2. z, — x si'y Dlo si toda subsucesi {z,, }ren contiene a su vez una sub-
sucesdhn {3”% hen tal quezn, —

3. Supongamos que admite una base numerable de vecindades. Entonces
zn o x Si'y s'olo si existe un subsucesi'qm,, }rcn tal quez,, — x

Observacbn: En particular, la propiedad 3 es v'alida para tadg (X, 7) es un
espacio m'etrico (i.e T=T(d) para alguna m’etrica’h
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2.9 Compacidad

En esta seccion estudiaremos los espacios topolodgicopamios, que juegan un
rol fundamental en practicamente todas las ramas de lasnmagtas pues la pro-
piedad que los distingue esta asociada a los resultadesxdgehcia”. Por ejem-
plo, enR con la topologia usual la compacidad es lo que hace que®mats’
continuidad uniforme funcione, asegurando la existeneimé@ximos y minimos.

Definicion 2.9.1 Sea(X, 7") un espacio topdigico y sea{ A;}icr C P(X) una
familia de subconjuntos d&. Decimos que{A;};cr €s un recubrimiento d&
si X = U;crA;. Este recubrimiento se dice abiertoNsi € 1,4, € 7.SiI es
finito entonces se dice que el recubrimiento es finito. Unesuliirimiento es una
subfamilia{A;};c; conJ C I tal que{A;};c; tambien es un recubrimiento dé&
M’as generalmente, un refinamiento {i&; } ;< es otro recubrimientd B, } ¢, tal
que(VA € Lambda)(3i € I)By C A;.

Definicion 2.9.2 (Compacidad)Un espacio topdlgico (X, 7') se diceCompacto
si todo recubrimiento abierto d& contiene subrecubrimiento finito.

Ejemplo 2.9.1 e — Siaceptamos que como subespacio togmjico dota-
do de latnica topologa posibleP(2) = {@} entonces evidentemente
(@,{o}) es compacto

— Mas generalmente, ${ es un conjunto fin'ito entoncé, 7) es com-
pacto para todas las posibles topolag 7.

e —Rconla topologip usual no es compacto pues
{l =n,n[ln e N}

es un recubrimiento abierto numerable que no admite iningubrecu-
brimiento finito.

— (R, T)conT = T({[a,b]] a < b}) no es compacto pues el recubri-
miento abiertd—n, n[ no contiene subrecubrimientos finitos.

— (R, cofinita) con cofinita= {A C R | Aes finitd es compacto; en
efecto, cualquier mienbrd; de un recubrimiento abierto dR satisfa-
ceRR\ 4; finito y por lo tantoR \ 4; es& contenido en una uén finita
de otros miembros del recubrimiento original. Similarnesatialquier
subespacio topoébico de(RR, cofinita) es compacto.

Observacbn: En general, la compacidad no es una propiedad hereditasiau-
bespacios de un espacio topolbgico compacto no son negasate compactos. A
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modo de ejemplo, veremos que consistentemente con la tdogia usualla, b]
es un subespacio compacto(@e 7usual), Sin embargda, b[ no es compacto (como
subespacio dg:, b], que por transitividad, es lo mismo que

En efecto,{[a,b — (”Q_n“) [| » € N} es un recubrimiento abierto de, b que no

contiene ningln subrecubrimiento finito.
Los ejemplos y observaciones anteriores motivan la sitgii@efenicion:

Definicion 2.9.3 Un subconjuntdy” C X se dice compacto efX, 7) si (Y, Ty)
es compacto, dondg- es la topolofp traza deT enY. De manera equivalemnte,
Y es compacto efiX, 7") si y Dlo si toda familia{ A; }icr C T conY C NicrA;
admite un subrecubrimiento finito déi.e. 3J C I finito tal queY” C Ujc s A;.

Con esta definicion podemos decir gaees compacto en cualquier espacio to-
polbgico, lo mismo que un conjunto finito siempre es compaatun e.t,

Es posible dar una caracterizacion equivalente a la cogga@n t'erminos de
intersecciones de conjuntos cerrados.

Definicion 2.9.4 SeaX un conjunto W 4; };cr una familia de subconjuntos de€.
Decimos qu€d 4; };cs tiene la propiedad de intersecxi finita o(PIF) si (V.J C I
finito ) Njcs Aj #* .

Proposicion 2.9.1 Sea(X, 7') un e.t. Son equivalentes:
1. (X, T) es compacto

2. Toda familia{F;};c; de subconjuntos cerrados d€ que tiene la(PIF)
satisfacen;c 1 F; # @.

Teorema 2.9.1 1. Si(X,T) es compacto ¥ C X es cerrado, entoncel es
compacto.

2. Si(X,T) es compacto y Hausdorfff C X es compacto, entoncés es
cerrado

Proposicion 2.9.2 Sea(X, 7') un espacio topdigico Hausdorff.

1. SiA, B C X son conjuntos compactos éX,7) tales queA N B = &,
entonces existetl, V € T talesqueAC U, BCVyUnNnV =y

2. SIK C X escompacto efiX, 7") con este 'ultimo espacio regular, entonces
YVUeTconK CU,IVeTtalqueKCVCVCU

3. Seaw, un ordinal inicial y sea{ K, | 1+ < wp} una familia no—creciente de
subconjuntos compactos no Waede X, i.ey < v = Ku C K,,. Entonces:
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(@) C = Ny<w, K, es no vac’io y compacto (Teorema de Cantor)
(b) Para todo abiertdJ D C, existeny < wp tal queVu < wy, F, C U.

Teorema 2.9.2Un espacio topdlgico (X, 7') es compacto si yodo si toda red en
X tiene al menos un punto de acumutati(i.e admite una subred convergente)

Teorema 2.9.3Sea(X,7) un espacio topdlgico compacto. Entonces una red
(resp. una sucedn) de puntos eX converge at si'y 9lo siz es ellnico punto
de acumuladn de la red (resp. la sucési).

Teorema 2.9.4 (Bolzano—Weierstrasspea(X, d) un espacio ratrico. un sub-
conjuntoY C X es compacto efiX,d) si y Dlo si toda sucesin de puntos el
admite al menos un punto de acumuéacii.e tiene una subsucési convergente).

Definicion 2.9.5 Un espacio ratrico se dice precompacto si es posible recubrirlo
con un rumero finito de bolas abiertas de radio arbitrario pero fijorpdodas las
bolas.

Proposicion 2.9.3 Todo espacio g&trico precompacto es separable; en particular
posee una base numerable de abiertos.

Teorema 2.9.5 (Heine—Borel-Lebesgue$ealR co la topologa usual. Entonces
K C R es compacto si yado si es cerrado y acotado.

2.10 Continuidad

Hasta ahora hemos considerado las propiedades topaédgcan espacio dado.
Ahora nos interesa poder relacionar las propiedades deifle®mtes espacios
topologicos. SeaiX,7)y (X’,7') dos espacios topologicos y consideramos
una funcionf: X — X'. Recordemos que ésta induce a su vez dos funciones
f:P(X) - P(X)y f~h: P(X') — P(X) llamadas funcibn imagen y pre—
imagen respectivamente. De estais! parece ser la mas apropiada para relacionar
las topologias pues preserva las operaciones de uni'dersécci’on utilizadas en

la definicibn de una topologia. Asi las funciones que mbsrésan son aquellas
que satisfacerf ~!(7”) C T de modo quef !|r: 7' — T.

Definicion 2.10.1 Sean(X, 7)) y (X', T') dos espacios topogicos. una funéin
f: X — X' se diceContinuasi Vu € T, f~'(U) € T. (i.e. la preimagen o
imagen inversa de un abierto éff es a su vez un abierto ex).

Ejemplo 2.10.1
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Notacion: Escribimosf: (X,7) — (X', T') para enfatizar la dependencia para
la continuidad de las topolog'ias consideradas. si agtasds estan implicitas,
escribimos simplementg: X — X'.

Proposicion 2.10.1 Composid@n Si
(X, T)—= (X', T)yg: (X', T'") = (X", T") son continuas entonces

of:t (X, T)—= (X", T")
es continua.
Restricion del dominio Sif: (X,7) — (X', 7') es continua & C X entonces
fly: (V\Ty) = (X', T)
es continua
Restriccion de laimagenSi f: (X,7) — (X', T’) es continua entonces
f (X T) = (F(X), Tiix))
es continua.

Teorema 2.10.1Seaf: (X,7) — (X', T') una funcén. las siguientes propieda-
des son equivalentes:

1. f es continua.
2. VF C X' cerrado,f ' (F) es cerrado el X, 7).

3. Laimagen inversa de cada miembro de una subbase (0 base ) }a 7”)
es un abierto erf X, 7) ( no necesariamente un miembro de una subbase o
base para X, 7))

4.Vr € X, VN' € Ny(5)(T"),3N € No(T) | f(N) € N’
5. f(A) C f(A) paratodoA C X
6. f~1(B) C f~'(B) para todoB C X'

Observacibn: En (4) basta tomalN’ en un sistema fundamental de vecindades de
f(x). (o base de vecindades que es lo mismo).

La propiedad (4) anterior caracteriza la continuidad dewncifon a partir de un
comportamiento “local”, motivando la siguiente definiciio
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Definicion 2.10.2 Una funcbn f: (X,7T) — (X', 7') se dice continua em, €
X si

VYN' € Ny(z0), AN € Nyy 1 f(N) C N' (& VYN' € Ny, fYN") e Ny)

Desde este punto de vista, la equivalencia<dt> (4) en el teorema 2.10.1 dice
gue una funcibn es continua ssi la funcion es continua éa panto del espacio.

Ejemplo 2.10.2

Proposicion 2.10.2 Sean(X, 7'), (X', T') dos espacios topogicos. una funéin
f: X — X' es continua en;y € X ssiparatodaredz;},cp enX, z; = zp =

(i) = f(xo).

Observacbn: En el caso de espacios métricos, la proposicion antesoralida
con “red” reemplazado por “sucesion”.

Proposicion 2.10.3 Una funcbn f: (X,7) — (X', T') se dice abierta (resp ce-
rrada) si la imagen de cada conjunto abierto (resp cerrada)&

Ya hemos visto que una funcion continua no necesariameatgerta (ni cerrada)
y que una funcion abierta (o cerrada) no tiene por qué sgime@m. El siguiente
ejemplo muestra que en general una funcién abierta noiteesescerrada, de don-
de se concluye que los conceptos “funcion abierta”, “fanaerrada” y “funcion
continua” son independientes.

Ejemplo 2.10.3

Proposicion 2.10.4 Seaf: (X,7T) — (X', 7') una funcon cerrada (resp. abier-
ta). Dado cualquier subconjuntd C X'y cualquier abierto (resp. cerraddy tal
quef!(A) C U, existe un abierto (resp. cerrad®) D Atal quef (V) C U

Teorema 2.10.2Seaf: (X,7) — (X', 7') una funcon. Las siguientes propie-
dades son equivalentes:

1. f es abierta
2. f(Int(A)) C Int[f(A)]
3. SiB es una base de abiertos (&, 7) entonces¥U € B, f(U) € T'

4. Vz € X,YN € N, IN" € Ny : N' C f(N)
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2.10.1 Homeomorfismo

Definicion 2.10.3 (Homeomorfismo)Una funcbn biyectiva y continug: (X,7) —
(X', T tal queft: (X', 7") — (X, T) tambén es continua, se llamdomeo-
morfismode (X, 7") sobre(X’,7"), en cuyo caso se denot&,7) = (X', 7")y
se dice que ambos espacios son homeomorfos éntre s

Ejemplo 2.10.4

Observemos que un homeomorfismo es una funcion abiert@Eiggra la continui-
dad de la inversa), por lo que $i (X,7) — (X',7') es un homeomorfismo
entonces se tiene simultaneamente dos biyecciones, ugaesphacios y otra entre
topologias. En efecto, tangx X — X' como la funcion inducidg|7: 7 — T’
son biyectivas. En particular cualquier propiedad &@e7 ) expresada en términos
de operaciones conjuntistas de conjuntos abiertos (esto@gjuier propiedad to-
pologica dg( X, 7") ) es también valida par@”’, 7”). Esto motiva lo siguiente:

Definicion 2.10.4 Una propiedadP de un espacio topobico se dice “propiedad
topologica” o “invariante topolbgico” si P se preserva (no véa) bajo homeo-
morfismos.

Observacbn: La propiedad de ser homeomorfos define una relacion deaqui
lencia% en la clase de todos los espacios topologicos. Las claseguikalencia
asociadas a esta relacion se llaman “tipos de homeomosdisme modo que la
topologia estudia los invariantes de los tipos de homefisnuos.

Los homeomorfismos pueden ser (tiles para reducir un pnzbtiado a uno mas
simple: un espacio topoldgico cuya construccion apareahte es muy compli-
cada puede ser eventualmente homeomorfo a uno mas fandglisodo que las
propiedades topologicas se pueden determinar de marsyraimple. Desafortu-
nadamente, mostrar que dos espacios topologicos son hwrfes es en general
un problema dificil. Sin embargo un problema que es algo nggls que el an-
terior y a veces mas importante, consiste en determinaossiedpaciosio son
homeomorfos, lo que se suele llevar a cabo exibiendo uniamtarque es poseido
por s6lo uno de los dos espacios.

Caracterizacion y propiedades de los homeomorfismos

Teorema 2.10.3Seaf: (X,7) — (X', 7') una biyecddn. Las siguientes pro-
piedades son equivalentes:

1. f es un homeomorfismo

2. f es continua y abierta
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3. f es continua y cerrada

4. f(A) = f(A) paratodoA C X

El siguiente resultado es (til para establecer que unadrtada es un homeo-
morfismo

Teorema 2.10.4Seanf: (X,7) — (X', T")yg: (X', T") — (X,T) dos fun-
ciones continuas tales qye>o f = Idy y fog =Idxs . Entoncegy = f~'y fes
un homeomorfismo.

Observacbn: Aunque trivial hemos querido enunciar este resultado:dadsmica
técnica general para probar que una funcioes un homeomorfismo es simple-
mente exibir una inversa continua. Para los subespaciofpos tenemos

Teorema 2.10.5Seaf: (X,7) — (X', 7') un homeomorfismo. Si C X
entonces tantqf|4: (A4,7a) — (f(A), T4)) cOMOflx\a: (X \ A, Tx\a) —
(X"\ f(A), )’(,\f(A)) son homeomorfismos.

Finalizamos esta seccibn estudiando que ocurre con laamdgu bajo transfor-
maciones continuas.

Teorema 2.10.6Seaf: (X,7) — (X', 7') un funcbn continua. Supongamos
que (X, T) es compacto yX', 7') un e.t. cualquiera. Entonceg(X) es com-
pacto como subespacio topgico de(X', 7).

Corolario 2.10.1 Seaf: (X,7) — (X',7') una biyecdn continua. Supon-
gamos qug X, 7) es compacto y queX’, 7') es Hausdorff. Entoncef es un
homeomorfismo.

2.11 Topologia inducida por una familia de funciones

SeaX un conjunto,el cual queremos “topologizar” siguiendo gugnte criterio:
dada una familia de funciones

{fitier, fi: X =Y;

con (Y;, 7;) espacios topolbgicos, nos interesa construir una topoibgen X de

modo tal quevi € I, f;: (X,7) — (Y;,7;) sea continua. Una manera trivial
de realizar lo anterior es tomar simplemefite= P(X), pero claramente esta
alternativa esta lejos de ser satisfactoria en generaprdiilema es en realidad
encontrar la “mejor” topologia posible (la mas peque’naenos fina) que tenga
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la propiedad buscada. Observemos que en principio no es gbeital topologia
exista. Responderemos el problema de la existencia deluopdéogia y de como
obtenerla simultaneamente. Primero, para fjuga continua dada una topologia
T enX debe tenersg; ' € (T;) C 7. Por lo tanto, toda topologf& que satisfaga
la propiedad requerida es tal que

ToA=F T =7 W) lie LV eT)

el

y en particular7 O T (A), la topologia generada pot. La topologia buscada es
entonces] (A), que a veces se dendt@ ({ f; }icr)) para hacer explicita la depen-
dencia de la familia de funciones.

Ejemplo 2.11.1

Observacbn: En general, si hay mas de una funci'on £f)};c; entoncesd =
Uierf; 1(Ti) = {f; '(V) | i € I, V € T;} no es topologia y es necesario tomar la
topologia generada pot

2.11.1 Topologa producto

Proposicion 2.11.1 Seanf;: X — Y; funciones €Y, 7;) espacios topdigicos,
i € I. Sea(T ({fi}ier)) latopoloda inducida por{ f;};cr en X. Entonces:

1. Si(Z,Tz) es un espacio topdgico entonceg: (Z,7z) — (X,T) es con-
tinua siy $lo si

Viel, fiof:(Z,Tz) — (Y, T;)

2. Unared{z;};cp enX converge ar € X <= Vi € I, fi(z;) = fi(x)
eny;

3. Si{fi}tier “ separa puntos enX” (i.e. Vz,y € X conz # y, 3i € I |
fi(x) # fi(y) enY;) entonces:

Vi e 1, (Y;, T;) es Hausdorfe= (X, T) es Hausdorff
Ejemplo 2.11.2

Proposicion 2.11.2 Sea(X, 7) = ([[;c; Xi, [Lic; 7i) un espacio producto. En-
tonces:

1. Vi € I, la i—ésima fundin proyecdn p;: X — X; es continua y abierta.
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2. (X,T) es Hausdorft= Vi € I, (X;,7;) es Hausdorff.

3. Si(Z,Tz) es un espacio topogico entonceg: (Z,7z) — (X, T) es con-
tinua <= Vi € I, la funcion coordenada iesimaf; = p;o f: (Z,Tz) —
(X;,T;) es continua.

4. Una red{xf}jeD converge ar € X <= Vi € I, la coordenada iésima
z! = p;(27) converge a; = p;()
5. SiA; C X; entonced [;.; Ai = [];c; A;. En particular, el producto de ce-

rrados es cerrado (a diferencia de lo que ocurre con el pradule abiertos
gue en general no es abierto).

6. SiA; C X;y T, eslatopologa traza de7; sobreA;, entonced [;.; T4, =
Tniel 4, €s decir, “el producto de la topolag traza es la traza de la topo-
logia producto”

Definicion 2.11.1 Sea]],.; X; un producto cartesiano arbitrario y seg’ =
(y?)icr un punto dado. Pracadg se define el corte efi],.; X; a travez dey”
paralelo aX; como

Cy%4) = X; x [TV [ X
ij icl

Ejemplo 2.11.3

Teorema 2.11.1Lafuncbne;: X; — C(y°;4) dada pore;(z) = {x}xni#{yg}
es un homeomorfismo.

Teorema de Tychonoff

Teorema 2.11.2 (Tychonoff)Sea{(X;, 7;) }icr una familia de espacios togugicos
no vados. Entonces$] [;; Xi, [[;c; 7i) es compacto si yodo siVi € I, (X;, T;)
es compacto.

Corolario 2.11.1 Un subconjunto d&k™ (dotado de la topolog usual) es com-
pacto si y 8lo si es cerrado y acotado.
2.11.2 Topologa cuociente

Ahora estudiaremos el caso en que el espacio a topologiaadosuna familia
de funciones es el espacio de llegada. Mas precisamenté(Xed/;)};cr una
familia de espacios topolbgicos y consideremos una fard#ifunciones

{fitier, fi: Xi =Y,
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conY un conjunto fijo. queremos dotar}a de la mejor topologi& que haga

fit (X3, T;) — (Y, T) continua para tode € I. Evidentemente si tomamos la
topologia groserd = {@, Y } entonces se tiene la continuidad de las funcighes
pero en general esta topolog’ia no sera satisfactoridg jpoie buscamos refinarla

lo méas posible. Se@ una topologia que satisface la propiedad buscada, tenemos
que7T C{V CY |Viel, f'(V) € T;}. Mas ain, la familig VV C YV | Vi €

I, fz.‘l(V) € T;} es una topologia el (jverificarlo!) y obviamente satisface

la propiedad que nos interesa. llamamos a esta Ultima @dgia inducida por
{fi}ier y la denotaremod({ fi}ier)

Proposicion 2.11.3 SeaY dotado de la topolog inducida por una familia de
funcionesf;: X; — Y,i € I con(X;, 7;) espacios topdlgicos. Entonces:

1. g: (Y,T)— (Z,Tz) es continua ssivi € I,g o f; es continua

2. F CY escerrado ssivi € I, f; *(F) es cerrado er{X;, 7;).

60



Ejemplo 2.11.4 (Topologa Cuociente)

oril
L3
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Proposicion 2.11.4 Sea(X, 7)) un espacio topdigico, R relacion de equivalen-
ciaenXyf: X — Y unafuncon compatible corR, i.eVz,z’ € X, 2Rz’ =
f(z) = f(2'). Entonces existe urniica funcéon f: X/r = Ytalquef = fop
dondeyp: X — X/ es la sobreyecon carbnica. Aderas, f: (X/», T)r —
(Y,T) es continua ssi.f: (X,7) — (Y,7y) lo es. Mas &n, toda fundn
g9: (X/»,T)r — (Y, T) continua es de la forma = f paraunatnicaf: (X,7) —
(Y, 7y) continua.

2.12 Conexidad

Intuitivamente, un espacio es conexo si consiste de und'gielza” en lugar de
varias partes por separado. Laformalizacion de esta siitigh permite desarrollar
ciertas herramientas topolodgicas muy interesantes aisen”

Definicion 2.12.1 (Espacio conexoyn espacio( X, 7) se diceConexosi no ad-
mite una partiobn formada de dos subconjuntos abiertos (ndiegy disjuntos).
Un subconjuntd” C X se dice conexo giY, 7y) es conexo como subespacio de
(X, 7).

Ejemplo 2.12.1

Obsevemos que como los cerrados son los complementos dado®s, un espa-
cio conexo tampoco se puede descomponer en dos subcorjentados no vacios
y disjuntos.

Proposicion 2.12.1 Son equivalentes

1. X es conexo

2. LosUnicos subconjuntos d€ que son simultaneamente abiertos y cerrados
songy X

3. Sif: (X,T) — ({0,1},{o,{0},{1},{0,1}}) es continua entonca® es
sobreyectiva.

La conexidad es un invariante topolégico, mas aln, se ¢t siguiente resultado:

Teorema 2.12.1La imagen continua de un espacio conexo es conexa. es decir, s
[+ (X, T)— (X', T es continua yX es conexo, entoncgg X ) es conexo.

Corolario 2.12.1 (Teorema del valor intermedio) Sif: X — R es una funci’'on
continua uX es conexo entoncgsoma todos los valores entre dos cualquiera que
asume, i.e. sf(z) = ay f(«') = bcona < b, entonces/c € [a,b], 2" € X |

") =
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Teorema 2.12.2Sea{A;}ic; C X una familia de subconjuntos conexos que tie-
nen al menos un punto en cam Entonces ;-7 A; €s conexo.

Teorema 2.12.3SeaA C X un subconjunto conexo. Entonces todo conjuBto
que satisfaced C B C A es conexo. En particular, la adherencia de un conexo es
conexo.

Teorema 2.12.4Sea{(X;, T;) }icr una familia de espacios topagicos. El espa-
cio producto (][] X;,[[ 7;) es conexo si y&do si (X;,7;) es conexo para cada
1€1

Corolario 2.12.2 R™ es conexo, asi como tanéi cualquier producto cartesiano
de intervalos.

Definicion 2.12.2 Un subespacidC, 7<) de un espacio topobico (X, 7) se di-
ce Companente conexa (C, 7¢) es conexo y no estincluido estrictamente en
ningln otro subespacio conexo.

Teorema 2.12.5Las componentes conexas @€, 7) forman una particdn del
espacio.

Definicion 2.12.3 Un espacio topdigico (X, 7") se diceContinuosi es compacto
y conexo.

Definicion 2.12.4 e Sea(X, T) un espacio topdlgico yz,y € X.Un camino
en(X,T) dex ay es una fundn continuaf: [0,1] — X tal quef(0) = =
yf) =y

e (X, T) se diceConexo por caminosi cada par de puntos ek puede unirse
mediante un camino (X, 7)

Proposicion 2.12.2 Si (X, 7) es conexo por caminos entonces es conexo.
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Figura 2.1: Conjunto conexo penm CoNexo por caminos
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Capitulo 3

Completitud En Espacios
M étricos

3.1 Sucesiones de Cauchy y Completitud

Definicion 3.1.1 Una sucedin {z, },cn €n un espacio gtrico (E, d) es de Cauchy
Si

Ve > 0,3ng € N, : Vn,m > ng d(xn, Tm) < €

Proposicion 3.1.1 Toda sucegin convergente en un espaciétmico. (£, d) es de
Cauchy

Definicion 3.1.2 Un espacio rétrico se diceCompletosi toda sucegéin de Cauchy
es convergente.

Teorema 3.1.1R"™ con cualquier ratrica equivalente a la distancia Euclidiana es
completo.

Obviamente la completitud no es hereditaria a los subespati condiciones adi-
cionales: basta consideré, 1] como subespacio de. Sin embargo:

Proposicion 3.1.2 Sea(F, d) un espacio rétrico completo. Entonces, dado C
X, se tiene(F, dr) es completo sdi’ es cerrado er{E, d).

Teorema 3.1.2 (Cantor) Un espacio ratrico (E, d) es completo ssi cada vez que
{F,}nen €s una familia no—crecient@,,; C F,,) de subconjuntos cerrado y no
vados deF tal que li_)m d(F,) = 0, entonces,cn F), es un &ngleton.

n—oo

d(A) = sup{d(z,y) | z,y € A} y se conoce como elanetro deA.
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3.2 Aplicaciones de la completitud

Muchos problemas en matematicas pueden formularse coommtear un punto

x € F tal quef(z) = z para una funciorf: E — E'y (F,d) un espacio métrico.
Por ejemplo, supongamos qiiees un espacio vectorial normado y nos interesa
resolver la ecuacion de la fornté(z) = 0 para algun/': £ — E. Basta definir
f(x) = (I + F)(z) =z + F(x) para que el problema se escriba cofiio) = z.

Un puntoz con esta propiedad se llama punto fijofde

Definicion 3.2.1 Sea(E, d) un espacio rétrico. Una funddn f: £ — E se dice
unaContraccion(relativa ad) si da < 1 tal que

d(f(z), f(y)) < ad(z,y), VYz,y€E

Teorema 3.2.1Sea(E, d) un espacio rétrico completo yf: £ — E una con-
traccion relativa ad. Entoncesd!z € F tal quef(z) = z.

Observacbn:

e Mas adelante veremos una aplicacion de este resultad@xskencia de
soluciones de una EDO.

e La propiedad de ser contractante no se verifica con facijjdadalgunos ca-
S0s no se tiene, lo que ha motivando la extencion de estiga@sual menos
en lo que se refiere a la existencia del punto fijo, en divelisasaibnes.

Otra aplicacion es el teorema de Categoria de Baire

Definicion 3.2.2 Un espacio topdigico (X, 7) se dice espacio de Baire si toda
interseccbn numerable de abiertos densos esdenspXery).

Proposicion 3.2.1 Si (X, 7') es un espacio de Baire¥ = {F,, | n € N} esuna
familia numerable de subconjuntos cerrados(é&h 7") tal que

U F. =X,
neN

entoncesing € N tal quelnt(F,,) # &
Definicion 3.2.3 Un subconjuntad C X se dice conjunto frontera $it(A) = &,
lo que equivale a decir qud C Fr(A); A se dice de primera categier si es la

unién numerable de conjuntos frontera cerrados, ¥ sio es de primera categia,
A se dice de segunda catefgmr
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Proposicion 3.2.2 Si (X, 7') es un espacio de BaireA C X es de primera cate-
goria, entoncednt(A4) = &

Teorema 3.2.2 (Baire) Si (X, 7)) es un espacio completo entonces es un espacio
de Baire. En particularX es de segunda catedar

3.3 Compacidad y completitud
Dado(F, d) espacio métrico decimos queC F es acotado si(A) < +oo

Definicion 3.3.1 Un espacio rétrico (F, d) se dice precompacto o totalmente aco-
tado si para cada > 0 existe un recubrimiento abierto finito de mediantecon-
juntos de dametro< e.

Teorema 3.3.1Sea(E, d) un espacio rétrico. las siguientes son equivalentes:
1. (E,d) es compacto

2. (F,d) es precompacto y completo

Definicion 3.3.2 Un subconjuntad C X con (X, 7)) espacio topdigico se dice
Relativamente Compact y $lo si A es compacto efX, 7).

Proposicion 3.3.1 Sea(E, d) un espacio ratrico. A C E. Entonces:

1. A es precompacte= A es precompacto (ambos dotados de lasrioas
inducidas)

2. Si(FE,d) es completo entonces! es relativamente compacte A es pre-
compacto

3.4 Completacon

Sea(E, d) un espacio métrico. Supongamos g d) es completoy sed C E.
Si A no es cerrado entoncéd, d 4) no es completo per@A, d ;) silo es.
Notemos que la inclusioit A — A satisface

d(i(z),i(y)) = da(z,y) y quei(4) = A,
y ademag A, d ;) es el subespacio completo mas pequefio que contieAgda ).
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Definicion 3.4.1 Dos espacios Btricos (E1,d,) Y (Es, d2) se dicenlsométricos
si existe una funéin ¢: E; — F5 biyectiva tal que

V$ay € En, d2((p($), cp(y)) = dl(xvy)'

La funcbn ¢ se llama isometa y es un homeomorfismo entf&,, 7 (dy)) y
(E2, T (d2)). Silaisometa es solo sobreyectiva, entondds, d,) y (¢(Es), ds)
Si son isongtricos.

Notemos que con esta definicibn podemos decir que todosaitiesnétricd A, d 1)

de un espacio métrico completo es isométrico a un subiesganso de un espa-
cio completo, que resulta séd, d 7). En realidad esta propiedad es mas gene-
ral,comolo establece el siguiente resultado.

Teorema 3.4.1Todo espacio &trico (F,d) es isongtrico a un espacio #trico
denso de un espacioatrico completo. Ms precisamente, existe un espacktmco
completo(E, d), Gnico salvo isometa, y una inyec@n isongtrica

¢: (E,d) — (E,d)

tal quep(F) = E.

3.5 Espacio de funciones continuas
SeaX # @ unconjunto €Y, 7) un espacio topologico y consideremos el conjunto

FX,V)=Y¥=T[ Y ={f: X Y| fesfuncion},
reX

el cual puede dotarse de la topologia de la “convergenaitupli, que no es otra
cosa que la topologia producto, de modo tal que una red

{fitiep C F(X,Y)
converge & € F(X,Y) siy solo si
Ve € X, fi(z) = f(z).
Algunos subespacios interesantes son:
1. Si(X, 7x) es un espacio topologico definimos

CX,Y):={f: (X,Tx) — (Y,T)| fescontinua
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2. Si(Y,d) es un espacio métrico, definimos

B(X,Y):={f: X - Y| fesacotadp

3. Si(X, Tx) es un espacio topologico(&, d) es un espacio métrico

Co(X,Y):={f: X - Y| fescontinuay acotada

Los cuales podemos dotar de la topologia traza de la topofmgducto, i.e. la
topologia de la convergencia puntual.

En adelante supondremos i€ d) es un espacio métrico. DadAgy € B(X,Y),
definimos

doo(fr9) = sup d(f(z),g(z)),

la cual esta bien definida pues si fijamgse X tenemos que
d(f(z),g(x)) d(f (@), f(zo)) + d(f(z0), g(z0)) + d(g(z0), 9(x))
0(f(X)) +6(g(X)) + d(f (z0),g(x0)) < 00

Mas alnd: B(X,Y)xB(X,Y) — R+ U{0} es una métrica (jvericarlo!), luego
(B(X,Y),ds) €S un espacio métrico.

<
<

Proposicion 3.5.1 Si (Y, d) es un espacio étrico completo entonces
(B(X,Y),ds) tambin lo es. Mis din, si aderas(X, 7') esun espacio topogico
entonce<’,(X,Y) es un subconjunto cerrado €i8(X,Y), d); en particular,
(Ch(X,Y),d) €s completo.

Observacbn: En generalC,(X,Y) no es cerrado eB(X,Y) para la topolog'ia
de la convergencia puntual. Por ejemplo,

1
fn: ]07 1[_> R, fn(fp) = min{na ;}
converge puntualmentefdz) = %, que no es acotado.

3.6 Compacidad en(C(K,Y),dy): Teorema de Arzela—
Ascoli

En diversas aplicaciones del analisis la compacidad deosijimtos de espacios
de funciones juega un rol esencial. En esta seccion daremasiterio util en
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la practica para verificar la compacidad de subconjunta$(de Y') dotado de la
meétrica uniformed,, inducida por el espacio m’etricY, d) en el caso en que
(K, T) es un espacio topologico compacto. Ya hemos visto en lase(X:3) que
completo y acotado no es un buena caracterizacion (eroef#cubconjunto

{f €C(0, 15 R) [ [[flloo <1} € C([0,1;R)

es acotado y cerrado en un completo, luego completo sin gmbares compacto).
Por otra parte la caracterizacion completo y precompagtddtalmente acotado)
no siempre es facil de verificar directamente. Intentaresposvechar la estructura
particular deC(K,Y') para caracterizar la compacidad.

Definicion 3.6.1 (Equicontinuidad) Sea(X,7) un espacio topdigico e (Y,d)
en espacio fatrico. Un subconjuntod C F(X,Y) se dice equicontinuo si

(Ve > 0)(Vzp € X)(TV = V(zg,e) € Ny, )(Vz € V)(Vf € A)d(f(z), f(zo)) < e.
Notemos que sil es equicontinuo entonce$s C C(X,Y)

Teorema 3.6.1 (Arzela—Ascoli)Sea (K, 7) un espacio topdgico compacto e
(Y, d) un espacio ratrico completo. Un subconjuntd C C(K,Y)(= Cy(X,Y))
es relativamente compacto é0(K,Y'),d,) Siy s'olo si

1. A es equicontinuo

2. (Vz € K) el conjuntoA(z) = {f(z) | f € A} es relativamente compacto
eny.

3.7 Densidaden(C(K,R),||:||«): Teoremade Stone—Weierstrass

Definicion 3.7.1 (Espacio de BanachBeaFE un espacio vectorial (sobre el cuer-
po de los reales o los complejos). S]] es una norma er tal que el espacio
(E,]|-|]|) es completo, entonces se dice §&g ||-||) es un espacio de Banach

Observacbn: Si FF C E es un espacio vectorial cerrado(¥, ||-||) es Banach,
entonceg F, ||-||) también lo es

Definicion 3.7.2 (Algebra de funciones)SealK (= R 6 C) un cuerpo. Un sub-
conjuntoA C F(X,K), dondeX # & es un conjunto, se dicdgebra si:

1.VfgeA, f+geAyf-geA((f-9)(z) = f(z)-g(z)).
2.V eK,VfeA M\ € A
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Ejemplos:

e Los polinomios con coeficientes &(de una o varias variables) forman un
algebra.

e Sip € F(X,K) entonces el algebrd ms pequefia tal que € A esta
caracterizada por

Ao ={ Mo+ F+ 0" [n>1,A,..., )\, € K}

y se llama el algebra de funciones generadagp&e puede proceder de ma-
nera analoga para el algebra generada por la famjlia. . , ¢, de funciones
enF(X,K).

e Si(X,T) es un espacio topologic;(X,K) es un 'algebra.

Definicion 3.7.3 Se dice que un subconjuntb C F(X, K) separa puntos d&
si para todo par de puntos,y € X conz # y, existe una funéin f € A tal que

f(z) # fy)-

Teorema 3.7.1 (Stone—Weierstrasspea( K, 7) un espacio topdlgico compacto
ysead C C(K,IR) unalgebra. SiA contiene a las funciones constantes y ademas

separa puntos d&, entoncesd! 1 = C(K,R).

Corolario 3.7.1 SeaK C R™ un compacto y» > 1. Toda funcdbn continua sobre
K a valores reales puede aproximarse uniformemente medjgoidmomios em
variables, i.e.

Vf € C(K,R), Ve >0, 3P(zy,... ,,) polinomio tal quel|f — Pl <

71



72



Capitulo 4

Espacios de Hilbert

4.1 Definiciones y propiedades @isicas

La norma de un vector eR" permite medir su “tamafio”. De todas las normas
posibles la que mas se aproxima a nuestra idea intuitivéodgitud” es la norma
euclidiana, que puede definirse a pratir del producto intesualz'y conz,y €

R" como||z'z||. Pero la nocion de producto interno no so6lo permite induna
norma sino que trae consigue la idea de “ortogonalidad”aagneralizacion a
otros espacios es muy Util en las aplicaciones del Asali&l objetivo de este
capitulo es estudiar las principales propiedades de jEcess vectoriales dotados
de un producto interno.

Definicion 4.1.1 SeaFE un espacio vectorial sobre un cuerfio(= R o C). Un
producto interno en® es una fundn < -,- >: F x F — K que satisface las
siguientes propiedades:

Pll.- (Vz,y,z € E) <z +y,z>=<z,2>+ <y,z >
PI2.- (VA e K)(Vz,y € E) < Az,y >= A< x,y >
PI3.- (Vz,y € E) <y,z>=<2x,y >

Pld.- (Vz e E)[< 2,2 >> 0N (< z,2 >=0=z =0)]

Un par (E, < -,- >) donde< -,- > es un producto interno se dice espacio vecto-
rial con producto interno (e.v.p.i.) o “semi—Hilbert”.

Observemos que si tomamgs= z en (4.1.1) entonces
<z,r>=<zx,x><z,x>€R,

y en particular la desigualdad en (4.1.1) tiene sentido.
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Definicion 4.1.2 Sea(E, < -,- >) un e.v.p.i., definimos [Alorma Euclidianaen
E mediante

[-I: B — Ry u{0}
z = x| =V<z,2>
La funcbn ||-|| ad definida resulta ser una norma éf y diremos quéE, < -,- >)

es unEspacio de Hilbersi (E, ||-||) es completo (i.e(E,||-]|) es un espacio de
Banach ).

Lema 4.1.1 (Cauchy-Schwarz)Sea(FE, < -,- >) un e.v.p.i. Entonces
Va,y € B, |[<z,y >| < [lzlllyl,
con igualdad ss{z,y} son |.d.

En lo que sigug E,< -,- >) es un e.v.p.i. }|-|| denota la norma Euclidiana
inducida por< -, - >

Un elementar de E' se diceVector unitariosi ||z|| = 1. Obviamente, si: # 0
entonceslﬁ es un vector unitario. Dos elementpgy € F se dicen perpendicu-
lares uOrtogonalessi < z,y >= 0, en cuyo caso escribimas | y. SiA C FE
es un subconjunto ¥ € E estal quevy € A, < x,y >= 0, escribimosz L A.
DefinimosA' := {z € F | + L A}. se tiene quel" es un subespacio vectorial
de E; en efecto, dados, f € Ky z1,z, € A' entonces

Yye A, <axi+ fz,Y >=a<z1,y>+L <39,y >=0,

de modo quevr; + Bz € A+ y obviamente) € A-. Obviamente £+ = {0} y
{0} =E

4.2 Base Hilbertiana y Descomposion Ortogonal

Sea(E,< -,- >) un e.v.p.i., y consideramos una familia no va¢ig};c; de
elementos dé&” \ {0}. El conjunto definido por

< {:Ei}iej >i= {Alxil + -+ )\nl‘in | n<l, Ai,... , A\ €K, {il, . ,Zn}}
es un subespacio vectorial dey se llama espacio generado gas; };c ;. Diremos
que{z;}icr. esTotalsi

<Azitier > =FE.

Diremos que{z;};cr es una familiaOrtogonal si sus mienbros son mutuamente
perpendiculares; i.8/i # j, z; L x; y ademas|z;|| # 0,y diremos que la familia
es Ortonormal si ademas se satisfavé € I, ||z;|| =1
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Definicion 4.2.1 Una familia {z;};c; se llama Base Hilbertianade E (o base
ortonormal) si es total y ortonormal.

Observacibn: No confundir con la nocion de base (de Hamel)édagebra, pues no
necesariamente todo elemento puede escribirse como ur@namiron lineal de
un nimero finito de mienbros de la base Hilbertiana, en cas@sta exista.

Teorema 4.2.1Sea{z;}, una familia ortogonal erf. Sea{q;}?_, una familia
de escalares efX. Entonces

n n
Vo € B, |lz = cmill < llz =) agmi
i=1 i=1

cong; := <<;“’;>>, 1 =1,...nlos escalareg; ad definidos se llamagoeficientes

de Fourierde x con respecto a:;.

Observacbn: El punto}"" , ¢;z; dondec; es el coeficiente de Fourier decon
respecto a; se llama proyecci’on ortogonal dssobre el subespacio z1,... ,z, >
generado pofz;}!

Nos interesa generalizar este procedimiento al caso dédarnmifinitas por lo que
necesitaremos “tomar limites” y en consecuencia supomokeque el espacio es
completo.

Enlo que siguéH, < -,- >) denota un espacio de Hilbert|yl| la norma inducida
por< -, - >

Teorema 4.2.2SeaF C H un subespacio vectorial cerrado. Entoncés €
E, dy € F tal que

lz = gll = nf{[lz —yll |y € F},

cony caracterizado por

yeF
YyeF, <xz—yg,y>=0

Al puntoy se le llama proyecéin ortogonal der sobreF’ y se denota

Corolario 4.2.1 SeaF C H un subespacio cerrado. $i # H entoncesF'- #

{0}

Corolario 4.2.2 SeaF C H un subespacio tal qu& = {0}. Entonces F es
denso erd.
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Corolario 4.2.3 Supongamos qul # {0}. Entonces existe una base Hilbertiana
para H.

Corolario 4.2.4 Si FF C H un subespacio vectorial cerrado entondés= F &
FL

Definicion 4.2.2 Sea{ F), } ,en una familia numerable de subespacios cerrados de
H. Decimos quéd esSuma Hilbertianale { F}, } e, l0 que anotamos

H=_ F,,

neN
siy Dlo si
1.Vn#m, F, L F,,ieVeeF,VyeF,, <z,y>=0
2. El espacio vectoriak {F),}n,en > generado poR Fy, }nen €s denso e,
ie.< (Fulnen > = H.

Teorema 4.2.3 Supongamos quH = @®,enF),, conF,, C H subespacio vecto-
rial cerrado. Sear € H y para cadan € N definamos:,, = Pp, . Entonces

00 N

(4.2) T = Zzn = ]\;gnoonn

(4.2) |z||? = 2H$n||2 (Identidad de Bessel-Parseval).
n=0

Reciprocamente, dada una sué@si{z, },cn tal queVn € N, z, € F,y
S0 sllznll? < oo, entonces la serig">°  x,, es convergente a un punioc H
y se satisface que, = Py, z.

Corolario 4.2.5 Si H admite una base Hilbertiana numeralje, },cx entonces
todox € H se escribe

o0
x = Z <z, en > ey, conjz))? = Z|< T, e, >
n=0
Mas &in, la funcon
o: I’(K) = H

{Cn}nE]N — {Cn}ne]N Z Cn€n,

define un isomorfismo is@tmico.

Teorema 4.2.4 Si H es separable entonces admite una base Hilbertiana numera-
ble.
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4.3 Dualidad y topologa débil

Seal: R? — R una funcion lineal. Tenemos quier,y) = I(z(1,0) + y(0,1)) =
zl(1,0) + yl(0,1) = az + by cona = [(1,0) y b = 1(0,1). Luego toda funcion
lineall: R? — R es de la forma

()6

lo que induce una correspondencia entre las funcioneddmeaR? a valores en

R y vectores erR?. Veremos que esto se generaliza a espacios de Hilbert. Antes
necesitamos algunas definiciones y propiedades.

SeanE, ||-||g) Y (F,||:||) dos e.v.n. sobre un cuerfio(= R 6 C). Denotaremos

por L(E, F) el espacio vectorial de las funciones lineales continuas devalores
enF.

Lema 4.3.1 Una funcbn lineall: £ — F es continua si y&o si
de>0: Ve e B |l(z)|r <clz|e
Este lema nos permite definir una norma®¥, F') mediante

1l eee,ry = inf{c > 0 [Vz € E, |[I(z)||r < cllz]z}
= sup{[[l(z)|[r [ ll=]l = 1}

y se satisface:
Ve e B, l(z)|r < [lUllee,rlzle.

Lema 4.3.2 Si(F,||-||r) es un espacio de Banach enton¢€sE, F), ||| (e, F))
es Banach

Definicion 4.3.1 El espacio Banach.(E,K) (K = R 6 C) se llama Esspacio
DualTopobgico) deF, y se denota poF* o tambien porE’ y est dotado de la
norma dual

Nl||g= = sup |l(z)] = sup [(z)
rzeE rEE
lzllm<1 lzllp<1

Cuandol € E*yz € E se define< z,l >p p«= l(z) y < -,- >p g+ se llama
producto de dualidad entr'y E*. Un elementd € E* se conoce comiuncional
Lineal.
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Teorema 4.3.1 (Teorema de representamn de Riez—Féchet) Sea

(H,< -,- >) un Hilbert. Entoncesyl € H*, 3ly € H tal queVz € H, I(z) =<
z,y >, l.e< z,l >gg-=< z,y >.Mas dn, se tiene qudl|y- = |ly| yla
correspondenciay € H — [, € H* conl,(z) =< z,y > es un isomorfismo
(semi-)lineal isoratrico.

Definicion 4.3.2 La Topologia Débilsobre H, denotada pow(H, H*), es la to-
pologa menos fina sobré que hace que todos los funcionalesdé sean con-
tinuos. Mas precisamente si dadp € H consideramos,(z) = ix,y¢, entonces
o(H,H*) = T({ly}yen) es la topolog'ia generada por la familia de funciones
ly: H— R en el sentido de 2.11

Obviamenteg (H, H*) C T (]|-||), la topologa inducida por la norma dopologia
Fuerte

Como consecuencia de la proposicion 2.11.1 se tiene

Proposicibn 4.3.1 1. Si(X,7) es un espacio topdyico entonces una furtm
f:(X,7T)— (H,0(H,H*)) es continua si y&o si

Vie H ) lo f: (X,T) = (R, Tusual)
es continua.
2. Unared{z;},cp enH converge a: siy 9lo si
Vy € H,ly(x;) =< x5,y >=>< x,y >=ly(x)
3. (H,o(H, H*) es un espacio de Hausdorff

Notacion: La convergencia para la topoiagdébil se suele denotar poy — z.
(Obs:z; -~z < (x; —z) —0.)

Proposicion 4.3.2 Sea{x; },cp una red enH.
1. Siz; — x fuertemente el entonces:; — = débilmente parar(H, H*)

2. Siz; — z débilmente parar(H, H*) ey; — y fuertemente e/ entonces
< ZiYi >—<x,y > .

Lema 4.3.3 Siz; — z débilmente paras(H, H*) entonceg|z;|| est acotada y
ademas

[[#]| < lim infl|z;
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Proposicion 4.3.3 Dadoz, € H, una base de vecindades dg parao(H, H*)
est’a dada por los conjuntos de la forma

V={zeH||<zx—m,y > <e, Viel}

donde{y; };cr C H es una familia finita| 7| < o).
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