
Caṕıtulo 2

DISTRIBUCIONES EN EL
MUESTREO

2.1. INTRODUCCIÓN

Los métodos estad́ısticos permiten confrontar modelos matemáticos o probabiĺısticos con los
datos emṕıricos obtenidos sobre una muestra aleatoria:

Considerando mediciones obtenidas sobre una muestra de tamaño n,
se busca deducir propiedades de la población de la cual provienen.

Ejemplo 2.1.1 Se saca una muestra al azar de 500 ampolletas ILUMINA del mismo tipo
en un proceso de producción y se considera sus tiempos de vida. Si el proceso de fabricación
no ha cambiado, las fluctuaciones entre las ampolletas observadas pueden considerarse como
aleatorias y además que todas las observaciones provienen de una misma variable aleatoria X
de distribución desconocida abstracta llamada distribución de población F (x) = IP (X ≤
x) del tiempo de vida de este tipo de ampolleta.

Ejemplo 2.1.2 El ministerio de la salud quiere conocer la talla promedio μ de las mujeres
chilenas mayores de 15 años. En este caso la población no es abstracta ya que se podŕıa medir
la talla de todas las chilenas mayores de 15 años y entonces determinar la distribución de
población y, por lo tanto, calcular la talla media de la población. Sin embargo es muy dif́ıcil
de realizar en la práctica aún si la población es finita, dado que es muy grande. La función
de distribución de población se considera entonces como continua y incluso abstracta con
una expresión teórica (una distribución normal en general) y se usa una muestra al azar, por
ejemplo de 1000 chilenas mayores de 15 años y se mide sus tallas.

Ejemplo 2.1.3 La compañ́ıa Dulce compró una máquina para llenar sus bolsas de azúcar de
1 kg. La máquina no puede ser perfecta y el peso vaŕıa de una bolsa a otra. Si se acepta una
variación en el peso de las bolsas, esta debeŕıa ser pequeña y la media del peso debeŕıa ser
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igual a 1 kg. Un buen modelo estad́ıstico para el peso es una distribución Normal de media
nula y varianza pequeña (el modelo Normal se obtiene de la teoŕıa de los errores párrafo ??)
.

Ejemplo 2.1.4 Un candidato a una elección presidencial quiere planear su campaña elec-
toral a partir de un sondeo de opiniones sobre una muestra de votantes. ¿Los resultados
del sondeo le permitiŕıan inferir el resultado de la elección? Se puede construir un modelo
de Bernoulli cuyo parámetro es la probabilidad que un elector vote por el candidato. El
candidato saber si esta probabilidad será mayor que 50 %.

Ejemplo 2.1.5 Una máquina produce diariamente un lote de piezas. Un criterio basado
sobre normas de calidad vigentes permite clasificar cada pieza fabricada como defectuosa o
no defectuosa. El cliente aceptará el lote si la proporción de piezas θ defectuosas contenidas
en el lote no sobrepasa el 2 %. El fabricante tiene que controlar entonces la proporción θ
de piezas defectuosas contenidas en cada lote que fábrica. Pero si la cantidad de piezas
N de cada lote es muy grande, no podrá examinar cada una para determinar el valor de
θ. Como el ejemplo anterior se puede construir un modelo de Bernoulli cuyo parámetro
aqúı es la probabilidad que una pieza este defectuosa. El cliente querá saber entonces si esta
probabilidad sera mayor que el 2 %.

Si se tiene una sola variable aleatoria X cuya función de distribución F de población es
generalmente desconocida, obteniendo observaciones de esta variable X sobre una muestra,
buscaremos conocer la función de distribución F . Los valores x1, x2, ..., xn de la v.a. X
obtenidos sobre una muestra de tamaño n son los valores muestrales.

Se quiere saber entonces de que manera estos valores muestrales procuren información sobre
algunas caracteŕısticas de la población. Esta pregunta no es posible de responder directa-
mente, hay que transformarla en otra pregunta: si suponemos que la población tiene
una distribución Fo ¿cual seriá la probabilidad de obtener la muestra que obtu-
vimos?

Si la probabilidad es pequeña, se concluye que la distribución de la población no es Fo.
Si la probabilidad es alta, aceptamos Fo. Se busca, entonces, estimar caracteŕısticas de la
distribución Fo a partir de los valores muestrales, por ejemplo, la media y la varianza.

2.2. TIPOS DE VARIABLES

La cantidad y la naturaleza de las cacteŕısticas que se puede medir sobre los elementos de
una población P son muy diversos. Supondremos aqúı una sola variable en estudio que es
una función

X : P −→ Q

Se distingue la naturaleza de la variable X según el conjunto Q:



2.3. DISTRIBUCIÓN EMPÍRICA 31

variable cuantitativa (también llamada intervalar) si Q es un intervalo de IR ó todo IR.
Por ejemplo: la edad, el peso ó la talla de una persona. Estas variables se consideran
como reales continuas aún si se miden de manera discontinua (en año, en kg ó cm).

variable discreta si Q es un subconjunto de IN . Por ejemplo, el número de hijos de una
familia. Se habla de variable discreta.

variable cualitativa (o nominal) si Q es un conjunto finito de atributos (ó modalidades
ó categoŕıas) no numéricos. Por ejemplo: el estado civil, el sexo, la ocupación de una
persona ó los nombres de los candidatos a una elección.

variable ordinal si Q es un conjunto de atributos no numéricos que se pueden ordenar.
Por ejemplo, el ranking de la cŕıtica cinematográfica.

Los métodos estad́ısticos dependen del tipo de variables consideradas. Es entonces interesante
poder transformar una variable de un tipo a otro. Por ejemplo, la edad se puede transformar
en una variable nominal o ordinal considerando como conjunto Q un conjunto de clases de
edad. Según la precisión requerida de la variable edad y los métodos utilizados se usará la
edad como variable cuantitativa o ordinal.

2.3. DISTRIBUCIÓN EMPÍRICA

En este párrafo vemos la distribución de los valores muestrales obtenidos a partir de un
muestreo aleatorio simple. Distinguimos el estudio según el tipo de variable.

2.3.1. Caso de variables numéricas (reales)

Consideramos una muestra aleatoria simple x1, ...xn independientes e idénticamente dis-
tribuidas (i.i.d.) del ejemplo 2.1.1 del tiempo de vida de las ampolletas ILUMINA. La pro-
porción de ampolletas con tiempo de vida menor que x define una función de distribución,
que depende de la muestra (Figura 2.1).

Definición 2.3.1 Sean x1, x2, ..., xn, los valores muestrales obtenidos de un m.a.s. de X.
Se llama la función de distribución emṕırica a la proporción de observaciones de la muestra
inferiores o iguales a x;

Fn(x) =
Card{xi|xi ≤ x}

n

La función de distribución emṕıca Fn(x) tiene las propiedades de una función de distribución:

Fn : IR −→ [0, 1].

El muestreo es equiprobable: si n es el tamaño de la muestra, pi = 1
n

para todo elemento
de la muestra. Luego Fn(x) es la probabilidad de encontrar una observación xi menor
que x en la muestra.
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Figura 2.1: Una función de distribución emṕırica

Fn(x) es monótona no decreciente; tiene ĺımites a la derecha y a la izquierda; es continua
a la derecha; F (−∞) = 0; F (+∞) = 1. Además los puntos de discontinuidad son con
salto y en número finito.

Además para x fijo, Fn(x) es una variable aleatoria y nFn(x) es una v.a. igual a la suma de
variables de Bernoulli independientes de mismo parámetro F (x). En efecto, si definamos

Yi =

{
1 si Xi ≤ x
0 si Xi > x

Las variables Yi son variables aleatorias de Bernoulli de parámetro igual a la probabilidad que
Xi ≤ x es decir F (x). Luego nFn(x) =

∑n
i=1 Yi sigue una distribución binomial: nFn(x) ∼

B(n, F (x)).

Teorema 2.3.2 Para todo x, Fn(x) converge casi-seguramente hacia el valor teórico F (x)
(se denota Fn(x)

c.s.−→ F (x)).

Demostración Como nFn(x) ∼ B(n, F (x)), se concluye de la ley fuerte de los grandes
números que:

IP (ĺım
n

Fn(x) = F (x)) = 1

�
Se espera entonces que la función de distribución emṕıca Fn(x) no sea tan diferente de la
función de distribución de la población cuando n es suficientemente grande. Se tiene dos
otros resultados que lo confirman (no se demuestran estos teoremas).

Teorema 2.3.3 (Glivenko-Cantelli)

Dn = sup
x

| Fn(x) − F (x) |−→ 0



2.3. DISTRIBUCIÓN EMPÍRICA 33

Teorema 2.3.4 (Kolmogorov) La distribución asintótica de Dn es conocida y no depende
de la distribución de X:

ĺım
n→∞

IP (
√

nDn < y) =
+∞∑

k=−∞
(−1)kexp(−2k2y2)

2.3.2. Caso de variables nominales u ordinales

En el ejemplo 2.1.4 de la elección presidencial, la población P esta constituida por la totalidad
de los N votantes. Si hay r candidatos, la variable X de interés es el voto que va emitir el
votante:

X : P −→ Q

donde Q = {q1, q2, ..., qr} es el conjunto de los r candidatos. Si el votante i ha elegido el
candidato qj, Xi = qj (i = 1, 2, ..., N). Es una variable nominal y los candidatos son los
atributos q1, q2, ..., qr.

Si mj es el número de votos que recibe el candidatos qj, su proporción de votos en la población

es pj =
mj

N
=

card{X(i)=qj |i=1,2,...,N}
N

.

Se interpreta pj como la probabilidad que un votante vote por el candidato qj. El conjun-
to p1, p2, ..., pr constituye la función de probabilidad definida sobre el conjunto Q de los
candidatos relativa a la población total de los votantes: IP (X = qj) = pj (∀j = 1, ..., r).

Una encuesta de opiniones previa a la elección tratará de acercarse a los valores p1, p2, ..., pr

de la función de probabilidad de la población.

Sea una muestra aleatoria de n = 1500 personas en la cual los candidatos recibieron las
proporciones de votos fn(q1), fn(q2),...,fn(qr), con fn(qj) =

Card{Xi=qj}
n

, (∀j = 1, ..., r). Estas
proporciones pueden escribirse como la media de variables de Bernoulli.

Sean las r variables de Bernoulli Yj (∀j) asociadas a la variable X:

Yj(i) =

{
1 si Xi = qj

0 si Xi �= qj

Si Yj(1), Yj(2), ..., Yj(n), (∀j) son los valores muestrales,

fn(qj) =

∑n
i=1 Yj(i)

n
∀j

Como la distribución nfn(qj) ∼ B(n, pj), fn(qj)
c.s.−→ pj(∀qj ∈ Q).

Se observará que las r v.a. binomiales nfn(qj) no son independientes entre si:
∑

j nfn(qj) = n.
Veremos más adelante que estas r variables binomiales forman un vector aleatorio llamado
vector multinomial.
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2.4. DISTRIBUCIONES EN EL MUESTREO Y EN

LA POBLACIÓN

Sea una v.a. X de distribución F . Sean x1, x2, ..., xn valores muestrales independientes
obtenidos sobre una muestra aleatoria de tamaño n de esta distribución. Si nos interesa
estudiar la media μ de la población (esperanza de la distribución F ), la muestra nos permi-
tirá estimarla. Pero si se saca otra muestra del mismo tamaño obtendremos posiblemente
otro valor de la estimación de μ. El resultado de la estimación es aleatorio. El carácter
aleatorio del resultado proviene de la aleatoriedad de la muestra y además su distribución
depende del tamaño y del tipo de muestreo que se aplique. Es decir, los valores muestrales
y las funciones de estos que permiten estimar son variables aleatorias.

Vimos la relación entre la distribución emṕırica y la distribución de población, luego, como la
distribución emṕırica permite acercarse a la distribución de población. De la misma manera
el estudio de la relación entre de las distribuciones de las estimaciones y la distribución de
la población permitirá hacer inferencia de los valores muestrales hacia caracteŕısticas de la
población tales como μ.

Definición 2.4.1 Las funciones de los valores muestrales son variables aleatorias llamadas
estad́ısticos1 y las distribuciones de los estad́ısticos se llaman distribuciones en el muestreo.

Generalmente no ignoramos todo de la distribución de la población y por eso hacemos
supuestos sobre está. Es decir, suponemos que la distribución de población pertenece a
una familia de distribuciones teóricas. Por ejemplos, si X es la talla de los hombres adultos
chilenos, podremos suponer que X sigue una distribución normal, o si X es la proporción del
tiempo ocupado diariamente mirando TV, podremos suponer una distribución beta ó si X es
el número de clientes en la cola de una caja de una banco podremos suponer una distribución
de Poisson. En este caso, solamente algunas caracteŕısticas quedarán desconocidas, como por
ejemplo la media y la varianza para la distribución normal ó el parámetro λ para la distribu-
ción de Poisson. Estas caracteŕısticas desconocidas de la distribución de la población son
llamados los parámetros que buscamos a estudiar. Los estad́ısticos y sus distribuciones en
el muestreo (ó sus distribuciones asintóticas cuando se hace tender n el tamaño de la muestra
a +∞) permiten estimar los parámetros desconocidos de la distribución de la población.

Se llama estimador de θ al estad́ıstico que permite estimar un parámetro θ de una distribu-
ción de población. Como el estimador es una variable aleatoria, sus fluctuaciones tienen que
estudiarse. Una medición de las fluctuaciones de un estimador T en el muestreo con respecto
al parámetro θ de la distribución de población es el error cuadrático medio E[(S − θ)2]
ó su ráız llamada el error estándar, que permite medir la precisión del estimador T con
respecto al parámetro θ. El problema es que no se conoce a θ.

Veamos a continuación las propiedades de algunos estad́ısticos conocidos, tales como la
proporción, la media o la varianza en la muestra.

1No confundir con el estad́ıstico, profesional o investigador que trabaja en estad́ıstica
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2.4.1. Proporción muestral

Supongamos que x1, x2, ..., xn son los valores muestrales i.i.d obtenidos de una población de
Bernoulli de parámetro p.

Consideremos, en primer lugar, el caso de una población infinita o una población finita con
reemplazo. Por ejemplo, xi = 1 si se saca ”cara” y xi = 0 si se saca ”sello” en el lanzamiento
i de n lanzamientos independientes de una moneda. El parámetro p es la probabilidad de
sacar ”cara”, que vale 1

2
en el caso de una moneda equilibrada. O bien en un proceso de

control de calidad, xi = 1 si la pieza fabricada i es defectuosa y xi = 0 en el caso contrario.
La probabilidad p es la probabilidad de que una pieza sea defectuosa en este proceso y 1− p
es la probabilidad que no sea defectuosa.

Se define la proporción muestral o emṕırica como fn =
∑n

i=1
xi

n
la proporción de caras

(ó piezas defectuosas) encontradas entre las n observadas. Veamos que nfn sigue una dis-
tribución B(n, p):

P (fn =
k

n
) = P (nfn = k) =

(
n
k

)
pk(1 − p)n−k (k = 0, 1, ..., n)

Tenemos E(fn) = p y V ar(fn) = p(1 − p)/n. Es decir que la distribución de la proporción
emṕırica fn esta centrada en el parámetro p y su dispersión depende del tamaño n de la
muestra:

E((fn − p)2) = V ar(fn) =
p(1 − p)

n

El error estándar es entonces: ε(fn − p) =
√

p(1−p)
n

Observamos que se tiene la convergencia en media cuadrática:

fn
m.c.−→ p

En efecto [ε(fn − p)]2 = E((fn − p)2) −→ 0

Además se tienen las otras convergencias de fn hacia p (en probabilidad y casi segura): La
convergencia en media cuadrática implica la convergencia en probabilidad ó por la ley débil
de los grandes números: la diferencia |fn − p| es tal que para ε > 0 dado:

ĺım
n→∞

IP (|fn − p| < ε) = 1

La convergencia casi segura: fn
c.s.−→ p, es decir

IP ( ĺım
n→∞

fn = p) = 1

Además se tiene la convergencia en ley hacia una normal: fn
ley−→ N (p, p(1 − p)/n).
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En el caso de una población finita de tamaño N con un muestreo sin reemplazo se obtiene
una distribución hipergeométrica:

IP (nfn = k) =

(
Np
k

)(
N(1 − p)

n − k

)
(

N
n

)

Se obtiene en este caso un error estándar: ε(fn − p) =
√

p(1−p)
n

√
N−n
N−1

Si el tamaño N de la población es grande con respecto al tamaño de la muestra, se tienen
los mismos resultados que los del muestreo con reemplazo. Si N es pequeño, conviene usar
los resultados del muestreo sin reemplazo. La última formula muestra que el tamaño de la
muestra necesario para alcanzar un error ε dado es casi independiente del tamaño N de la
población:

n =
Np(1 − p)

p(1 − p) + ε2(N − 1)

Se presenta a continuación los tamaños muestrales necesarios para obtener un error ε =
0,05 y ε = 0,025 cuando p = 0,5 (Tabla 2.1). Se observa que el tamaño de la muestra
aumenta poco cuando aumenta el tamaño de la población, pero que aumenta mucho cuando
se quiere disminuir el error estándar. Para N muy grande se requiere observar cuatro veces
más unidades para disminuir el error a la mitad.

N 500 1000 5000 10000 50000 ∞
n para ε = 0,05 83 91 98 99 100 100
n para ε = 0,025 222 286 370 385 397 400

Cuadro 2.1: Tamaño de la muestra, tamaño de la población y error estándar

2.4.2. Media muestral

Sean x1, x2, ..., xn, los valores muestrales i.i.d. de una v.a. X. Se define la media muestral
o media emṕırica como

x̄n =
n∑

i=1

xi

n

Si la distribución de población tiene como esperanza μ, E(xi) = μ y V ar(xi) = σ2 para
todo i, entonces E(x̄n) = μ. Lo que significa que el promedio de los valores x̄n dados por
las distintas muestras de tamaño n coincide con la media μ de la población. Pero para una
muestra dada, el valor x̄n se encontrará en general un poco por debajo ó encima de μ debido
a las fluctuaciones del muestreo. La pregunta entonces es ¿Cómo evaluar esta fluctación? La
respuesta esta dada por la varianza de x̄n, es decir la dispersión promedio de x̄n alrededor
de μ, que depende de la varianza σ2 de la población:

V ar(x̄n) =
σ2

n
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Observamos que la dispersión de los valores de x̄n alrededor de μ disminuye cuando el tamaño
n de la muestra crece. Además utilizando la desigualdad de Chebychev encontramos que para
un ε dado:

IP (|X̄n − μ| > ε) ≤ σ2

nε2

Nota 2.4.2 Si el muestreo es aleatorio sin reemplazo en una población finita de tamaño
N entonces V ar(x̄n) = N−n

N−1
σ2

n
. Cuando la población es infinita (N → ∞) se obtiene la

expresión de la varianza del caso de valores muestrales independientes V ar(x̄n) = σ2

n
.

Si además la distribución de población es normal entonces la distribución en el muestreo de
x̄n también lo es. Si los valores muestrales xi no provienen necesariamente de una distribución
normal pero si son i.i.d., entonces la distribución asintótica de x̄n−μ

σ/
√

n
es N (0, 1) (TEOREMA

CENTRAL DEL LIMITE).

Teorema 2.4.3 (Liapounoff): Si x1, x2, ..., xn... es una succesión de v.a. independientes tales
que

sus varianzas v1, v2, ..., vn, ... son finitas

la suma Sn =
∑n

1 vj crece con n pero los cocientes
vj

Sn
tienden hacia cero cuando n

crece (condición de Lindeberg)

Entonces si Zn =
∑n

1 Xj, la distribución de la v.a. �n = Zn−E(Zn)
σZn

, cuando n aumenta, tiende

hacia una forma independiente de las distribuciones de las Xj que es la distribución N (0, 1).

De aqúı el rol privilegiado de la distribución normal en estad́ıstica. Se observará que la
propiedad no es cierta si no se cumple la condición de Lindberg. Muchas distribuciones
emṕıricas son representables por una distribución normal, pero no es siempre el caso. En
particular en hidroloǵıa , el caudal de los ŕıos, que es la suma de varios ŕıos más pequeños,
no se tiene la independencia entre las componentes que intervienen y se obtiene distribuciones
claramente asimétricas.

2.4.3. Varianza muestral

Sea una m.a.s. x1, ...xn i.i.d., con E(xi) = μ y V ar(xi) = σ2 (∀i). Se define la varianza
muestral o la varianza emṕırica como la dispersión promedio de los valores muestrales
con respecto de la media muestral:

S2
n =

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄n)2

Se puede escribir también:

S2
n =

1

n

∑
x2

i − x̄2
n =

1

n

n∑
i=1

(xi − μ)2 − (x̄n − μ)2

Propiedades:
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S2
n

c.s.−→ σ2 ( 1
n

∑n
i=1 x2

i
c.s.−→ E(X2) y x̄2

n
c.s.−→ [E(X)]2).

Cálculo de E(S2
n)

E(S2
n) = E( 1

n

∑
(x2

i − x̄n)2) = E( 1
n

∑
(x2

i − μ)2 − (x̄n − μ)2)

E(S2
n) = 1

n

∑
V ar(xi) − V ar(x̄n) = 1

n

∑
σ2 − σ2

n

E(S2
n) = n−1

n
σ2 −→ σ2.

Cálculo de V ar(S2
n)

V ar(S2
n) = n−1

n3 ((n − 1)μ4 − (n − 3)σ4)

en que μ4 = E((X − μ)4) es el momento teórico de orden 4 de la v.a. X.

Se deja este cálculo como ejercicio.

V ar(S2
n) ≈ μ4−σ4

n
−→ 0.

S2
n

m.c.−→ σ2 (E((S2
n − σ2)2) −→ 0).

Cálculo de Cov(x̄n, S
2
n)

Cov(x̄n, S
2
n) = E((x̄n − μ)(S2

n − n−1
n

σ2))

Cov(x̄n, S
2
n) = E[ 1

n

∑
(xi − μ)( 1

n

∑
(xj − μ)2 − (x̄n − μ)2 − n−1

n
σ2)]

Como E(xi − μ) = 0 ∀i y E(xi − μ)(xj − μ) = 0 ∀(i, j)

Cov(x̄n, S
2
n) = 1

n2 E(
∑

(xi − μ)3) − E((x̄n − μ)3)

Cov(x̄n, S
2
n) = 1

n2 E(
∑

(xi − μ)3) − 1
n3 E(

∑
x3

i )

Cov(x̄n, S
2
n) = μ3

n
− μ3

n2 = n−1
n2 μ3, donde μ3 = E((X − μ)3).

Si n → +∞, Cov(x̄n, S
2
n) → 0, lo que no significa que hay independencia. Además si

la distribución es simétrica (μ3 = 0), entonces Cov(x̄n, S
2
n) = 0.

2.4.4. Caso de una distribución normal

Si una m.a.s. x1, ...xn i.i.d con xi ∼ N (μ, σ2) (∀i), entonces x̄n ∼ N (μ, σ2/n). Además S2
n

sigue una distribución conocida llamada ji-cuadrado a n-a grados de libertad y denotada
χ2

n−1.

En efecto S2
n = 1

n

∑
(xi − μ)2 − (x̄n − μ)2. Luego nS2

n

σ2 =
∑

(xi−μ
σ

)2 − ( x̄n−μ
σ/

√
n
)2.

Como las v.a. (xi−μ
σ

) son i.i.d. de una N (0, 1), entonces U =
∑

(xi−μ
σ

)2 es una suma de los
cuadrados de n v.a. independientes de N (0, 1) cuya distribución es fácil de calcular y se
llama Ji-cuadrado con n grados de libertad y se denota χ2

n. Por otro lado, ( x̄n−μ
σ/

√
n
)2,

que es el cuadrado de una distribución N (0, 1) sigue una distribución χ2 con 1 grado de
libertad.

Estudiamos entonces la distribución χ2
r

Recordemos en primer lugar la distribución de Y = Z2 cuando Z ∼ N (0, 1).
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Sea Φ la función de distribución de Z ∼ N (0, 1) y F la distribución de Y = Z2:

F (y) = IP (Y ≤ y) = IP (Z2 ≤ y) = IP (−√
y ≤ Z ≤ √

y) = Φ(
√

y) − Φ(−√
y)

Se deduce la función de densidad f de Y :

f(y) =
1√
2π

y−1/2exp(−y/2) ∀y > 0

Se dice que Y sigue una distribución Ji-cuadrado con 1 grado de libertad (Y ∼ χ2
1).

Observando que la χ2
1 tiene una distribución Gamma particular Γ(1/2, 1/2), la función gen-

eratriz de momentos (f.g.m.) se escribe:

ΨY (t) = E(etY ) = (
1

1 − 2t
)1/2 ∀t <

1

2

Sea entonces U =
∑r

1 Yi =
∑r

1 Z2
i en que las Z2

i son χ2
1 independientes, entonces

ΨU(t) = (
1

1 − 2t
)r/2

que es la f.g.m. de una distribución Gamma( r
2
, 1

2
).

De esta manera se deduce la función de densidad de U ∼ χ2
r, una Ji-cuadrado con r g.l.:

f(u) =
1

2r/2

ur/2−1

Γ(r/2)
exp(−u/2) ∀u > 0

Se observa que E(U) = r y V ar(U) = 2r y se tiene el siguiente resultado:

Corolario 2.4.4 La suma de k variables aleatorias independientes y de distribución χ2 a
r1, r2,...,rk g.l. respectivamente sigue una distribución χ2 a r1 + r2 + ... + rk g.l.

Aplicamos estos resultados al cálculo de la distribución de S2
n cuando X ∼ N (μ, σ2)

Teorema 2.4.5 Si los valores muestrales x1, ...xn son i.i.d. de la N (μ, σ2), entonces la v.a.
nS2

n/σ
2 sigue una distribución χ2

n−1

Demostración Sea X el vector de las n v.a. xi y una transformación ortogonal Y = BX tal
que la primera fila de B es igual a (1/

√
n, ..., 1/

√
n). Se tiene entonces que:

y1 =
√

nx̄n∑
y2

i =
∑

x2
i =

∑
(xi − x̄n)2 + nx̄2

n ( y2
2 + ... + y2

n = nS2
n)

(y1 −
√

nμ)2 + y2
2 + ... + y2

n = (x1 − μ)2 + ... + (xn − μ)2
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La densidad conjunta de y1, ..., yn es entonces proporcional a:

exp{−(y1 − μ
√

n)2 + y2
2 + ... + y2

n}/2σ2

Luego y2
1, ..., y

2
n son independientes y

√
nx̄n = y1 ∼ N (

√
nμ, σ2)

nS2
n/σ2 = y2

2 + ... + y2
n}/σ2 ∼ χ2

n−1

�
Además x̄n y S2

n son independientes.

Teorema 2.4.6 Sean x1, x2, ..., xn v.a. i.i.d., entonces x̄n y S2
n son independientes si y sólo

si los valores xi provienen de una distribución normal.

La demostración que no es fácil se deduce del teorema 2.4.5 y del corolario 2.4.4.

Definamos a continuación la distribución t de Student,2 que tiene muchas aplicaciones en
inferencia estad́ıstica como la distribución χ2.

Definición 2.4.7 Si X e Y son dos v.a. independientes, X ∼ N (0, 1) e U ∼ χ2
r, entonces

la v.a. T = X√
U/r

tiene una distribución t de Student a r grados de libertad (denotada tr).

Buscamos la función de densidad de la variable T . Si f(x, y) es la densidad conjunta de (X,Y )
y f1(x) y f2(y) las densidades marginales de X e Y respectivamente, entonces f(x, y) =
f1(x)f2(y).

f1(x) =
1√
2π

exp(−x2

2
) ∀x ∈ IR

f2(y) =
1

2r/2

yr/2−1

Γ(r/2)
exp(−y/2) ∀y > 0

El jacobiano del cambio de variables X = T
√

W/r e Y = W es J =
√

W/r. Deducimos la
densidad conjunta de (T,W ):

g(t, w) =

√
w

r

e−
t2w
2r√
2π

w
r
2
−1e−

w
2

2
r
2 Γ( r

2
)

∀w > 0, −∞ < t < ∞

g(t, w) =
w

r−1
2 e−

1
2
(1+ t2

r
)w

√
2r+1πrΓ( r

2
)

∀w > 0, −∞ < t < ∞

h(t) =
Γ( r+1

2
)(1 + x2

r
)−( r+1

2
)

√
rπΓ( r

2
)

t ∈ IR

2Student es un seudónimo utilizado por el estad́ıstico inglés W. S. Gosset (1876-1937) para publicar.
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Se observa que la función de densidad de T es simétrica, E(T ) = 0 para r > 1 y var(T ) =
r

r − 2 para r > 2. Además para r = 1 se tiene la distribución de Cauchy y para r grande se

puede aproximar la distribución de T a una N (0, 1).

Aplicando estos resultados, deducimos que la distribución de la v.a.

V =
X̄n − μ√
S2

n/(n − 1)

sigue una distribución t de Student con n − 1 grados de libertad.

2.4.5. Estad́ısticos de orden

Hay otros aspectos importantes de una distribución a estudiar, en particular su forma. Por
ejemplos, si es simétrica o entre que rango de valores podŕıan estar los valores muestrales.
Para este estudio se consideran otros estad́ısticos, que son los estad́ısticos de orden y los
cantiles.

Se define los estad́ısticos de orden X(1), ..., X(n), como los valores muestrales ordenados de
menor a mayor: (X(1) ≤ X(2)... ≤ X(n)). Los estad́ısticos de orden cambian de una muestra
a la otra. Son variables aleatorios. Por ejemplo, sean 3 muestras de tamaño 5 provenientes
de la misma población P = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}:

muestra 1: {2, 5, 3, 1}
muestra 2: {8, 5, ,2 7}
muestra 3: {1, 5, 9, 4}

Entonces X(1) toma los valores 1, 2 y 1 y X(2) toma los valores 2, 5 y 4, etc.

Nos interesamos frecuentemente a X(1) = min{X1, ..., Xn} y X(n) = max{X1, ..., Xn}. Estos
valores cambian con la muestra.

En el curso de probabilidades y procesos estocásticos se estudiaron las distribuciones de estos
estad́ısticos de orden en función de la distribución de población F (x) de X. En particular,
recordamos estos resultados.

La distribución de X(1) es: 1 − (1 − F (x))n

La distribución de X(n) es: (F (x))n

El rango W = X(n) − X(1) o (X(1), X(2)) son otros estad́ısticos interesantes a estudiar. Para
más detalles pueden consultar H. David[4].

2.4.6. Cuantiles muestrales

Definición 2.4.8 Dada una función de distribución F (x) de X, se llama cuantil de orden
α al valor xα tal que F (xα) = α.
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Cuando la distribución F es invertible, xα = F−1(α).

En el caso emṕırico, se usa la distribución emṕırica.

Si tomamos α = 1/2, entonces x1/2 es tal que hay tantos valores muestrales por debajo que
por arriba de x1/2. Este valor x1/2 se llama mediana muestral o mediana emṕırica. Se
llaman cuartiles a x1/4 y x3/4 y intervalo intercuartiles a la diferencia x3/4 − x1/4.

Se observara que para una distribución Fn discreta o emṕırica, un cuantil para un α dado
no es única en general (es un intervalo). Se define entonces como xα al valor tal que

IP (X < xα) ≤ α ≤ IP (X ≤ xα)

Se llaman quintiles a los valores xk/5 para k = 1, ..., 5, deciles a los valores xk/10 para
k = 1, ..., 10. Estos valores son generalmente utilizados para estudiar la asimetŕıa de una
distribución.



Caṕıtulo 3

ESTIMACIÓN PUNTUAL

3.1. EL PROBLEMA DE LA ESTIMACIÓN

En el estudio de la duración de las ampolletas de 100W de la marca ILUMINA (ejemplo
2.1.1), sabemos que la duración no es constante: Vaŕıa de una ampolleta a otra. Queremos
entonces conocer el comportamiento de la variable duración que denotaremos X y su función
de distribución

F (x) = IP (X ≤ x)

Otro problema seŕıa explicar la variabilidad de la duración de las ampolletas y si algunos de
los factores tienen incidencia sobre la duración, cómo por ejemplo, la frecuencia con la cual
se enciende la ampolleta, la humedad ambiental, etc.

En el experimento que se realiza para estudiar la duración de las ampolletas, el orden con
el cual se obtienen los datos de duración sobre una muestra aleatoria simple no tiene im-
portancia. Se puede entonces considerar los datos como realizaciones de variables aleatorias
independientes de la misma distribución F desconocida, llamada función de distribución de
la población, que describe la variabilidad de la duración de las ampolletas.

Se quiere encontrar entonces una función F que coincida mejor con los datos de duración
obtenidos sobre una muestra de las ampolletas. Este problema de modelamiento de los
datos muestrales es el objetivo de la inferencia estad́ıstica.

¿Cómo podemos encontrar la función de distribución
de población F?

Como lo vimos en el estudio de la función de distribución emṕırica, esperamos que la dis-
tribución de la muestra sea lo más parecida a la distribución de la población. Pero esto nunca
la sabremos pues ignoramos si la muestra es realmente ”representativa” y no conocemos la
distribución de la población. Una manera de proceder consiste en hacer supuestos sobre la
función de distribución de la población, lo que constituirá el modelo estad́ıstico.

Vimos en los caṕıtulos anteriores las condiciones que permiten obtener una muestra ”rep-
resentativa” de la población, y vimos también que la media muestral parece ser bastante
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útil para estimar la media de la población. Pero la duración de vida media es insuficiente
para caracterizar completamente la distribución de la variable duración. Algunas ampolletas
durarán más y otras menos, pero: ¿Cuanto más ó cuanto menos?

En el ejemplo anterior un cierto conocimiento del problema puede sugerir que una distribu-
ción Gamma de función de densidad:

f(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx si t > 0

es un buen modelo para la duración de vida de las ampolletas.

El problema de la inferencia estad́ıstica se reduce entonces en encontrar la función Gamma(α, β)
que coincide mejor con los datos observados en la muestra. Es decir, se tienen que buscar
solamente los parámetros α y β de la función Gamma que ajusten mejor los valores mues-
trales. Este es el problema de la estimación puntual que es una de las maneras de inferir a
partir de la muestra los parámetros de la población. Veremos varios métodos de estimación
puntual.

En el ejemplo 2.1.5 el fabricante efectúa un control de calidad de una muestra aleatoria
pequeña con n piezas (generalmente n � N). Se define la v.a. X con el valor 1 si la pieza es
defectuosa y 0 en el caso contrario. Sean x1, x2, ..., xn los valores obtenidos sobre la muestra
aleatoria. El modelo estad́ıstico es un proceso de Bernoulli:

xi ∼ B(θ) (0 ≤ θ ≤ 1)

donde el parámetro desconocido θ es la probabilidad de que una pieza sea defectuosa. El
fabricante y el cliente quieren saber si θ es mayor que 2 %. Se consideran en este caso dos
posibilidades para el modelo estad́ıstico: B(θ) con θ ≤ 2 % y B(θ) con θ > 2 %.

Según el conocimiento que se tiene de F o los supuestos sobre F , se tiene distintos métodos
de inferencia estad́ıstica.

Si se sabe que F pertenece a una familia de funciones F(θ) que dependen de un
parámetro ó un vector de parámetros θ, el problema consiste en estimar solamente
el parámetro desconocido θ. Cuando se define un valor para θ a partir de los valores
muestrales, se habla de estimación puntual. Otra forma de estimar un parámetro
consiste en buscar no sólo un valor para θ, sino un intervalo, en el cual se tenga una
alta probabilidad de encontrar al parámetro θ. Se habla del método de estimación
por intervalo que permite asociar a la estimación puntual una precisión.

Si no se supone que F pertenece a una familia conocida de funciones de distribución,
pero se hace supuestos más generales sobre la forma de la función de distribución, se
habla de una estimación no parámetrica.

Si queremos verificar que el conjunto de valores muestrales proviene de una función de
distribución F de parámetro θ con una condición sobre θ, se usa la teoŕıa de test de
hipótesis parámetrica para verificar si se cumple la condición sobre θ.
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Si queremos verificar que el conjunto de valores muestrales proviene de una familia de
funciones de distribución dada, se usa la teoŕıa de test de hipótesis no parámetrica.

En cada uno de los casos anteriores se define un modelo estad́ıstico que se toma como
base para la inferencia estad́ıstica.

En el caso del problema de estimación, el modelo es una familia de funciones de distribución y
se estiman entonces los parámetros desconocidos del modelo. En el caso del test de hipótesis,
se plantean dos o más modelos estad́ısticos alternativos y se busca cual es el más adecuado
de acuerdo con los datos observados.

3.2. ESTIMACIÓN DE PARÁMETROS

En el problema de estimación puntual el modelo estad́ıstico esta definido por una familia
de distribuciones de donde se supone provienen los valores muestrales y el modelo tiene
solamente algunos elementos desconocidos que son los parámetros del modelo. Se trata
entonces de encontrar los parámetros desconocidos del modelo utilizando los valores mues-
trales. La elección de la familia de distribuciones se hace a partir de consideraciones teóricas
ó de la distribución de frecuencias emṕıricas.

El el ejemplo 2.1.1 de las ampolletas, hicimos el supuesto que F (x) pertenece a la familia de
las distribuciones Gamma(α, β), en los ejemplos 2.1.2 de la talla de las chilenas y 2.1.3 de
las bolsas de azúcar, la distribución normal N (μ, σ2) y los ejemplos 2.1.4 del candidato a la
eleción y 2.1.5 de las piezas defectuosas, un modelo de Bernoulli B(p).

Los parámetros α, β, μ, σ2 ó p son constantes desconocidas.

Definición 3.2.1 Un modelo estad́ıstico parámetrico es una familia de distribuciones de
probabilidad indiciado por un parámetro θ (que puede ser un vector). El conjunto de los
valores posibles de θ es el espacio de parámetro Ω. Denotaremos Fθ(x) a la función de
distribución (acumulada).

Por ejemplos:

N (μ, 1) Ω = IR
N (μ, σ) Ω = IR×]0, +∞[
Exp(β) Ω =]0, +∞[
B(p) Ω = [0, 1]
Poisson(λ Ω =]0, +∞[
Uniforme([θ1, θ2]) Ω = IR × IR (sujeto a θ1 < θ2)

En el ejemplo 2.1.4 el candidato encarga un estudio de opinión a un estad́ıstico, que toma
una muestra aleatoria pequeña de n votantes. Se define la v.a. X que toma el valor 1 si
la persona i interrogada declara que su intención de voto es para el candidato y 0 en el
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caso contrario. Sean x1, x2, ..., xn los valores obtenidos sobre la muestra aleatoria. El modelo
estad́ıstico es entonces el siguiente:

xi ∼ Bernoulli(θ) (0 ≤ θ ≤ 1)

donde el parámetro desconocido es la probabilidad θ que un elector vote por el candidato.

En el ejemplo 2.1.2, si X1, X2, ..., XN son las tallas de todas las chilenas mayores de 15
años, la media de la población es igual a μ =

∑
Xi/N . Dado el gran tamaño grande de

esta población, se obtiene la talla de una muestra aleatoria de tamaño pequeño n. Sean
x1, x2, ..., xn. Si suponemos que la distribución de población de X es normal, el modelo es

xi ∼ N (μ, σ2) (μ ∈ IR), (σ2 ∈ IR+)

donde μ y σ2 son ambos desconocidos.

Distinguiremos el caso de función de distribución continua y discreta.

Definición 3.2.2 Sea la variable X : P −→ Q
a) Un modelo estad́ıstico parámetrico es continuo si para todo θ ∈ Ω la función de distribu-
ción Fθ(x) es continua con función de densidad que denotaremos fθ(x).
b)Un modelo estad́ıstico paramétrico es discreto si para todo θ ∈ Ω la función de distribución
Fθ(x) es discreta con función de probabilidad (masa) que denotaremos pθ(x).

La función de distribución de la talla de las mujeres chilenas o de la duración de vida de la
ampolleta es continua y la distribución de las maquinas defectuosas es discreta.

Sean X1, ..., Xn los valores muestrales obtenidos sobre una muestra aleatoria simple de una
v.a. X de función de densidad fθ(x) (o probabilidad pθ(x)), en que θ es desconocido. Se busca
elegir entonces un valor para θ a partir de los valores muestrales, es decir una función δ :
Qn −→ Ω, que es un estad́ıstico (una función de los valores muestrales) llamado estimador
de θ. El valor tomado por esta función sobre una muestra particular de tamaño n es una
estimación.

Procediendo aśı, tratamos de estimar el valor del parámetro, que es una constante, a
partir de un estad́ıstico que es aleatorio.

El problema es que no hay una regla única que permita construir estos estimadores. Por
ejemplo, en una distribución de población simétrica la media y la mediana emṕıricas son
ambas estimaciones posibles para la esperanza. Para elegir entonces entre varios estimadores
de un mismo parámetro hay que definir criterios de comparación. Presentemos a continuación
algunas propiedades razonables para decidir si un estimador es aceptable.

Cabe destacar que las propiedades de consistencia, eficiencia y suficiencia para un buen
estimador fueron introducida por R. A. Fisher (parráfo ??).
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3.3. PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES

Un buen estimador θ̂ para θ sera aquel que tiene un error de estimación |θ̂ − θ| lo más
pequeño posible. Pero como esta diferencia es aleatoria, hay diferentes maneras de verla. Por
ejemplos:

|θ̂ − θ| es pequeña con alta probabilidad.

|θ̂ − θ| es nulo en promedio.

|θ̂ − θ| tiene una varianza pequeña.

3.3.1. Estimadores consistentes

Un estimador depende del tamaño de la muestra a través de los valores muestrales; los esti-
madores θ̂n asociados a muestras de tamaño n (n ∈ IN) constituyen sucesiones de variables
aleatorias. Un buen estimador debeŕıa converger en algún sentido hacia θ cuando el tamaño
de la muestra crece. Tenemos que usar las nociones de convergencia de variables aleatorias.

Definición 3.3.1 Se dice que un estimador θ̂n de un parámetro θ es consistente cuando
converge en probabilidad hacia θ: Dado ε > 0 y η > 0 pequeños, ∃ nε,η, dependiente de ε y η
tal que

IP (|θ̂n − θ| ≤ ε) > 1 − η ∀n ≥ nε,η

Se escribe θ̂n
prob−→ θ.

Los momentos emṕıricos de una v.a. real son estimadores consistentes de los momentos
teóricos correspondientes. Más aún la convergencia es casi-segura y la distribución asintótica
de estos estimadores es normal.

3.3.2. Estimadores insesgados

Definición 3.3.2 Se dice que un estimador θ̂ de θ es insesgado si y solo si E(θ̂) = θ.

Es decir que los errores de estimación tienen un promedio nulo.

Vimos que la media muestral X̄n es un estimador insesgado de la media poblacional si la
muestra es aleatoria simple, pero la varianza muestral S2

n = 1
n

∑
(xi−xn)2 no es un estimador

insesgado para la varianza poblacional σ2:

E(S2
n) =

n − 1

n
σ2

Sin embargo, la diferencia |E(S2
n) − σ2| = σ2/n, que es el sesgo, tiende a cero.
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Definición 3.3.3 Se dice que el estimador θ̂ es asintóticamente insesgado cuando E(θ̂)
n→∞−→

θ.

Se puede construir un estimador insesgado a partir de S2
n: σ̃2 = 1

n−1

∑
(xi−X̄n)2. Observemos

que σ̃2 = ( n
n−1

)2σ2, es decir que el estimador insesgado σ̃2 tiene mayor varianza que S2
n.

En efecto si θ̂2
n es un estimador sesgado de θ, eso no implica nada sobre su varianza.

Consideramos entonces la varianza del error de estimación llamado error cuadrático medio:

E(θ̂n − θ)2 = V ar(θ̂n) + (sesgo)2

En efecto,
E(θ̂n − θ)2 = E[(θ̂n − E(θ̂n) + E(θ̂n) − θ)2]

E(θ̂n − θ)2 = E[(θ̂n − E(θ̂n))2] + [E(θ̂n) − θ)]2

Si [E(θ̂n) − θ)]2 −→ 0 entonces θ̂n converge en media cuadrática hacia θ
(θ̂n

m.c.−→ θ).

Proposición 3.3.4

[E(θ̂n − θ)2 −→ 0] ⇐⇒ [V ar(θ̂n) → 0 y E(θ̂n) → θ]

Como la convergencia en media cuadrática implica la convergencia en probabilidad se tienen
los dos resultados siguientes:

Proposición 3.3.5 Si θ̂n es un estimador consistente de θ y E(θ̂n) es finito, entonces θ̂n es
asintóticamente insesgado.

Proposición 3.3.6 Si θn es un estimador de θ tal que V ar(θ̂n) → 0 y E(θ̂n) → θ, en-
tonces θ̂n es un estimador consistente de θ.

Nota 3.3.7 En la última proposición la condición es suficiente pero no necesaria.

Ejercicio: Compare los errores cuadráticos medio de S2
n = 1

n

∑
(xi − xn)2 y σ̃2 = 1

n−1

∑
(xi −

X̄n)2. Se muestra en la figura 3.1 la variación del error cuadrático medio en función de la
tamaño del la muestra para los dos estimadores cuando σ2 = 1.

En resumen, un estimador puede ser insesgado pero con una varianza elevada y entonces
poco preciso. Otro estimador puede tener un sesgo y una varianza pequeños, lo que produce
un error cuadrático medio pequeño (ver figura 3.2 donde el centro del blanco representa el
parámetro a estimar y los otros puntos son diferentes estimaciones obtenidos de un esti-
mador).

Otra manera de ilustrar el problema entre sesgo y precisión esta dada en las figuras 3.3
cuando se supone que el estimador se distribuye como una distribución normal. Cuando la
distribución del estimador esta centrada en el parámetro buscado, el estimador es insesgado;
cuando la distribución esta poco dispersa, el estimador es preciso.

En la figura izquierda, ambos estimadores son insesgados, entonces se prefiere el estimador
representado por la ĺınea continua. En la figura derecha, se prefiere el estimador representado
por la ĺınea continua también: aún si es sesgado, es mejor que el otro que es insesgado:
globalmente sus valores son más cercanos al valor a estimar.
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3.3.3. Estimador eficiente

Vimos que si x1, ...xn son valores muestrales i.i.d de una población N (μ, σ2), la media mues-
tral x̄ es un estimador insesgado de μ y que su varianza es igual a σ2

n
. Nos preguntamos

entonces si existen otros estimadores insesgado de μ de menor varianza. Es decir queremos
encontrar entre todos los estimadores insesgados el que tenga la menor varianza. Esto no es
siempre fácil.

Aqúı vamos a dar, bajo ciertas condiciones, una manera que permite verificar si un esti-
mador insesgado dado tiene la varianza más pequeña. Tal propiedad se llama eficiencia del
estimador.

Vamos a establecer una desigualdad (CRAMER-RAO), que nos permite dar una cota inferior
a la varianza de un estimador insesgado. Esta cota se basa en la cantidad de información de
Fisher.
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Figura 3.3: Sesgo y varianza

Definición 3.3.8 Se llama cantidad de información de Fisher dada por X sobre el parámetro
θ a la cantidad

I(θ) = E[(
∂ ln(f)

∂θ
)2]

Se puede dar dos otras formas a la cantidad de Información de Fisher:

Teorema 3.3.9

I(θ) = V ar(
∂ ln(f)

∂θ
)

Demostración Sea S el dominio de X y fθ la función de densidad de la variable X, entonces

como

∫
S

fθ(x)dx = 1,∀θ ∈ Ω, se tiene

∫
S

f
′
θ(x)dx = 0,∀θ ∈ Ω. Además ∂ ln fθ

∂θ
=

f
′
θ

f
, luego

E(∂ ln fθ

∂θ
) = 0,∀θ ∈ Ω y I(θ) = V ar(∂ ln fθ

∂θ
). �

El teorema siguiente nos da otra expresión para I(θ) que a menudo es más fácil de calcular.

Teorema 3.3.10 Si el dominio s de X no depende de θ, entonces

I(θ) = −E[(
∂2 ln fθ

∂θ2
)]

si esta cantidad existe.

Demostración Si ∂2 ln fθ

∂θ2 existe ∀θ, como E(∂ ln fθ

∂θ
) = 0 y ∂2 ln fθ

∂θ2 =
fθf

′′
θ −(f

′
θ)2

f2
θ

=
f
′′
θ

fθ
− (∂ ln fθ

∂θ2 ).

Luego ∂2 ln fθ

∂θ2 =

∫
S

f
′′
θ (x)dx − I(θ), y se deduce que I(θ) = −E[(∂2 ln fθ

∂θ2 )]. �

Sea una m.a.s. x1, x2, ..., xn, de función de densidad o función de probabilidad fθ(x) en
donde θ es un parámetro desconocido del conjunto Ω. Sea Lθ la función de verosimilitud de
la muestra.
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Definición 3.3.11 Se llama cantidad de información de Fisher dada por una muestra aleato-
ria x1, x2, ..., xn sobre el parámetro θ a la cantidad

In(θ) = E[(
∂ ln(Lθ)

∂θ
)2]

Nuevamente se tienen las dos otras formas de expresar In(θ):

In(θ) = V ar[(
∂ ln(Lθ)

∂θ
)] In(θ) = −E[(

∂2 ln(Lθ)

∂θ2
)]

Teorema 3.3.12 Si los valores muestrales son independientes y I(θ) es la cantidad de in-
formación de Fisher dada para cada xi sobre el parámetro θ, entonces

In(θ) = nI(θ)

Si x1, x2, ..., xnson los valores muestrales obtenidos de una variable X de función de densidad
o función de probabilidad fθ(x), se tiene la desigualdad de CRAMER-RAO:

Teorema 3.3.13 Si el dominio S de X no depende del parámetro θ, para todo estimador T
insesgado de θ se tiene:

V ar(T ) ≥ 1

In(θ)

Además si T es un estimador insesgado de h(θ) una función de θ, entonces V ar(T ) ≥ (h′(θ))2
In(θ)

Demostración Como E(∂ln(Lθ)
∂θ

) = 0,

Cov(T,
∂ln(Lθ)

∂θ
) = E(T

∂ln(Lθ)

∂θ
) =

∫
t
∂ln(Lθ)

∂θ
Lθdx =

∫
t
∂Lθ

∂θ
dx

Cov(T,
∂ ln(Lθ)

∂θ
) =

∂

∂θ

∫
tLθdx =

∂

∂θ
E(T ) = h′(θ))

De la desigualdad de Schwarz, se obtiene

(Cov(T,
∂ln(Lθ)

∂θ
))2 ≤ V ar(T )V ar(

∂ln(Lθ)

∂θ
)

Es decir
(h′(θ))2 ≤ V ar(T )In(θ)

�

Nota 3.3.14 La desigualdad de Cramer-Rao puede extenderse al error cuadrático medio de
los estimadores sesgados: Si el dominio S de X no depende del parámetro θ y b(θ) = E(T )−θ
es el sesgo de T , para todo estimador T de θ se tiene:

E[(T − θ)2] ≥ (1 + ∂b(θ
∂θ

)2

In(θ)



52 CAPÍTULO 3. ESTIMACIÓN PUNTUAL

Sea X ∼ N (μ, σ2) con σ2 varianza conocida. Como In(μ) = n
σ2 , todo estimador T insesgado

de μ tiene una varianza al menos igual a σ2

n
. Por tanto se deduce que la media x̄ es eficiente.

Si ahora se supone que σ2 es desconocida la cota de CRAMER-RAO nos indica que todo
estimador insesgado de σ2 tendra una varianza al menos igual a 2σ2

n
. El estimador 1

n−1

∑
(xi−

x̄)2, que es insesgado para σ2, tiene una varianza igual 2σ2

n−1
, que es mayor que la cota. Sin

embargo este estimador es función de un estad́ıstico insesgado suficiente por lo tanto es
eficiente (ver el parráfo siguiente). Lo que no muestra que la cota de Cramer-Rao no sea
precisa en el caso de la varianza.

3.3.4. Estimador suficiente

Generalmente los valores muestrales proporcionan alguna información sobre el parámetro θ.
Pero tomar todos los valores muestrales separadamente puede dar informaciones redondantes.
Es la razón por la cual se resumen los valores muestrales en un estad́ıstico (como la media
muestral o la varianza muestral). Pero en este resumen no debemos perder información
en lo que concierne al parámetro θ. El concepto de estad́ıstico suficiente proporciona una
buena regla para obtener estimadores que cumplan este objetivo, eliminando de los valores
muestrales la parte que no aporta nada al conocimiento del parámetro θ y resumiendo la
información contenida en los valores muestrales en un solo estad́ıstico que sea relevante para
θ.

En el ejemplo 2.1.5, se busca deducir de las observaciones de una muestra aleatoria de n
piezas de una máquina una información sobre la proporción θ de piezas defectuosas en el lote
total. Es más simple considerar el número de piezas defectuosas encontradas en la muestra
en vez de la sucesión de resultados x1, x2, ..., xn. El conocimiento de los valores individuales

no procura ninguna información aditiva para la proporción θ que
n∑

i=1

xi. En el ejemplo 2.1.4,

el conocimiento del voto de cada encuestado no aporta más información para determinar la
proporción de votos del candidato en la elección que la cantidad de votos recibidos por el
candidato en la muestra. En estos dos ejemplos se reducen los n datos a un sólo valor, que
es función de estos datos (la suma de los valores muestrales), sin perder información para
determinar el parámetro θ de la Bernoulli.

Supongamos el caso n = 2 y el estad́ıstico T = X1 + X2, con Xi ∼ B(θ). Buscamos la
distribución condicional de X = (X1, X2) dado T . El estad́ıstico T toma 3 valores:

T =

⎧⎨
⎩

0 si X = (0, 0) con probabilidad 1
1 si X = (0, 1) o X = (1, 0) con probabilidad 1/2
2 si X = (1, 1) con probabilidad 1

La distribución condicional de X = (X1, X2) dado T no depende de θ y la distribución de
X∗ = (X∗

1 , X
∗
2 ) obtenida de la distribución condicional de X dado T es igual a la distribución

de X = (X1, X2). En consecuencia, si d(X) = d(X1.X2) es un estimador de θ, d(X∗) da una
regla al menos igual de buena que d(X). Lo que significa que basta buscar un estimador
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basado solamente en T = X1 + X2. Se dice que T = X1 + X2 es un estad́ıstico suficiente
para θ.

En los ejemplos 2.1.2 y 2.1.3, la media muestral X̄n permite simplificar la información dada
por los n valores muestrales. Pero nos preguntamos si se pierde información usando la media
muestral para estimar la media μ de la población.

Observemos que si suponemos la varianza conocida e igual a 1, la función de densidad conjun-
ta, llamada también función de verosimilitud puede escribirse como función únicamente
de la media muestral y del tamaño n de la muestra:

fθ(x1, x1, ..., xn) = (
1

2π
)

n
2 exp(−n

2
(x̄n − θ)2)

Es decir que la única información relevante para estimar θ está dada por la media muestral.
En este caso se dice que la media muestral es un estad́ıstico suficiente. Un estad́ıstico sufi-
ciente, que se toma como estimador del parámetro θ, debeŕıa contener toda la información
que llevan los valores muestrales sobre θ.

Definición 3.3.15 Un estad́ıstico T (x1, ..., xn), función de los valores muestrales y con val-
or en Ω, se dice suficiente para θ si la distribución conjunta de los valores muestrales
condicionalmente a T (x1, ..., xn) no depende de θ.

Un estad́ıstico suficiente para un parámetro θ no es necesariamente único. Buscaremos un
estad́ıstico que sea una mejor reducción de los datos.

Definición 3.3.16 Se dice que un estad́ıstico T es suficiente minimal si la distribución
condicional de cualquier otro estad́ıstico suficiente dado T no depende de θ.

No es siempre fácil detectar si un estad́ıstico es suficiente y menos encontrar un estad́ıstico
suficiente minimal. Los dos siguientes teoremas permiten enunciar condiciones para que un
estad́ıstico sea suficiente.

Teorema 3.3.17 Principio de factorización
Si T (x1, x1, ..., xn) es suficiente para θ y g(T (x1, x1, ..., xn); θ) es la densidad de T (x1, x1, ..., xn),
entonces

fθ(x1, x1, ..., xn) = g(T (x1, x1, ..., xn; θ)h(x1, x1, ..., xn|T (x1, x1, ..., xn))

El principio de factorización nos permite reconocer si un estad́ıstico es suficiente, pero no
permite construir uno ó saber si existe uno. El siguiente teorema permite buscar estad́ısticos
suficientes para una clase de distribuciones llamadas exponenciales.

Teorema 3.3.18 Theorema de Darmois-Koopman
Si X es una variable real cuyo dominio de variación no depende del parámetro θ, una condi-
ción necesaria y suficiente para que exista un estad́ıstico suficiente es que la función de
densidad de X sea de la forma:

f(x; θ) = b(x)c(θ)exp{a(x)q(θ)}

Además Tn(X1, X2, ..., Xn) =
n∑

i=1

a(Xi) es un estad́ıstico suficiente minimal.
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Si X ∼ N (θ, 1) y si x1, ..., xn es una muestra aleatoria de X

fn(x1, ..., xn; θ) =
1

(2π)n/2
exp(−1

2

∑
x2

i )exp(−nθ2

2
+ nθX̄n)

El término exp(−1
2

∑
x2

i ) no depende de θ y el término exp(−nθ2

2
+ nθX̄n) depende de θ y

X̄n.

nX̄n =
∑

xi es un estad́ıstico suficiente y toda función biyectiva de X̄n lo es también, en
particular X̄n.

Un último resultado importante, que permite construir estimadores insesgados mejores es.

Teorema 3.3.19 Theorema de Rao-Blackwell
Si T(X) es un estad́ıstico suficiente para θ y si b(X) es un estimador insesgado de θ, entonces

δ(T ) = E(b(X)|T )

es un estimador insesgado de θ basado sobre T mejor que b(X).

No es fácil encontrar buenos estimadores insesgado, de varianza minimal; de hecho estas dos
propiedades pueden ser antagónicas en el sentido que al buscar eliminar el sesgo se aumenta
la varianza. Por otro lado la búsqueda de estimadores insesgados de mı́nima varianza esta
relacionada con la existencia de estad́ısticos suficientes.

A continuación daremos los métodos usuales de estimación puntual.

3.4. MÉTODO DE LOS MOMENTOS

Vimos en el caṕıtulo anterior que la media muestral X̄n
c.s.−→ E(X) = μ. Más generalmente

si el momento μr = E(Xr) existe, entonces por la ley de los grandes números:

mr =
1

n

∑
Xr

i
c.s.−→ μr (IP ( ĺım

n→∞
mr = μr) = 1)

Luego una método de estimación consiste en hacer coincidir el momento μr de orden r del
modelo estad́ıstico con el momento emṕırico mr obtenido de la muestra.

Ejemplos:

Caso de la normal N (μ, σ2): El método de los momentos produce como estimador de
la media μ, μ̂ = x̄n y como estimador de la varianza σ2 = m2 − x̄2

n = s2
n.

Caso de una Bernoulli B(θ): Como E(X) = θ, el estimador de los momentos de θ es
x̄n.

Caso de una Poisson(λ): Como E(X) = λ, el estimador de los momentos de λ es x̄n.
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Caso de una uniforme en [0, θ]: Como E(X) = θ
2
, el estimador de los momentos es

θ̂ = 2x̄n. Un inconveniente de este estimador es que algunos valores muestrales podŕıan
ser mayor que θ̂.

La ventaja del método es que es intuitivo y, en general, basta calcular el primer y segun-
do momento. Pero tiene que existir estos momentos y no ofrece tanta garant́ıa de buenas
propiedades como el estimador de máxima verosimilitud.

3.5. MÉTODO DE MÁXIMA VEROSIMILITUD

Sean x1, x2, ..., xn una muestra aleatoria simple de una v.a. de densidad fθ(x) en que θ ∈ Ω,
el espacio de parámetros.

Definición 3.5.1 Se llama función de verosimilitud a la densidad conjunta (ó fun-
ción de probabilidad) del vector de los valores muestrales; para todo vector observado x =
(x1, x2, ..., xn) en la muestra, se denota fθ(x1, x2, ..., xn) = fθ(x).

Cuando los valores muestrales son independientes, se tiene:

fθ(x) = fθ(x1, x2, ..., xn) =
n∏

i=1

fθ(xi)

El estimador de máxima verosimilitud es un estad́ıstico T (x1, ..., xn) función de los
valores muestrales que maximiza la función fθ.

Tal estimador puede entonces no ser único, o bien no existir.

Cuando este estimador existe, tiene algunas propiedades interesantes que se cumplen bajo
condiciones bastante generales:

Es consistente.

Es asintóticamente normal;

No es necesariamente insesgado, pero es generalmente asintóticamente insesgado;

Es función de un estad́ıstico suficiente, cuando existe uno;

Entre todos los estimadores asintóticamente normales, tiene la varianza asintótica-
mente más pequeña (es eficiente).

Tiene la propiedad de invarianza.

Proposición 3.5.2 (Propiedad de Invarianza) Si θ̂ es el estimador de máxima verosimilitud
del parámetro θ y si g : Ω −→ Ω es biyectiva, entonces g(θ̂) es el estimador de máxima
verosimilitud de g(θ).
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Demostración En efecto si τ = g(θ), como g es biyectiva, θ = g−1(τ); si fθ(x) = fg−1(τ)(x) es

máxima para τ̂ tal que g−1(τ̂) = θ̂. τ̂ es necesariamente el estimador de máxima verosimilitud
y como g es biyectiva, τ̂ = g(θ̂). �
Veremos a continuación, que el estimador de máxima verosimilitud de σ se puede obtener
directamente ó como la ráız del estimador de máxima verosimilitud de σ2. Eso se debe a la
propiedad de invarianza del estimador de máxima verosimilitud transformación funcional.
Veamos algunos ejemplos.

Sean en el ejemplo 2.1.5, x1, x2, ..., xn los valores muestrales.

xi ∼ Bernoulli(θ) (0 ≤ θ ≤ 1)

fθ(x) =
n∏

i=1

θxi(1 − θ)1−xi

máx
θ∈[0,1]

fθ(x) ⇐⇒ máx
θ∈[0,1]

Logfθ(x)

Logfθ(x) =
n∑

i=1

[xiLogθ + (1 − xi)Log(1 − θ)]

dLogfθ(x)

dθ
=

∑
xi

θ
− n − ∑

xi

1 − θ
= 0

Luego el estimador de máxima verosimilitud θ̂ de θ es la proporción de piezas defectuosas
observada

∑
xi/n.

θ̂ =
∑

xi/n (θ̂ ∈ [0, 1]) es un estimador del parámetro θ insesgado, consistente y suficiente.

Sean x1, x2, ..., xn las tallas obtenidas sobre la muestra de mujeres chilenas mayores de 15
años en el ejemplo 2.1.2.

Se supone que xi ∼ N (μ, σ2) con μ y σ2 desconocidos.

fθ(x) = (
1

2πσ2
)

n
2 exp{− 1

2σ2

∑
(xi − μ)2}

Logfθ(x) es máximo cuando μ es igual a la media muestral x̄n y σ2 es igual a la varianza
muestral S2

n.

El estimador (x̄n, S2
n) es suficiente para (μ, σ2). El estimador x̄n de la media poblacional μ es

insesgado, consistente y de mı́nima varianza. El estimador S2
n de la varianza de la población

es asintóticamente insesgado y consistente.

Nota 3.5.3 Si se supone la varianza poblacional σ2 conocida, el estimador de máxima
verosimilitud de μ queda igual a la media muestral x̄n. Además Se puede buscar el estimador
de la varianza o bien de su ráız σ. El resultado no cambia.

Sea xi ∼ Uniforme[0, θ] θ > 0, fθ(x) = 1/θn si 0 ≤ xi ≤ θ ∀i.
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Cuando θ ≥ xi para todo i, fθ(x) es no nulo y es decreciente en θ; luego fθ(x) es máxima
para el valor más pequeño de θ que hace fθ(x) no nulo: el estimador de máxima verosimilitud
de θ es entonces θ̂ = max{x1, x2..., xn}.
El método de los momentos produce un estimador bien diferente. En efecto, como E(X) =
θ/2, el estimador de los momentos es θ̃ = 2x̄n.

En este ejemplo, una dificultad se presenta cuando se toma el intervalo ]0, θ[ abierto, dado
que no se puede tomar como estimador el máximo θ̂; en este caso el estimador de máxima
verosimilitud no existe. Puede ocurrir que no es único también. Si se define el intervalo
[θ, θ + 1], es decir el largo del intervalo es conocido e igual a 1, la función de verosimilitud
es:

fθ(x) = 1 si θ ≤ xi ≤ θ + 1 ∀i

es decir: fθ(x) = 1 si max{x1, ..., xn}−1 ≤ θ ≤ min{x1, ..., xn}. Por lo cual todo elemento
del intervalo [max{x1, ..., xn} − 1,min{x1, ..., xn}] maximiza la verosimilitud.

Aqúı el estimador de los momentos, que es igual a x̄n − 1/2, es bien diferente también.

Se deja como ejercicio estudiar las propiedades de estos estimadores.

3.6. EJERCICIOS

1. Sea Xi, i = 1, ..., n una muestra aleatoria simple de una v.a. X de función de distribución
Gamma(α, β). Estime μ = E(X) por el método de máxima verosimilitud. Muestre que el
estimador resultante es insesgado, convergente en media cuadrática y consistente.

2. Sea una m.a.s. x1, ...xn de una v.a. X de función de densidad fθ(x) = θxθ−1I1[0,1]. Encuentre

el estimador de máxima verosimilitud θ̂ de θ y pruebe que θ̂ es consistente y asintóticamente
insesgado.

3. Sean dos preguntas complementarias: A=”vota por Pedro” y A’=”no vota por Pedro”.
Se obtiene una muestra aleatoria simple de n personas que contestan a la pregunta A ó A’;
lo único que se sabe es que cada persona ha contestado A con probabilidad θ conocida y A’
con probabilidad (1 − θ). Se definen:
p: la probabilidad que una persona contesta ”SI” a la pregunta (A ó A’)
π: la proporción desconocida de votos para Pedro en la población.

a) Dé la proporción π en función de p y θ.
b) Dé el estimador de máxima verosimilitud de p y deduzca un estimador π̂ para π. Calcule
la esperanza y la varianza de π̂.
c) Estudie las propiedades de π̂; estudie en particular la varianza π̂ cuando θ = 0,5.

4. Se considera la distribución discreta: IP (X = x) = axθ
x/h(θ), con x = 0, 1, 2, ..., en donde

h es diferenciable y ax puede ser nulo para algunos x.
Sea {x1, x2, ..., xn} una m.a.s. de esta distribución.

a) Dé las expresiones de h(θ) y h′(θ).
b) Dé el estimador de máxima verosimilitud de θ en función de h y h′.
c) Muestre que el estimador de máxima verosimilitud es el mismo que el del método de los
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momentos.
d) Aplique lo anterior para los casos siguientes:
i) X ∼ Binomial(N, p) (N conocido)
ii) X ∼ Poisson(λ).

5. Sean Ti, i = 1, ..., I estimadores del parámetro θ tales que : E(Ti) = θ + bi , bi ∈ R
Se define un nuevo estimador T de θ como T =

∑I
i=1 λiTi

a) Dé una condición sobre los λi para que T sea insesgado.
b) Suponga que bi = 0 ∀i (estimadores insesgados). Plantee el problema de encontrar los
coeficientes λi para que la varianza de T sea mı́nima.
c) Suponiendo que los Ti son no correlacionados , resuelva el problema planteado.
d) Sean Xij, i = 1 . . . M, j = 1 . . . ni M m.a.s. independientes entre si, de variables aleatorias
X i con distribuciones normales de varianza común σ2.
Sea s2

i = 1
ni−1

∑ni

j=1(Xij−X̄i)
2, el estimador insesgado de la varianza calculado en la muestra

i.
Demuestre que S2 = 1∑M

i=1 ni−M

∑M
i=1(ni − 1)s2

i es el estimador lineal insesgado de varianza

mı́nima para σ2.


