Capitulo 2

DISTRIBUCIONES EN EL
MUESTREO

2.1. INTRODUCCION

Los métodos estadisticos permiten confrontar modelos mateméticos o probabilisticos con los
datos empiricos obtenidos sobre una muestra aleatoria:

Considerando mediciones obtenidas sobre una muestra de tamano n,
se busca deducir propiedades de la poblacion de la cual provienen.

Ejemplo 2.1.1 Se saca una muestra al azar de 500 ampolletas ILUMINA del mismo tipo
en un proceso de produccion y se considera sus tiempos de vida. Si el proceso de fabricacién
no ha cambiado, las fluctuaciones entre las ampolletas observadas pueden considerarse como
aleatorias y ademds que todas las observaciones provienen de una misma variable aleatoria X
de distribucién desconocida abstracta llamada distribucién de poblacién F(z) = IP(X <
x) del tiempo de vida de este tipo de ampolleta.

Ejemplo 2.1.2 El ministerio de la salud quiere conocer la talla promedio p de las mujeres
chilenas mayores de 15 anos. En este caso la poblacién no es abstracta ya que se podria medir
la talla de todas las chilenas mayores de 15 anos y entonces determinar la distribucién de
poblacién y, por lo tanto, calcular la talla media de la poblaciéon. Sin embargo es muy dificil
de realizar en la practica atn si la poblaciéon es finita, dado que es muy grande. La funcién
de distribucién de poblacion se considera entonces como continua y incluso abstracta con
una expresion tedrica (una distribuciéon normal en general) y se usa una muestra al azar, por
ejemplo de 1000 chilenas mayores de 15 anos y se mide sus tallas.

Ejemplo 2.1.3 La compania Dulce compré una maquina para llenar sus bolsas de azicar de
1 kg. La méaquina no puede ser perfecta y el peso varia de una bolsa a otra. Si se acepta una
variacién en el peso de las bolsas, esta deberia ser pequena y la media del peso deberia ser
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igual a 1 kg. Un buen modelo estadistico para el peso es una distribucion Normal de media
nula y varianza pequena (el modelo Normal se obtiene de la teoria de los errores parrafo ?77?)

Ejemplo 2.1.4 Un candidato a una eleccién presidencial quiere planear su campana elec-
toral a partir de un sondeo de opiniones sobre una muestra de votantes. ;Los resultados
del sondeo le permitirian inferir el resultado de la eleccién? Se puede construir un modelo
de Bernoulli cuyo parametro es la probabilidad que un elector vote por el candidato. El
candidato saber si esta probabilidad serd mayor que 50 %.

Ejemplo 2.1.5 Una méquina produce diariamente un lote de piezas. Un criterio basado
sobre normas de calidad vigentes permite clasificar cada pieza fabricada como defectuosa o
no defectuosa. El cliente aceptard el lote si la proporcion de piezas 6 defectuosas contenidas
en el lote no sobrepasa el 2%. El fabricante tiene que controlar entonces la proporcién 6
de piezas defectuosas contenidas en cada lote que fabrica. Pero si la cantidad de piezas
N de cada lote es muy grande, no podra examinar cada una para determinar el valor de
f. Como el ejemplo anterior se puede construir un modelo de Bernoulli cuyo parametro
aqui es la probabilidad que una pieza este defectuosa. El cliente quera saber entonces si esta
probabilidad sera mayor que el 2 %.

Si se tiene una sola variable aleatoria X cuya funcién de distribucion F' de poblacién es
generalmente desconocida, obteniendo observaciones de esta variable X sobre una muestra,
buscaremos conocer la funcién de distribucion F. Los valores zq,xs,...,x, de la v.a. X
obtenidos sobre una muestra de tamano n son los valores muestrales.

Se quiere saber entonces de que manera estos valores muestrales procuren informacion sobre
algunas caracteristicas de la poblacién. Esta pregunta no es posible de responder directa-
mente, hay que transformarla en otra pregunta: si suponemos que la poblacién tiene
una distribucion F, jcual seria la probabilidad de obtener la muestra que obtu-
vimos?

Si la probabilidad es pequena, se concluye que la distribucién de la poblacién no es F,.
Si la probabilidad es alta, aceptamos F,. Se busca, entonces, estimar caracteristicas de la
distribucién F, a partir de los valores muestrales, por ejemplo, la media y la varianza.

2.2. TIPOS DE VARIABLES

La cantidad y la naturaleza de las cacteristicas que se puede medir sobre los elementos de
una poblacién P son muy diversos. Supondremos aqui una sola variable en estudio que es
una funciéon

X:P—Q

Se distingue la naturaleza de la variable X segun el conjunto Q:
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» variable cuantitativa (también llamada intervalar) si () es un intervalo de IR 6 todo IR.
Por ejemplo: la edad, el peso ¢ la talla de una persona. Estas variables se consideran
como reales continuas aun si se miden de manera discontinua (en ano, en kg 6 cm).

= variable discreta si () es un subconjunto de IN. Por ejemplo, el niimero de hijos de una
familia. Se habla de variable discreta.

» variable cualitativa (o nominal) si () es un conjunto finito de atributos (6 modalidades
6 categorfas) no numéricos. Por ejemplo: el estado civil, el sexo, la ocupacién de una
persona 6 los nombres de los candidatos a una eleccién.

= variable ordinal si ) es un conjunto de atributos no numéricos que se pueden ordenar.
Por ejemplo, el ranking de la critica cinematografica.

Los métodos estadisticos dependen del tipo de variables consideradas. Es entonces interesante
poder transformar una variable de un tipo a otro. Por ejemplo, la edad se puede transformar
en una variable nominal o ordinal considerando como conjunto () un conjunto de clases de
edad. Segun la precision requerida de la variable edad y los métodos utilizados se usard la
edad como variable cuantitativa o ordinal.

2.3. DISTRIBUCION EMPIRICA

En este parrafo vemos la distribucién de los valores muestrales obtenidos a partir de un
muestreo aleatorio simple. Distinguimos el estudio segtn el tipo de variable.

2.3.1. Caso de variables numéricas (reales)

Consideramos una muestra aleatoria simple z1, ...z, independientes e idénticamente dis-
tribuidas (i.i.d.) del ejemplo 2.1.1 del tiempo de vida de las ampolletas ILUMINA. La pro-
porcion de ampolletas con tiempo de vida menor que x define una funcién de distribucién,
que depende de la muestra (Figura 2.1).

Definicién 2.3.1 Sean x1,xs,...,x,, los valores muestrales obtenidos de un m.a.s. de X.
Se llama la funcion de distribucion empirica a la proporcion de observaciones de la muestra
inferiores o iguales a x;

Card{z;|z; < x}

La funcién de distribucién empica F,,(x) tiene las propiedades de una funcién de distribucion:

= F,: R —[0,1].

= El muestreo es equiprobable: si n es el tamano de la muestra, p; = % para todo elemento
de la muestra. Luego F,,(x) es la probabilidad de encontrar una observacién z; menor
que x en la muestra.
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Figura 2.1: Una funcién de distribucién empirica

» F,(z) es mondtona no decreciente; tiene limites a la derecha y a la izquierda; es continua
a la derecha; F'(—o0) = 0; F(+00) = 1. Ademas los puntos de discontinuidad son con
salto y en nuimero finito.

Ademas para z fijo, F,,(z) es una variable aleatoria y nF,(x) es una v.a. igual a la suma de
variables de Bernoulli independientes de mismo pardmetro F'(z). En efecto, si definamos

1 si X; <z
Y;_{O si X;>x

Las variables Y; son variables aleatorias de Bernoulli de parametro igual a la probabilidad que
X; < x es decir F(z). Luego nF,(z) = Y. | Y; sigue una distribucién binomial: nF, (z) ~
B(n, F(z)).

Teorema 2.3.2 Para todo z, F,(x) converge casi-sequramente hacia el valor tedrico F(x)
(se denota F,(x) == F(z)).

Demostracion Como nF,(x) ~ B(n, F(x)), se concluye de la ley fuerte de los grandes
nimeros que:

P(h’rrln F.(x)=F(x)) =1
|

Se espera entonces que la funcién de distribuciéon empica F),(z) no sea tan diferente de la
funcién de distribucion de la poblacién cuando n es suficientemente grande. Se tiene dos
otros resultados que lo confirman (no se demuestran estos teoremas).

Teorema 2.3.3 (Glivenko-Cantelli)

D, =sup | F,(z) — F(z) |— 0
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Teorema 2.3.4 (Kolmogorov) La distribucion asintdtica de D,, es conocida y no depende
de la distribucion de X :

+o0o
lim P(v/nD, <y) = Z (—1)*exp(—2k%y?)
k=—0o0

2.3.2. Caso de variables nominales u ordinales

En el ejemplo 2.1.4 de la eleccion presidencial, la poblaciéon P esta constituida por la totalidad
de los N votantes. Si hay r candidatos, la variable X de interés es el voto que va emitir el
votante:

X:P—Q

donde @ = {q1,42,-..,¢-} es el conjunto de los r candidatos. Si el votante i ha elegido el
candidato ¢;, X; = ¢; (i = 1,2,...,N). Es una variable nominal y los candidatos son los
atributos ¢, go, ..., g

Sim; es el nimero de votos que recibe el candidatos ¢;, su proporciéon de votos en la poblacién
; d{X(1)=q;|i=12,....N
espj:%:car{ () zjif\z }

Se interpreta p; como la probabilidad que un votante vote por el candidato ¢;. El conjun-
to p1,p2, ..., pr constituye la funcién de probabilidad definida sobre el conjunto () de los
candidatos relativa a la poblacién total de los votantes: IP(X =¢;) =p; (Vj=1,...,7).

Una encuesta de opiniones previa a la eleccion tratard de acercarse a los valores pq, pa, ..., pr
de la funcién de probabilidad de la poblacién.
Sea una muestra aleatoria de n = 1500 personas en la cual los candidatos recibieron las

proporciones de votos f,,(q1), fu(q2),--,fn(qr), con fn(q;) = w, (V5 =1,...,r). Estas

proporciones pueden escribirse como la media de variables de Bernoulli.
Sean las r variables de Bernoulli Y (Vj) asociadas a la variable X:

SiY;(1),Y;(2),...,Y;(n), (Vj) son los valores muestrales,

fulgy) = 2= 0y

n

Como la distribucién nf,(q;) ~ B(n, p;), fau(a;) — p;j(Vg; € Q).

Se observard que las r v.a. binomiales n f,,(¢;) no son independientes entre si: 3, n.fu(g;) = n.
Veremos mas adelante que estas r variables binomiales forman un vector aleatorio llamado
vector multinomaal.
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2.4. DISTRIBUCIONES EN EL MUESTREO Y EN
LA POBLACION

Sea una v.a. X de distribucién F. Sean zq,xs,...,x, valores muestrales independientes
obtenidos sobre una muestra aleatoria de tamano n de esta distribucion. Si nos interesa
estudiar la media p de la poblacién (esperanza de la distribucién F'), la muestra nos permi-
tird estimarla. Pero si se saca otra muestra del mismo tamano obtendremos posiblemente
otro valor de la estimacion de p. El resultado de la estimacion es aleatorio. El carédcter
aleatorio del resultado proviene de la aleatoriedad de la muestra y ademéds su distribuciéon
depende del tamafio y del tipo de muestreo que se aplique. Es decir, los valores muestrales
y las funciones de estos que permiten estimar son variables aleatorias.

Vimos la relacién entre la distribucion empirica y la distribucion de poblacion, luego, como la
distribucién empirica permite acercarse a la distribucion de poblacién. De la misma manera
el estudio de la relacién entre de las distribuciones de las estimaciones y la distribucion de
la poblacion permitird hacer inferencia de los valores muestrales hacia caracteristicas de la
poblacién tales como .

Definicién 2.4.1 Las funciones de los valores muestrales son variables aleatorias llamadas
estadisticos' y las distribuciones de los estadisticos se llaman distribuciones en el muestreo.

Generalmente no ignoramos todo de la distribucién de la poblacién y por eso hacemos
supuestos sobre esta. Es decir, suponemos que la distribucién de poblacion pertenece a
una familia de distribuciones tedricas. Por ejemplos, si X es la talla de los hombres adultos
chilenos, podremos suponer que X sigue una distribucion normal, o si X es la proporcion del
tiempo ocupado diariamente mirando TV, podremos suponer una distribucion beta 6 si X es
el niumero de clientes en la cola de una caja de una banco podremos suponer una distribucion
de Poisson. En este caso, solamente algunas caracteristicas quedaran desconocidas, como por
ejemplo la media y la varianza para la distribucién normal 6 el pardmetro A\ para la distribu-
ciéon de Poisson. Estas caracteristicas desconocidas de la distribucién de la poblacién son
llamados los parametros que buscamos a estudiar. Los estadisticos y sus distribuciones en
el muestreo (6 sus distribuciones asintéticas cuando se hace tender n el tamano de la muestra
a 4+00) permiten estimar los pardmetros desconocidos de la distribucién de la poblacién.

Se llama estimador de 6 al estadistico que permite estimar un parametro 6 de una distribu-
cién de poblacion. Como el estimador es una variable aleatoria, sus fluctuaciones tienen que
estudiarse. Una medicién de las fluctuaciones de un estimador 7" en el muestreo con respecto
al pardmetro 6 de la distribucién de poblacién es el error cuadratico medio E[(S — 6)?]
6 su raiz llamada el error estandar, que permite medir la precisién del estimador 7' con
respecto al parametro 6. El problema es que no se conoce a 6.

Veamos a continuacién las propiedades de algunos estadisticos conocidos, tales como la
proporcion, la media o la varianza en la muestra.

'No confundir con el estadistico, profesional o investigador que trabaja en estadistica
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2.4.1. Proporcion muestral

Supongamos que 1, Zs, ..., L, son los valores muestrales i.i.d obtenidos de una poblacién de
Bernoulli de parametro p.

Consideremos, en primer lugar, el caso de una poblacion infinita o una poblacién finita con
reemplazo. Por ejemplo, x; = 1 si se saca "cara” y x; = 0 si se saca "sello” en el lanzamiento
1 de n lanzamientos independientes de una moneda. El parametro p es la probabilidad de
sacar "cara”’, que vale % en el caso de una moneda equilibrada. O bien en un proceso de
control de calidad, x; = 1 si la pieza fabricada i es defectuosa y x; = 0 en el caso contrario.
La probabilidad p es la probabilidad de que una pieza sea defectuosa en este procesoy 1 —p

es la probabilidad que no sea defectuosa.

., ,o. o n €T .z

Se define la proporcién muestral o empirica como f, = > ", ™ la proporcién de caras
(6 piezas defectuosas) encontradas entre las n observadas. Veamos que nf,, sigue una dis-
tribucién B(n,p):

Pl =)= Plafs =8 = (| )pH1=p"™ (=010

Tenemos E(f,) = py Var(f,) = p(1 —p)/n. Es decir que la distribucién de la proporcién
empirica f, esta centrada en el pardmetro p y su dispersion depende del tamano n de la

muestra:
p(1 —p)
n

E((fn _p)Q) = Var(f?%) =

El error estandar es entonces: e(f, — p) = p—(ln_ p)

Observamos que se tiene la convergencia en media cuadratica:

fa == p

En efecto [e(f, — p)]* = E((f, — p)?) — 0

Ademas se tienen las otras convergencias de f,, hacia p (en probabilidad y casi segura): La
convergencia en media cuadratica implica la convergencia en probabilidad 6 por la ley débil
de los grandes numeros: la diferencia |f,, — p| es tal que para ¢ > 0 dado:

lim P(|f, —p| <€) =1

. . C.S. .
La convergencia casi segura: f, — p, es decir

P(lim f,=p) =1

Ademads se tiene la convergencia en ley hacia una normal: f, NV (p,p(1 —p)/n).
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En el caso de una poblacion finita de tamano N con un muestreo sin reemplazo se obtiene
una distribucién hipergeométrica:

Np\ ( N(1-p)
P(nf, = k)=~ /3 T H
nf, =k) = I
n
Se obtiene en este caso un error estandar: £(f, — p) = \/@, /%

Si el tamano N de la poblacién es grande con respecto al tamano de la muestra, se tienen
los mismos resultados que los del muestreo con reemplazo. Si N es pequeno, conviene usar
los resultados del muestreo sin reemplazo. La tltima formula muestra que el tamano de la
muestra necesario para alcanzar un error € dado es casi independiente del tamano N de la
poblacién:

. Np(1 —p)
p(1=p)+e(N-1)

Se presenta a continuacion los tamanos muestrales necesarios para obtener un error ¢ =
0,05 y e = 0,025 cuando p = 0,5 (Tabla 2.1). Se observa que el tamano de la muestra
aumenta poco cuando aumenta el tamano de la poblacién, pero que aumenta mucho cuando
se quiere disminuir el error estandar. Para N muy grande se requiere observar cuatro veces
mas unidades para disminuir el error a la mitad.

N 500 1000 5000 10000 50000 oo
nparae =005 || 83 91 98 99 100 100
n para e = 0,025 || 222 286 370 385 397 400

Cuadro 2.1: Tamano de la muestra, tamano de la poblaciéon y error estandar

2.4.2. Media muestral

Sean x1,xs, ..., T,, los valores muestrales i.i.d. de una v.a. X. Se define la media muestral
o media empirica como
n
Ly
Ty = —
— 7
=1
Si la distribucién de poblacién tiene como esperanza u, E(x;) = py Var(z;) = o? para
todo i, entonces F(Z,) = u. Lo que significa que el promedio de los valores z,, dados por
las distintas muestras de tamano n coincide con la media i de la poblacién. Pero para una
muestra dada, el valor Z,, se encontrara en general un poco por debajo 6 encima de p debido
a las fluctuaciones del muestreo. La pregunta entonces es ; Cémo evaluar esta fluctacién? La
respuesta esta dada por la varianza de ,, es decir la dispersiéon promedio de z,, alrededor

de p, que depende de la varianza o2 de la poblacién:

0.2

Var(z,) = —
n
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Observamos que la dispersién de los valores de z,, alrededor de i disminuye cuando el tamano
n de la muestra crece. Ademés utilizando la desigualdad de Chebychev encontramos que para

un e dado: )

P(|X, —pl > €) <

ne?
Nota 2.4.2 Si el muestreo es aleatorio sin reemplazo en una poblacion finita de tamano
2 ., . . .
N entonces Var(z,) = T=2%. Cuando la poblacién es infinita (N — oo) se obtiene la

o2

expresion de la varianza del caso de valores muestrales independientes Var(z,) = .

Si ademaés la distribucion de poblacién es normal entonces la distribucién en el muestreo de
T, también lo es. Si los valores muestrales x; no provienen necesariamente de una distribucién
normal pero si son i.i.d., entonces la distribucién asintética de 22=£ es N'(0,1) (TEOREMA

o/vn
CENTRAL DEL LIMITE).

Teorema 2.4.3 (Liapounoff): Si xq, 2, ..., Ty... €s una succesion de v.a. independientes tales
que

= SUS VATIANZAS V1, Vg, ..., Uy, ... SON finitas

» la suma S, = Y ] v; crece con n pero los cocientes g—] tienden hacia cero cuando n
n
crece (condicion de Lindeberg)

Entonces si Z, = > 1 X;, la distribucion de la v.a. 0, = M, cuando n aumenta, tiende

o0z

hacia una forma independiente de las distribuciones de las X; que es la distribucion N'(0,1).

De aqui el rol privilegiado de la distribucion normal en estadistica. Se observard que la
propiedad no es cierta si no se cumple la condiciéon de Lindberg. Muchas distribuciones
empiricas son representables por una distribucién normal, pero no es siempre el caso. En
particular en hidrologia , el caudal de los rios, que es la suma de varios rios méas pequenos,
no se tiene la independencia entre las componentes que intervienen y se obtiene distribuciones
claramente asimétricas.

2.4.3. Varianza muestral

Sea una m.a.s. xy, ...z, i.id., con E(z;) = py Var(z;) = o (Vi). Se define la varianza
muestral o la varianza empirica como la dispersiéon promedio de los valores muestrales
con respecto de la media muestral:

Se puede escribir también:

Propiedades:
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PSPt (EYL S (XY y 2 S [BX)P).

n n i=1"1i
» Célculo de E(S?)
E(SR) = E(; X(af — 70)%) = E(5; X(a7 — 1) — (20 — 11)?)
E<S72L) - %ZV@T([EZ) - Var(fn) = %202 — %2
E(SZ) = %02 — o2

» Célculo de Var(S?)
Var(S?) =21 ((n —

e Dpa = (n = 3)0?)
en que g = E((X — p)*) es el momento tedrico de orden 4 de la v.a. X.
Se deja este calculo como ejercicio.

Var(S?) ~ ““%"4 — 0.

n 5205 52 (B((S?2 - 0%)?) —0).

n

» Célculo de Cov(Z,, S?)
Cov(En, 82) = B((Tn — 1)(S2 — 2=202))
Cov(@n, 52) = E[L Yo — ) (5 Xy — 10 — (0 — )2 — 2510
=0 Viy E(r; — p)(x; —p) =0 9(i,j)
EQC(xi — p)) = E((2n — p)°)
EQ (i — n)) = wBE(C )
- % = nn—_zll%, donde pz = E((X — p)?).

~—

Como E(z; — u
Cov(z,,S?)
Cov(Z,, S?)
Cov(Z,, S?)

3E U= U=

Si n — +oo, Cov(Z,,S?) — 0, lo que no significa que hay independencia. Ademés si

la distribucién es simétrica (uz = 0), entonces Cov(Z,, S2) = 0.

2.4.4. Caso de una distribucion normal

Si una m.a.s. 1, ...x, ii.d con z; ~ N(u,0?) (Vi), entonces T, ~ N(i,0%/n). Ademés S?
sigue una distribuciéon conocida llamada ji-cuadrado a n-a grados de libertad y denotada

2
Xn—l'

En efecto 52 = 4 (s — )? — (2 — 0. Luego %5 = ¥(524)7 — (&55k)2
Como las v.a. (¥=£) son i.i.d. de una N(0,1), entonces U = Y (*=£)? es una suma de los
cuadrados de n v.a. independientes de N(0,1) cuya distribucién es facil de calcular y se

llama Ji-cuadrado con n grados de libertad y se denota x?2. Por otro lado, (i?\_/g)Q,

que es el cuadrado de una distribucién A(0,1) sigue una distribucién x? con 1 grado de

libertad.
Estudiamos entonces la distribucién y?

Recordemos en primer lugar la distribucién de Y = Z? cuando Z ~ N(0, 1).
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Sea @ la funcién de distribucién de Z ~ N'(0,1) y F' la distribucién de Y = Z2:
Fly)=P(Y <y)=P(Z* <y) = P(-y < Z < \fy) = 2(\/y) — ®(~Y)
Se deduce la funcién de densidad f de Y

fly) = Ly’l/zewp(—y/% Yy >0

V2

Se dice que Y sigue una distribucién Ji-cuadrado con 1 grado de libertad (Y ~ x3).

Observando que la x? tiene una distribucién Gamma particular T'(1/2,1/2), la funcién gen-
eratriz de momentos (f.g.m.) se escribe:

Sea entonces U = Y 1 Y; = > Z? en que las Z7 son x7 independientes, entonces

1

r/2
1—- Qt)

‘I’U(t) = (

que es la f.g.m. de una distribucién Gamma(s, 1).
De esta manera se deduce la funcién de densidad de U ~ x?2, una Ji-cuadrado con r g.l.:

1 ur/2—1
flu) = WW@xp(—u/Q) Yu > 0

Se observa que E(U) =r y Var(U) = 2r y se tiene el siguiente resultado:

Corolario 2.4.4 La suma de k variables aleatorias independientes y de distribucion x? a
T, To,...,Tk ¢.1. respectivamente sique una distribucién x* ary +ro+ ...+ 1y gl

Aplicamos estos resultados al célculo de la distribucién de S? cuando X ~ N(u, %)

Teorema 2.4.5 Si los valores muestrales xy, ...x, son i.i.d. de la N'(u, %), entonces la v.a.
nS?/a? sigue una distribucion x*_,

Demostracion Sea X el vector de las n v.a. x; y una transformacién ortogonal ¥ = BX tal
que la primera fila de B es igual a (1/y/n,...,1/y/n). Se tiene entonces que:

"Y1 = \/ﬁjn
n Yyi =2 al = (w — ) + 0T (Y5 + ...+ Y =nSy)

= (1 — V)2 ys s = (00— )P+ (2 — p)?
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La densidad conjunta de ¥y, ..., y, es entonces proporcional a:
exp{—(y1 — pvn)* +ys + ... + 12} /207
Luego 3, ..., 4> son independientes y
VnZ, =y ~ N (v/np,o?)

nS2/o* =ys+ ..+ yo}/od ~ X2,

Ademds Z,, y S? son independientes.

Teorema 2.4.6 Sean x1,s, ..., T, v.a. i.i.d., entonces T,, y S2 son independientes si y sélo
st los valores x; provienen de una distribucion normal.

La demostracién que no es facil se deduce del teorema 2.4.5 y del corolario 2.4.4.

Definamos a continuacién la distribucién t de Student,? que tiene muchas aplicaciones en
inferencia estadistica como la distribucién x?.

Definicién 2.4.7 Si X e Y son dos v.a. independientes, X ~ N(0,1) e U ~ x?%, entonces

la v.a. T = \/);7 tiene una distribucion t de Student a r grados de libertad (denotada t,).

Buscamos la funcién de densidad de la variable T'. Si f(x, y) es la densidad conjunta de (X,
y fi(z) y fa(y) las densidades marginales de X e Y respectivamente, entonces f(z,y)

fi(x) f2(y).

Y)

1 x?
filz) = —meaﬁp(—g) Vz e R
1 yr/Q—l

f2(y) = WWWP(—Z/Q) Vy >0

El jacobiano del cambio de variables X = T\/W/reY =W es J = /W/r. Deducimos la
densidad conjunta de (7', W):

M) =\ e

2Student es un seudénimo utilizado por el estadistico inglés W. S. Gosset (1876-1937) para publicar.
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Se observa que la funcién de densidad de T" es simétrica, F(T) = 0 para r > 1y var(T) =

7 L 5 para r > 2. Ademas para r = 1 se tiene la distribucion de Cauchy y para r grande se

puede aproximar la distribucién de T a una N (0,1).

Aplicando estos resultados, deducimos que la distribucién de la v.a.
Xn— 1

VS/(n—1)

sigue una distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad.

2.4.5. Estadisticos de orden

Hay otros aspectos importantes de una distribucién a estudiar, en particular su forma. Por
ejemplos, si es simétrica o entre que rango de valores podrian estar los valores muestrales.
Para este estudio se consideran otros estadisticos, que son los estadisticos de orden y los
cantiles.

Se define los estadisticos de orden X(;), ..., X(,), como los valores muestrales ordenados de
menor a mayor: (X < X(g)... < X()). Los estadisticos de orden cambian de una muestra
a la otra. Son variables aleatorios. Por ejemplo, sean 3 muestras de tamano 5 provenientes
de la misma poblacién P = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}:

muestra 1: {2, 5, 3, 1}
muestra 2: {8, 5, 2 7}
muestra 3: {1, 5, 9, 4}
Entonces X (1) toma los valores 1, 2 y 1 y X(2) toma los valores 2, 5 y 4, etc.

Nos interesamos frecuentemente a X1y = min{Xi,..., Xp,} y Xy = maz{Xy,..., X, }. Estos
valores cambian con la muestra.

En el curso de probabilidades y procesos estocasticos se estudiaron las distribuciones de estos
estadisticos de orden en funcién de la distribucién de poblacién F(x) de X. En particular,
recordamos estos resultados.

» La distribucién de Xy es: 1 — (1 — F(z))"
» La distribucion de X, es: (F(z))"

El rango W = X(,) — X(1) o (X (1) X(g)) son otros estadisticos interesantes a estudiar. Para
més detalles pueden consultar H. David[4].

2.4.6. Cuantiles muestrales

Definicién 2.4.8 Dada una funcion de distribucion F(x) de X, se llama cuantil de orden
a al valor x, tal que F(x,) = a.
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Cuando la distribucién F es invertible, z, = F~(a).
En el caso empirico, se usa la distribuciéon empirica.

Si tomamos a = 1/2, entonces x1/5 es tal que hay tantos valores muestrales por debajo que
por arriba de x/,. Este valor 1/, se llama mediana muestral o mediana empirica. Se
llaman cuartiles a x4 y x3/4 y intervalo intercuartiles a la diferencia 3,4 — 1 /4.

Se observara que para una distribucion F;, discreta o empirica, un cuantil para un o« dado
no es unica en general (es un intervalo). Se define entonces como z, al valor tal que

P(X <z,) <a<P(X <z,)

Se llaman quintiles a los valores x5 para k = 1,...,5, deciles a los valores x;/19 para
k = 1,...,10. Estos valores son generalmente utilizados para estudiar la asimetria de una
distribucion.



Capitulo 3

ESTIMACION PUNTUAL

3.1. EL PROBLEMA DE LA ESTIMACION

En el estudio de la duracién de las ampolletas de 100W de la marca ILUMINA (ejemplo
2.1.1), sabemos que la duracion no es constante: Varia de una ampolleta a otra. Queremos
entonces conocer el comportamiento de la variable duracion que denotaremos X y su funcién

de distribuciéon
F(z)=P(X <z

Otro problema seria explicar la variabilidad de la duracion de las ampolletas y si algunos de
los factores tienen incidencia sobre la duracién, como por ejemplo, la frecuencia con la cual
se enciende la ampolleta, la humedad ambiental, etc.

En el experimento que se realiza para estudiar la duracién de las ampolletas, el orden con
el cual se obtienen los datos de duracion sobre una muestra aleatoria simple no tiene im-
portancia. Se puede entonces considerar los datos como realizaciones de variables aleatorias
independientes de la misma distribucién F' desconocida, llamada funcion de distribucion de
la poblacion, que describe la variabilidad de la duracion de las ampolletas.

Se quiere encontrar entonces una funcién I que coincida mejor con los datos de duracion
obtenidos sobre una muestra de las ampolletas. Este problema de modelamiento de los
datos muestrales es el objetivo de la inferencia estadistica.

¢ Como podemos encontrar la funcion de distribucion
de poblacion F'?

Como lo vimos en el estudio de la funcién de distribucién empirica, esperamos que la dis-
tribucion de la muestra sea lo mas parecida a la distribucién de la poblacion. Pero esto nunca
la sabremos pues ignoramos si la muestra es realmente ”representativa” y no conocemos la
distribucion de la poblacion. Una manera de proceder consiste en hacer supuestos sobre la
funcién de distribucion de la poblacion, lo que constituira el modelo estadistico.

Vimos en los capitulos anteriores las condiciones que permiten obtener una muestra "rep-
resentativa” de la poblacion, y vimos también que la media muestral parece ser bastante
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util para estimar la media de la poblacion. Pero la duracion de vida media es insuficiente
para caracterizar completamente la distribucién de la variable duracion. Algunas ampolletas
durardn mas y otras menos, pero: ;Cuanto mas 6 cuanto menos?

En el ejemplo anterior un cierto conocimiento del problema puede sugerir que una distribu-
ciéon Gamma de funcion de densidad:

o
s 2 e it >0

es un buen modelo para la duracién de vida de las ampolletas.

El problema de la inferencia estadistica se reduce entonces en encontrar la funcion Gamma(a, 3)
que coincide mejor con los datos observados en la muestra. Es decir, se tienen que buscar
solamente los parametros o y § de la funcion Gamma que ajusten mejor los valores mues-
trales. Este es el problema de la estimacién puntual que es una de las maneras de inferir a
partir de la muestra los pardmetros de la poblaciéon. Veremos varios métodos de estimacién
puntual.

En el ejemplo 2.1.5 el fabricante efectiia un control de calidad de una muestra aleatoria
pequena con n piezas (generalmente n < N). Se define la v.a. X con el valor 1 si la pieza es
defectuosa y 0 en el caso contrario. Sean 1, xs, ..., x, los valores obtenidos sobre la muestra
aleatoria. El modelo estadistico es un proceso de Bernoulli:

zi~B(#) (0<6<1)

donde el parametro desconocido 6 es la probabilidad de que una pieza sea defectuosa. El
fabricante y el cliente quieren saber si 6 es mayor que 2%. Se consideran en este caso dos
posibilidades para el modelo estadistico: B(#) con 8 < 2% y B(#) con § > 2%.

Segun el conocimiento que se tiene de F' o los supuestos sobre F', se tiene distintos métodos
de inferencia estadistica.

= Si se sabe que F' pertenece a una familia de funciones F(0) que dependen de un
parametro 6 un vector de parametros 6, el problema consiste en estimar solamente
el parametro desconocido 6. Cuando se define un valor para € a partir de los valores
muestrales, se habla de estimacién puntual. Otra forma de estimar un parametro
consiste en buscar no sélo un valor para #, sino un intervalo, en el cual se tenga una
alta probabilidad de encontrar al parametro 6. Se habla del método de estimacién
por intervalo que permite asociar a la estimacién puntual una precision.

= Si no se supone que F pertenece a una familia conocida de funciones de distribucién,
pero se hace supuestos mas generales sobre la forma de la funcién de distribucién, se
habla de una estimacién no parametrica.

= Si queremos verificar que el conjunto de valores muestrales proviene de una funcién de
distribuciéon F' de parametro 6 con una condicién sobre 6, se usa la teoria de test de
hipétesis parametrica para verificar si se cumple la condicién sobre 6.
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= Si queremos verificar que el conjunto de valores muestrales proviene de una familia de
funciones de distribucién dada, se usa la teoria de test de hipdotesis no parametrica.

En cada uno de los casos anteriores se define un modelo estadistico que se toma como
base para la inferencia estadistica.

En el caso del problema de estimacion, el modelo es una familia de funciones de distribucién y
se estiman entonces los parametros desconocidos del modelo. En el caso del test de hipétesis,
se plantean dos o mas modelos estadisticos alternativos y se busca cual es el mas adecuado
de acuerdo con los datos observados.

3.2. ESTIMACION DE PARAMETROS

En el problema de estimacién puntual el modelo estadistico esta definido por una familia
de distribuciones de donde se supone provienen los valores muestrales y el modelo tiene
solamente algunos elementos desconocidos que son los parametros del modelo. Se trata
entonces de encontrar los parametros desconocidos del modelo utilizando los valores mues-
trales. La eleccion de la familia de distribuciones se hace a partir de consideraciones tedricas
6 de la distribucién de frecuencias empiricas.

El el ejemplo 2.1.1 de las ampolletas, hicimos el supuesto que F'(x) pertenece a la familia de
las distribuciones Gamma(c, 3), en los ejemplos 2.1.2 de la talla de las chilenas y 2.1.3 de
las bolsas de azticar, la distribucién normal A (u, 0?) y los ejemplos 2.1.4 del candidato a la
elecién y 2.1.5 de las piezas defectuosas, un modelo de Bernoulli B(p).

Los pardmetros a, 3, i, 0% 6 p son constantes desconocidas.

Definicién 3.2.1 Un modelo estadistico pardmetrico es una familia de distribuciones de
probabilidad indiciado por un pardmetro 0 (que puede ser un vector). El conjunto de los
valores posibles de 0 es el espacio de pardmetro ). Denotaremos Fy(z) a la funcion de
distribucion (acumulada).

Por ejemplos:

N, 1) Q=R

N(p, o) Q) = IRx]0, +o0

Exp(B) £2 =]0, +oo]

B(p) 0= 0,1]

Poisson(\ Q =]0, +o0]
Uniforme([01,0s]) Q= IR x IR (sujeto a 61 < 6,)

En el ejemplo 2.1.4 el candidato encarga un estudio de opiniéon a un estadistico, que toma
una muestra aleatoria pequenia de n votantes. Se define la v.a. X que toma el valor 1 si
la persona 7 interrogada declara que su intencién de voto es para el candidato y 0 en el
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caso contrario. Sean w1, xs, ..., T, los valores obtenidos sobre la muestra aleatoria. El modelo
estadistico es entonces el siguiente:

x; ~ Bernoulli(f) (0<60<1)

donde el parametro desconocido es la probabilidad # que un elector vote por el candidato.

En el ejemplo 2.1.2, si X, X5, ..., X son las tallas de todas las chilenas mayores de 15
anos, la media de la poblacién es igual a p = > X;/N. Dado el gran tamano grande de
esta poblacién, se obtiene la talla de una muestra aleatoria de tamano pequeno n. Sean
X1, T, ..., Ty. Si suponemos que la distribucion de poblacion de X es normal, el modelo es

;. ~N(u,o*) (peR), (> € RY)

donde i y 0% son ambos desconocidos.

Distinguiremos el caso de funcién de distribuciéon continua y discreta.

Definicién 3.2.2 Sea la variable X : P — @

a) Un modelo estadistico pardmetrico es continuo si para todo 0 €  la funcion de distribu-
cion Fy(z) es continua con funcion de densidad que denotaremos fy(x).

b)Un modelo estadistico paramétrico es discreto si para todo 6 € Q la funcion de distribucion
Fy(x) es discreta con funcion de probabilidad (masa) que denotaremos pg(z).

La funcién de distribucion de la talla de las mujeres chilenas o de la duracion de vida de la
ampolleta es continua y la distribucion de las maquinas defectuosas es discreta.

Sean Xy, ..., X, los valores muestrales obtenidos sobre una muestra aleatoria simple de una
v.a. X de funcién de densidad fy(z) (o probabilidad py(z)), en que 0 es desconocido. Se busca
elegir entonces un valor para 6 a partir de los valores muestrales, es decir una funcién ¢ :
Q" — Q, que es un estadistico (una funcién de los valores muestrales) llamado estimador
de 6. El valor tomado por esta funciéon sobre una muestra particular de tamano n es una
estimacion.

Procediendo asi, tratamos de estimar el valor del parametro, que es una constante, a
partir de un estadistico que es aleatorio.

El problema es que no hay una regla tinica que permita construir estos estimadores. Por
ejemplo, en una distribucion de poblacién simétrica la media y la mediana empiricas son
ambas estimaciones posibles para la esperanza. Para elegir entonces entre varios estimadores
de un mismo parametro hay que definir criterios de comparacion. Presentemos a continuacion
algunas propiedades razonables para decidir si un estimador es aceptable.

Cabe destacar que las propiedades de consistencia, eficiencia y suficiencia para un buen
estimador fueron introducida por R. A. Fisher (parrdfo ?77).
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3.3. PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES

Un buen estimador § para 6 sera aquel que tiene un error de estimacién |§ — 6] lo mds
pequeno posible. Pero como esta diferencia es aleatoria, hay diferentes maneras de verla. Por
ejemplos:

. |é — 0| es pequenia con alta probabilidad.
= | — 6] es nulo en promedio.

= |# — 0| tiene una varianza pequena.

3.3.1. Estimadores consistentes

Un estimador depende del tamano de la muestra a través de los valores muestrales; los esti-
madores 6, asociados a muestras de tamafio n (n € IN) constituyen sucesiones de variables
aleatorias. Un buen estimador deberia converger en algin sentido hacia # cuando el tamano
de la muestra crece. Tenemos que usar las nociones de convergencia de variables aleatorias.

Definicién 3.3.1 Se dice que un estimador 6, de un pardmetro 6 es consistente cuando
converge en probabilidad hacia 0: Dado € > 0 y n > 0 pequenos, 3 n.,, dependiente de € yn
tal que

P(l0,—0|<e)>1—n Vn > n.,

. ~  prob
Se escribe 8,, — 6.

Los momentos empiricos de una v.a. real son estimadores consistentes de los momentos
tedricos correspondientes. Mas atin la convergencia es casi-segura y la distribucion asintotica
de estos estimadores es normal.

3.3.2. Estimadores insesgados

Definicién 3.3.2 Se dice que un estimador 0 de 6 es insesgado si y solo si E(0) = 0.

Es decir que los errores de estimacién tienen un promedio nulo.

Vimos que la media muestral X,, es un estimador insesgado de la media poblacional si la
muestra es aleatoria simple, pero la varianza muestral S2 = + > (2;—,)? no es un estimador
insesgado para la varianza poblacional o?:

n—1,

B(S7) = ~——o

Sin embargo, la diferencia |E(S?) — 0| = 0%/n, que es el sesgo, tiende a cero.
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n—oo

Definicién 3.3.3 Se dice que el estimador § es asintéticamente insesgado cuando E(0) =3
6.

Se puede construir un estimador insesgado a partir de S?: 52 = - 5" (z;—X,,)2. Observemos

n—1
que % = (-2)%0?, es decir que el estimador insesgado 62 tiene mayor varianza que S2.
n—1 ? n

En efecto si 62 es un estimador sesgado de 6, eso no implica nada sobre su varianza.
Consideramos entonces la varianza del error de estimacion llamado error cuadratico medio:
E(0, —0)* = Var(0,) + (sesgo)?

En efecto,
E(0, — 0)*> = E[(6,, — E(0,) + E(0,) — 6%
E(0, — 0)* = E[(6, — E(6,))*] + [E(0,) — 0))?

Si [E (6,) — 0)]> — 0 entonces 6, converge en media cuadratica hacia 6
(0, ™% 0).

Proposicién 3.3.4
[E(f, — 0)2 — 0] < [Var(d,) =0 y E(d,) — 0]

Como la convergencia en media cuadratica implica la convergencia en probabilidad se tienen
los dos resultados siguientes:

Proposicién 3.3.5 Si én es un estimador consistente de 6 y E(én) es finito, entonces én es
asintoticamente insesgado.

Proposicién 3.3.6 Si 0, es un estimador de 0 tal que Var(,) — 0 y E(,) — 0, en-
tonces 0,, es un estimador consistente de 0.

Nota 3.3.7 En la ultima proposicion la condicion es suficiente pero no necesaria.

Ejercicio: Compare los errores cuadréticos medio de S2 = £ 3 (2; — x,)? y 62 = =5 > (i —
X,)%. Se muestra en la figura 3.1 la variacién del error cuadrético medio en funcién de la

tamafio del la muestra para los dos estimadores cuando o2 = 1.

En resumen, un estimador puede ser insesgado pero con una varianza elevada y entonces
poco preciso. Otro estimador puede tener un sesgo y una varianza pequenos, lo que produce
un error cuadratico medio pequenio (ver figura 3.2 donde el centro del blanco representa el
parametro a estimar y los otros puntos son diferentes estimaciones obtenidos de un esti-
mador).

Otra manera de ilustrar el problema entre sesgo y precision esta dada en las figuras 3.3
cuando se supone que el estimador se distribuye como una distribucién normal. Cuando la
distribucion del estimador esta centrada en el parametro buscado, el estimador es insesgado;
cuando la distribucién esta poco dispersa, el estimador es preciso.

En la figura izquierda, ambos estimadores son insesgados, entonces se prefiere el estimador
representado por la linea continua. En la figura derecha, se prefiere el estimador representado
por la linea continua también: aun si es sesgado, es mejor que el otro que es insesgado:
globalmente sus valores son mas cercanos al valor a estimar.
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—— estimador insesgado
181 - - - estimador sesgado

1.6+

1.4+

1.2+

T T
60 70 80

Figura 3.1: Error cuadratico medio en funcién de n

Insesgado preciso Sesgado preciso
Insesgado impreciso Sesgado impreciso
o
®

Figura 3.2: Sesgo y varianza

3.3.3. Estimador eficiente

Vimos que si 2, ...x,, son valores muestrales i.i.d de una poblacién N (u, 0?), la media mues-
tral T es un estimador insesgado de p y que su varianza es igual a 2-. Nos preguntamos
entonces si existen otros estimadores insesgado de p de menor varianza. Es decir queremos
encontrar entre todos los estimadores insesgados el que tenga la menor varianza. Esto no es

siempre facil.

Aqui vamos a dar, bajo ciertas condiciones, una manera que permite verificar si un esti-
mador insesgado dado tiene la varianza mas pequena. Tal propiedad se llama eficiencia del
estimador.

Vamos a establecer una desigualdad (CRAMER-RAO), que nos permite dar una cota inferior
a la varianza de un estimador insesgado. Esta cota se basa en la cantidad de informacion de
Fisher.
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Figura 3.3: Sesgo y varianza

Definicién 3.3.8 Se llama cantidad de informacion de Fisher dada por X sobre el pardmetro
0 a la cantidad
dn(f)

55 )]

1(0) = E[(
Se puede dar dos otras formas a la cantidad de Informacién de Fisher:

Teorema 3.3.9

81n(f))
a0

I(0) = Var(

Demostracion Sea S el dominio de X y fp la funcién de densidad de la variable X, entonces
como /fg(l‘)dl‘ = 1,V8 € Q, se tiene /f(;(x)d:r = 0,V0 € Q. Ademss % = %, luego
s S

E(Blgefe) =0,V € Qy I(0) :Var(%)_ .

El teorema siguiente nos da otra expresion para I(6) que a menudo es mas facil de calcular.

Teorema 3.3.10 Si el dominio s de X no depende de 0, entonces

(92 In fg

10) = —El(=5p,)

st esta cantidad existe.

//7 / 2 "
Demostracion Si 8281;‘2f9 existe V6, como E(ag‘—ef“’) =0y BQE;;IQf“) = f"f@fg(fe) = % — (855{9).

Luego £lnfe — / fo (x)dx — I(0), y se deduce que I(6) = —E[(82lnf“’)]. [
S

062 062

Sea una m.a.s. Ty, s, ..., T,, de funcién de densidad o funcién de probabilidad fp(z) en
donde 6 es un parametro desconocido del conjunto €). Sea Ly la funcién de verosimilitud de
la muestra.
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Definicién 3.3.11 Se llama cantidad de informacion de Fisher dada por una muestra aleato-
ria Ti,Ta, ..., T, sobre el parametro 6 a la cantidad

8ln(L9)

1(6) = Bl )

Nuevamente se tienen las dos otras formas de expresar 1,,(6):

d1n(Ly)
o0

92 In(Ly)

I.(0) = Var|( Wﬂ

)] L(0) = —E[(

Teorema 3.3.12 Si los valores muestrales son independientes y 1(0) es la cantidad de in-
formacion de Fisher dada para cada x; sobre el pardmetro 6, entonces

1,(0) = n(0)

Sixy, s, ..., T,s0n los valores muestrales obtenidos de una variable X de funcién de densidad
o funcién de probabilidad fy(z), se tiene la desigualdad de CRAMER-RAO:

Teorema 3.3.13 Si el dominio S de X no depende del parametro 0, para todo estimador T
insesgado de 0 se tiene:

1
>
Var(T) > .0
Ademdas si T es un estimador insesgado de h(0) una funcion de 6, entonces Var(T) > (}};((99)))2
.. Oln(L
Demostracion Como E(#) =0,
Cou(T, %0 )= E(T 20 )= [t %0 Lodx = taedx
dln(Ly), O 0 o
mm:ag>_%/mm_%mﬂ_mw
De la desigualdad de Schwarz, se obtiene
8[”([19) 2 aln(Lg)
<
(Cov(T, 20 ) < Var(T)Var( %0 )
Es decir
(W(9))* < Var(T)1,,(0)
]

Nota 3.3.14 La desigualdad de Cramer-Rao puede extenderse al error cuadrdtico medio de
los estimadores sesgados: Si el dominio S de X no depende del pardametro 6 yb(8) = E(T)—6
es el sesgo de T', para todo estimador T de 6 se tiene:

ob(6
(1+ 5—2)2
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Sea X ~ N(u,0?) con o? varianza conocida. Como I, (1) = 2, todo estimador T' insesgado
. . . 2 P .
de pu tiene una varianza al menos igual a %-. Por tanto se deduce que la media T es eficiente.

Si ahora se supone que o2 es desconocida la cota de CRAMER-RAO nos indica que todo
estimador insesgado de o2 tend i 1 igual a 22, El estimador — —
gado de 0” tendra una varianza al menos igual a #°~. El estimador —= > (z;
—\2 . 2 . . . 252 .
T)?, que es insesgado para o, tiene una varianza igual =5, que es mayor que la cota. Sin
embargo este estimador es funciéon de un estadistico insesgado suficiente por lo tanto es
eficiente (ver el parrafo siguiente). Lo que no muestra que la cota de Cramer-Rao no sea

precisa en el caso de la varianza.

3.3.4. Estimador suficiente

Generalmente los valores muestrales proporcionan alguna informacién sobre el parametro 6.
Pero tomar todos los valores muestrales separadamente puede dar informaciones redondantes.
Es la razén por la cual se resumen los valores muestrales en un estadistico (como la media
muestral o la varianza muestral). Pero en este resumen no debemos perder informacién
en lo que concierne al parametro 6. El concepto de estadistico suficiente proporciona una
buena regla para obtener estimadores que cumplan este objetivo, eliminando de los valores
muestrales la parte que no aporta nada al conocimiento del parametro # y resumiendo la
informacion contenida en los valores muestrales en un solo estadistico que sea relevante para

6.

En el ejemplo 2.1.5, se busca deducir de las observaciones de una muestra aleatoria de n
piezas de una maquina una informacién sobre la proporcion 6 de piezas defectuosas en el lote
total. Es mas simple considerar el nimero de piezas defectuosas encontradas en la muestra
en vez de la sucesion de resultados x1, z9, ..., ,. El conocimiento de los valores individuales

n
no procura ninguna informacién aditiva para la proporcion 6 que Z x;. En el ejemplo 2.1.4,
i=1
el conocimiento del voto de cada encuestado no aporta més informacién para determinar la
proporcion de votos del candidato en la eleccion que la cantidad de votos recibidos por el
candidato en la muestra. En estos dos ejemplos se reducen los n datos a un sélo valor, que
es funcién de estos datos (la suma de los valores muestrales), sin perder informacién para
determinar el parametro 6 de la Bernoulli.

Supongamos el caso n = 2 y el estadistico T' = X; + X, con X; ~ B(f). Buscamos la
distribucion condicional de X = (X7, X3) dado T'. El estadistico 7" toma 3 valores:

0 st X =1(0,0) con probabilidad 1
T=<1 si X=(0,1) o X=(1,0) con probabilidad 1/2
2 si X =(1,1) con probabilidad 1

La distribucién condicional de X = (X3, X3) dado T no depende de 6 y la distribucién de
X* = (X7, X3) obtenida de la distribucién condicional de X dado T es igual a la distribucién
de X = (X, X3). En consecuencia, si d(X) = d(X;.X2) es un estimador de 0, d(X*) da una
regla al menos igual de buena que d(X). Lo que significa que basta buscar un estimador
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basado solamente en T' = X; + X5. Se dice que T" = X; + X5 es un estadistico suficiente
para 6.

En los ejemplos 2.1.2 y 2.1.3, la media muestral X,, permite simplificar la informacién dada
por los n valores muestrales. Pero nos preguntamos si se pierde informacion usando la media
muestral para estimar la media p de la poblacién.

Observemos que si suponemos la varianza conocida e igual a 1, la funcién de densidad conjun-
ta, llamada también funciéon de verosimilitud puede escribirse como funcién tnicamente
de la media muestral y del tamano n de la muestra:

n

1 on ) )
)ieap(—2 (o — )

Es decir que la tnica informacién relevante para estimar 6 esta dada por la media muestral.
En este caso se dice que la media muestral es un estadistico suficiente. Un estadistico sufi-
ciente, que se toma como estimador del parametro €, deberia contener toda la informacion
que llevan los valores muestrales sobre 6.

fg(l’l,&?l, ,SL’n) = (

Definicién 3.3.15 Un estadistico T'(z1, ..., x,), funcidn de los valores muestrales y con val-
or en ), se dice suficiente para 0 si la distribucion conjunta de los valores muestrales
condicionalmente a T (x1, ..., x,) no depende de 6.

Un estadistico suficiente para un parametro # no es necesariamente tnico. Buscaremos un
estadistico que sea una mejor reduccion de los datos.

Definicién 3.3.16 Se dice que un estadistico T es suficiente minimal si la distribucion
condicional de cualquier otro estadistico suficiente dado T no depende de 6.

No es siempre facil detectar si un estadistico es suficiente y menos encontrar un estadistico
suficiente minimal. Los dos siguientes teoremas permiten enunciar condiciones para que un
estadistico sea suficiente.

Teorema 3.3.17 Principio de factorizacion
SiT(x1, 21, ..., T,) es suficiente para 0 y g(T(z1,x1, ..., x,); 0) es la densidad de T'(z1, x1, ..., Tp),
entonces

fo(zr, 21, . xn) = g(T (21, 21, ooy Ty O) P21, T4,y ooy 2 | T (21, 21, . X))

El principio de factorizacién nos permite reconocer si un estadistico es suficiente, pero no
permite construir uno 6 saber si existe uno. El siguiente teorema permite buscar estadisticos
suficientes para una clase de distribuciones llamadas exponenciales.

Teorema 3.3.18 Theorema de Darmois-Koopman

Si1 X es una vartable real cuyo dominio de variacion no depende del pardmetro 6, una condi-
cion necesaria y suficiente para que exista un estadistico suficiente es que la funcion de
densidad de X sea de la forma:

f(;0) = b(x)c(0)expia(x)q(0)}

n

Ademas T, (X1, Xo, ..., Xp) = Za(Xi) es un estadistico suficiente minimal.

i=1
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Si X ~N(0,1) y si zq, ..., x, es una muestra aleatoria de X

1
(27'(')”/2

1 9 no? -
folxy, oy xn;0) = exp(—i Z xi)exp(—T +nbX,)

El término exp(—% >~ 2?) no depende de 6 y el término eacp(—”Te2 +n6X,) depende de 6 y
X

nX, = > x; es un estadistico suficiente y toda funcién biyectiva de X, lo es también, en
particular X,,.

Un dltimo resultado importante, que permite construir estimadores insesgados mejores es.

Teorema 3.3.19 Theorema de Rao-Blackwell
Si T(X) es un estadistico suficiente para 0 y si b(X) es un estimador insesgado de 0, entonces

o(T) = EQX)|T)

es un estimador insesgado de 0 basado sobre T mejor que b(X).

No es facil encontrar buenos estimadores insesgado, de varianza minimal; de hecho estas dos
propiedades pueden ser antagonicas en el sentido que al buscar eliminar el sesgo se aumenta
la varianza. Por otro lado la busqueda de estimadores insesgados de minima varianza esta
relacionada con la existencia de estadisticos suficientes.

A continuacién daremos los métodos usuales de estimacién puntual.

3.4. METODO DE LOS MOMENTOS

Vimos en el capitulo anterior que la media muestral X,, =% F(X) = u. Mas generalmente
si el momento pu, = E(X") existe, entonces por la ley de los grandes nimeros:

1 C.S.
== X7 &S (P(momy =) =1
me = SOXTES e (P(lim m, = ) = 1)

n—oo

Luego una método de estimacion consiste en hacer coincidir el momento u, de orden r del
modelo estadistico con el momento empirico m, obtenido de la muestra.

Ejemplos:

» Caso de la normal N (u, 0?): El método de los momentos produce como estimador de
la media p, fi = T, y como estimador de la varianza 02 = my — 72 = s2.

» Caso de una Bernoulli B(6): Como E(X) = 0, el estimador de los momentos de 6 es
T

» Caso de una Poisson(A): Como E(X) = A, el estimador de los momentos de \ es .
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= Caso de una uniforme en [0,6]: Como E(X) = £, el estimador de los momentos es

0 = 2z,. Un inconveniente de este estimador es que algunos valores muestrales podrian
ser mayor que 6.

La ventaja del método es que es intuitivo y, en general, basta calcular el primer y segun-
do momento. Pero tiene que existir estos momentos y no ofrece tanta garantia de buenas
propiedades como el estimador de méaxima verosimilitud.

3.5. METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

Sean x1, T, ..., T, una muestra aleatoria simple de una v.a. de densidad fy(x) en que 6 € €,
el espacio de parametros.

Definicién 3.5.1 Se llama funcién de verosimilitud a la densidad conjunta (6 fun-
cion de probabilidad) del vector de los valores muestrales; para todo vector observado xz =
(1, T2, ..., ) en la muestra, se denota fo(z1,xa, ..., x,) = fo(x).

Cuando los valores muestrales son independientes, se tiene:
n
fo(z) = fo(x1, 22, ..., 20) = Hf@(xi)
i=1

El estimador de maxima verosimilitud es un estadistico T'(z1, ..., z,) funcién de los
valores muestrales que maximiza la funcion fy.

Tal estimador puede entonces no ser tinico, o bien no existir.

Cuando este estimador existe, tiene algunas propiedades interesantes que se cumplen bajo
condiciones bastante generales:

= Es consistente.

» Es asintoticamente normal;

= No es necesariamente insesgado, pero es generalmente asintéticamente insesgado;
» Es funcién de un estadistico suficiente, cuando existe uno;

= Entre todos los estimadores asintéticamente normales, tiene la varianza asintética-
mente més pequena (es eficiente).

= Tiene la propiedad de invarianza.

Proposicién 3.5.2 (Propiedad de Invarianza) Si 0 es el estimador de mdzima verosimilitud

~

del pardmetro 0 y si g :  — § es biyectiva, entonces g(0) es el estimador de mdzima
verosimilitud de g(0).
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Demostracién En efecto si 7 = g(6), como g es biyectiva, § = g~ (7); si fo(z) = fy-1(r)(2) es
méaxima para 7 tal que g~ (7) = 6. 7 es necesariamente el estimador de méxima verosimilitud
y como g es biyectiva, 7 = g(). [ |

Veremos a continuacion, que el estimador de méaxima verosimilitud de o se puede obtener
directamente 6 como la raiz del estimador de méxima verosimilitud de o2. Eso se debe a la
propiedad de invarianza del estimador de méaxima verosimilitud transformacion funcional.
Veamos algunos ejemplos.

Sean en el ejemplo 2.1.5, x1, 2o, ..., x, los valores muestrales.

x; ~ Bernoulli(f) (0<60<1)

n

fo(&) = Hexi(l _ 9)1—zi

i=1

: <= max L
max fo(z) X 0gfo(z)

n

Logfy(z) = Z[xiLogﬁ + (1 — x;)Log(1 — 0)]
dLogfe(x) _ D xi n—3

o o 1.4

Luego el estimador de méxima verosimilitud 0 de 0 es la proporcion de piezas defectuosas
observada > x;/n.

0 =S x;/n (0 €[0,1]) es un estimador del pardmetro # insesgado, consistente y suficiente.

Sean x1, 9, ..., T, las tallas obtenidas sobre la muestra de mujeres chilenas mayores de 15
anos en el ejemplo 2.1.2.

Se supone que z; ~ N (i, 0%) con p y o2 desconocidos.

1

2o

fo(z) = (

)%eﬂﬁp{—%2 > (zi— )}

Log fs(x) es maximo cuando p es igual a la media muestral 7, y o?

muestral 52

es igual a la varianza

El estimador (Z,, S?) es suficiente para (i, 0?). El estimador z,, de la media poblacional p es
insesgado, consistente y de minima varianza. El estimador S? de la varianza de la poblacién
es asintoticamente insesgado y consistente.

Nota 3.5.3 Si se supone la varianza poblacional o conocida, el estimador de mdzima
verosimilitud de p queda igual a la media muestral T,,. Ademds Se puede buscar el estimador
de la varianza o bien de su raiz o. El resultado no cambia.

Sea x; ~ Uniformel0,0] 6 >0, fo(x) =1/0" si 0<uz;, <8 Vi.
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Cuando 6 > x; para todo i, fp(z) es no nulo y es decreciente en 6; luego fy(x) es maxima
para el valor més pequeno de # que hace fp (z) no nulo: el estimador de méxima verosimilitud
de 0 es entonces 6 = max{wry, xs..., T, }.

El método de los momentos produce un estimador bien diferente. En efecto, como E(X) =
0/2, el estimador de los momentos es 0 = 2z,,.

En este ejemplo, una dificultad se presenta cuando se toma el intervalo |0, 0 abierto, dado
que no se puede tomar como estimador el maximo é; en este caso el estimador de maxima
verosimilitud no existe. Puede ocurrir que no es unico también. Si se define el intervalo
0,0 + 1], es decir el largo del intervalo es conocido e igual a 1, la funcién de verosimilitud

es:
fo@)=1 si 6<x;<0+1 Vi

es decir: fo(z) =1 si max{zy,....,z,} —1 <0 < min{zy,...,z,}. Por lo cual todo elemento
del intervalo [max{xy,...,z,} — 1, min{xy, ..., x,}] maximiza la verosimilitud.

Aqui el estimador de los momentos, que es igual a Z,, — 1/2, es bien diferente también.

Se deja como ejercicio estudiar las propiedades de estos estimadores.

3.6. EJERCICIOS

1. Sea X, i = 1,...,n una muestra aleatoria simple de una v.a. X de funcién de distribucién
Gamma(a, ). Estime p = E(X) por el método de méxima verosimilitud. Muestre que el
estimador resultante es insesgado, convergente en media cuadratica y consistente.

2. Sea una m.a.s. ry, ...x, de una v.a. X de funcién de densidad fp(z) = 9:179*11[071]. Encuentre

el estimador de maxima verosimilitud 6 de 6 y pruebe que # es consistente y asintoticamente
insesgado.

3. Sean dos preguntas complementarias: A="vota por Pedro” y A’="no vota por Pedro”.
Se obtiene una muestra aleatoria simple de n personas que contestan a la pregunta A 6 A’;
lo tinico que se sabe es que cada persona ha contestado A con probabilidad # conocida y A’
con probabilidad (1 — ). Se definen:

p: la probabilidad que una persona contesta ”SI” a la pregunta (A 6 A’)

7: la proporcion desconocida de votos para Pedro en la poblacién.

a) Dé la proporcién 7 en funcién de p y 6.

b) Dé el estimador de maxima verosimilitud de p y deduzca un estimador 7 para 7. Calcule
la esperanza y la varianza de 7.

c¢) Estudie las propiedades de 7; estudie en particular la varianza 7 cuando 6 = 0,5.

4. Se considera la distribucién discreta: IP(X = x) = a,0"/h(#), con x = 0,1,2, ..., en donde
h es diferenciable y a, puede ser nulo para algunos .

Sea {x1, 3, ...,x,} una m.a.s. de esta distribucién.

a) Dé las expresiones de h(0) y h'(0).

b) Dé el estimador de méxima verosimilitud de # en funcién de h y R’

¢) Muestre que el estimador de maxima verosimilitud es el mismo que el del método de los
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momentos.

d) Aplique lo anterior para los casos siguientes:
i) X ~ Binomial(N,p) (N conocido)

ii) X ~ Poisson(\).

5. Sean T;, i =1, ..., I estimadores del parametro 6 tales que : E(T;) =0 +b; ,b; € R
Se define un nuevo estimador T de 6 como T = Zle Ny

a) Dé una condicién sobre los \; para que T sea insesgado.

b) Suponga que b; = 0 Vi (estimadores insesgados). Plantee el problema de encontrar los
coeficientes \; para que la varianza de T sea minima.

¢) Suponiendo que los T; son no correlacionados , resuelva el problema planteado.

d) Sean X;;,i=1...M,j=1...n; M m.a.s. independientes entre si, de variables aleatorias

X% con distribuciones normales de varianza comun o2.

Sea s? = - 5" (X;;— X;)?, el estimador insesgado de la varianza calculado en la muestra
1 n;—1 7=1 J ?
i
Demuestre que S? = ﬁ Soimi(n; — 1)s? es el estimador lineal insesgado de varianza
i=1 " B

minima para o2.



