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Problema 1

En el control de calidad de una impresora a color, para cada de hoja impresa, se observa si_salid algin
defecto. Llamamos p = Prob(que una hoja sali6 con algiin defecto).

Se observa una muestra aleatoria simple de n hojas a imprimir (son elegidas de manera independiente). Se
define y; = 1 si la hoja 7 sali6 con algiin defecto y 3 = 0 sino. La funcién de probabilidad de los y; es:

P(y;) = p¥(1 — p)' 4.
(a) Obtenga el estimador de méxima verosimilitud 7 de p.

(b) SeaY =Y y;. Muestre que la funcién de probabilidad de Y es

n! 2
k)'pk(l -p)" k. k=0,1,..n

(¢) Muestre que p maximiza la funcién de probabilidad de Y.

(d) Supongamos ahora que los defectos aumentan con el tiempo de uso de la impresora. Esto se traduce
en una variable Z que sigue una distribucién exponencial (f(z) = e **, z > 0) tal que p = P(Z >
1). Introduciendo este nuevo elemento en la funcién de probabilidad de Y estime el pardmetro A.
Determine la estimaci6n de A, si en una muestra de 200 hojas se encontraron 10 hojas con defectos.
Interprete A.

Problema 2

Suponga que la distribucién conjunta de dos variables aleatorias x e y es

—(B+0)y z :
- | = J P82, 20, £=0,123,.. O
Tl w

flz,y) =
(a) Calcule el estimador de maxima verosimilitud de 3y 6. i

(b) Calcule el estimador de médxima verosimilitud de ?ﬁ_-{i)-f??'

%
/ (-\;
N

(c) Pruebe que f(z) es de la forma
/i

f(:z;) = 'y(]_ — ’y)w, T = 0, 1,2, 35 el
&\_z

y calcule el estimador de maxima verosimilitud de .
(d) Pruebe que f(y|z) tiene la forma

Ae™ M (\y)®
ful) = 2=20 50050

Compruebe que la anterior es efectivamente una densidad y obtenga el estimador de maxima verosi-
militud de A.



Problema 3

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria X ~ A/(6,), con 6 € (0, +00).

(a) Encuentre un pivote que siga una distribucién normal y construya un intervalo de confianza para el
pardmetro 6 a un nivel de significacién c. Discuta en qué casos no se puede construir dicho intervalo.

(b) Se quiere construir otro intervalo de confianza en base a una distribucién de chi-cuadrado; Para ello:

(1) Defina un estadisitico S que siga una distribucién de chi-cuadrado.

(ii.) Plantee P[S < c] = 1 — o, donde c es el percentil 1 — a de la distribucién del estadistico de
la parte anterior y construya un intervalo de confianza para el pardmetro 6. Qué sucede cuando

c
X<—Zﬁ?

(i —cno deado A ajatho  fibus hated
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(@ p=gy.

(b) Y ~ Binomial(n,p).
(¢) Se anula la derivada de log(P(Y = k) don respecto de p.
(d) P(Z >=1) = [{° Ae **dz = e~. Luego

PY =k) = k.,(+ik)!p"(1 -p)" Tt =

L =1log(P(Y = k)) = log(n!) — log(k!) — log((n — k)!) + klog(p) + (n — k)log(1 — p)
L = log(n!) — log(k!) — log((n — k)!) — kA + (n — k)log(1 — e™*)

oL €74
T —k+(n—k)1_e_/\
Anulando %, obtenemos \ = —log(k/n). O sea A = 3. Cuando aumenta el nimero de hojas con

defectos, A disminuye y P(Y > 1) aumenta.

Problema 2

(a) Consideramos una m.a.s. (z;,y;) coni = 1,...,n. Luego, la funcién de verosimilitud es,

[1£(zi, 4:)
gre~(O+8) Lvi g [] Y

H-’Ei!

L

aplicando logaritmo natural, obtenemos que

InL=nlné - (0+ﬂ)Zy,- +Zmilnﬂ+lnnyf" —lnH:ci!

Ahora, debemos derivar respecto a los pardmetros,

BlnL n Zyz
3lnL Zyz Zzl

Al igual a cero ambas ecuaciones, obtenemos los estlmadores de méaxima verosimilitud.

§= f

<=
<
< 8



(b) Por la propiedad de invarianza, el estimador de maxima verosimilitud es

——

6 6
0+8 6+4 1+%
(c) Debemos calcular,
0 ge—(B+0)y(By)®
f@) = [0,
0/081‘ (0.0} ’
4
_ o
z!

donde I, corresponde a la integral que se debe calcular, la cual integrando por partes entrega,

2 z!

=gt T o
Asi, 08 '
i !

@ = 5 Gro

o <_5_> ¥
B+6\B+80
Luego, definiendo v = % se obtiene el resultado,
fx)=4(1-v% =z=0,123,..
y el estimador de mdxima verosimilitud de y corresponde a y = H%T

(d) Debemos calcular,

f(z,y)
flyle) = ===
(ylz) @)
Realizando un desarrollo algebraico simple y definiendo A = 3 + 0 se obtiene el resultado.
La demostracién de que se trata efectivamente de una densidad se obtiene calculando,

/°° A"
0

z!

de donde se obtiene 1 calculando una integral con recurrencia similar a (c).
Finalmente, dado que X representa una constante en la distribucién, el estimador de A serd,

14z

Y

A=

Problema 3

(a) Sabemos que si X ~ N (6, 6), entonces podemos construir un pivote que siga una distribucién normal
de la siguiente forma: IS O

T=X_9~Nmn.

P(ac o)

Lo

pr=



o \/\92—‘10\ch

Con esto, el intervalo de confianza se construye de la siguiente forma

Pla<f<b = 1-a

A=k X-80 X-a
P \/g = \/g < \/g = l—-«a 4.94«0

P|T|>2] = 1-a

definiendo z1-g al percentil 1 — § de la distribucién N(0, 1), se tiene que a condicién para la cons-
truccién de un intervalo de confianza para 6 es equivalente a:

X-6
PT|>z2]=1-a & - <z-g
VA
2 v 21-% 72
& -2 X+ 0+ X <0.
n

Esto es, una pardbola en 6, la cual toma valores negativos en un intervalo si su discriminante es
estrictamente positivo. Luego, el intervalo de confianza existe si:

A>0 & 7>—l(zl_%). ;8 P’\T’

2 2n

En este caso, el intervalo viene dado por

Lo 18 27+21—% zl_%-')?+zl_% o2 27+21-% Lo
o o 2n 2n on '’ 2n 2n 2n

/\___’_/
(b) (i) Andlogamente, X ~ N(0,0), entonces 5‘79 ~ N(0,1), con lo cual

W
X_0 ) AS th

(ii.) Acd, se tiene que
0.8 p°
4

PS<c=1-a & C5al o

o 92—2(Y+%)0+Y250.

Esto es, una pardbola en 6, la cual toma valores negativos en un intervalo si su discriminante es
estrictamente positivo. Luego, el intervalo de confianza existe si:

AsQeaXs>——,
4n

En este caso, el intervalo viene dado por

— ¢ —=. NN € —, €6 i 2} C D}Q\o
N (A SCRN (el B4

Si X < — 4=, no se puede construir intervalo de confianza con este estadistico.



