Abril 2009 N.Lacourly, J. Deride, S. Court

1.

GUIA CONTROL 1 MA34B

Sea X1, X, ..., X;, una muestra aleatoria simple de una distribucion tal que IP(X; € [a,b]) = 6.

Se define
Y'—{ 1 SiXiG[a,b]

0 en caso contrario

a) Dé la distribucion de Y;. Deduzca el estimador de maxima verosimilitud g de 6.
b) Sean la distribucion a priori de 0: 7(6) = 2(1 — )
Dé el estimador de Bayes 6* cuando se usa una funcién de pérdida cuadratica.

¢) Dé la esperanza y la varianza de los dos estimadores 6 y 8* de 6. Concluye si son consis-
tentes. Compare las dos varianzas. Concluye.

d) Aplicacién numérica: dé las soluciones a las preguntas anteriores con los valores: n=10,
X;: 1.2, 35,24, 1.5,6.3, 2.8, 4.2, 4.5, 3.8, 5.1 y [a,b]=[2,4]. Compare las esperanzas y
varianzas si 6 = 0,39.

. Sea una variable aleatoria X de funcién de densidad:

1 «
f(z) = arr(r)efﬁxrfl st x>0

o0

en donde a > 0 es desconocido, r > 0 es dado, y I'(r) = / 2" te™dr, T(r+1) =rI(r). La

1
1—ta

0
funcién generatriz de momentos de X es igual a: E(e!X) = (t) = ( )", para ta < 1.

Se extrae al azar una muestra de tamano m. Dé el estimador de méxima verosimilitud a,, de
a.

Se extrae al azar una segunda muestra de tamafno n, lo que permite tener une muestra total
de tamano m + n. Utilizando los resultados precedentes, dar el nuevo estimador de maxima
verosimilitud @y,4,, de a. Dé la esperanza de Gy, 4y. (Pueden usar la funcion (t)).

Se considera otro estimador a, obtenido como promedio del estimador a,, y del estimador de
maxima verosimilitud a,, de a para la segunda muestra: a, = % Calcule la esperanza y
la varianza de a,. (Pueden usar la funcion ¥(t)).

De las esperanzas y varianzas de los dos estimadores d,,+n ¥ @, concluye sobre la consistencia
de estos estimadores. Compare las varianzas de los dos estimadores am4n ¥ Go. Concluye.

1
a

. Sean X1, ..., Xy, Y1,..., Y, v.a. independientes con X; ~ Ezp(=) e Yj ~ Exp(%), con

i=1,..,n;7 =1,...,n. Se define el parametro § = (01,02) por 6 = ay 0y =

(a) Determine los EMV (estimador maximo verosimil) para 6; y 62

(b) Encuentre el sesgo y el ECM (error cuadratico medio) de 6,



4. En una fabrica se seleccionan diariamente motores y se inspeccionan hasta encontrar el pri-
mer motor defectuoso. Sea (Xi,...,X,) una m.a. de X distribuida geométricamente con p
desconocido.

a) Determine el estimador de momentos para p.
b) Determine el estimador méaximo verosimil de p.

¢) De los registros de 100 dias se obtuvo la siguiente informacion del nimero de motores
inspeccionados.

Nde motores inspeccionados |1 | 2 | 3 | 4 | 5
Nde dias 8110 | 15|25 |42

Estime la probabilidad de que en un dfa cualquiera se deban inspeccionar mas de dos
motores para encontrar uno defectuoso.

NOTA: Si X se distribuye geométrica de parametro p, su funciéon de probabilidad esta dada
por:

1 1
PX=z)=pl-p)*" z=12,.. EX)=-V(X)==
p p
5. Sean X1,..., X, variables aleatorias iid con funcién de densidad dada por

_f (a+1)2z™ 5 O<a<1
Ix(z) = { 0 ;  e.o.c.
a) Encuentre el estimador de a por el método de los momentos.
b) Encuentre el estimador de « por el método de méxima verosimilitud
c¢) Evalue los estimadores usando los siguientes datos.

X [ 0.1-0.3 | 0.3-0.6 | 0.6-0.7 | 0.7-0.9
Frecuencia ‘ 3 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3

6. Sea una muestra aleatoria simple (i.i.d.) {y1, y2, ..., yn } de una v.a. discreta Y tal que Prob(Y =
1) =0, Prob(Y =0)=1—0, en que 6 € (0,1) es desconocido.

a) Encuentre el estimador 0 de 0 por el método de los momentos.
b) Obtenga la funcién de verosimilitud de los valores muestrales.

(c) Sea la densidad a priori de 6 definida por 7(0) = 2(1 — ) para 6 € (0,1). Deduzca la

distribucion corregida (a posteriori) de Bayes de 6 dados los valores muestrales, y muestre
(14ng)
(n+3) -

(d) Dé la esperanza y la varianza de los dos estimadores de 6 ya obtenidos. Estudie insesga-
miento y consistencia.

que estimador bayesiano puntual de 6 para pérdida cuadrética es Opgyes =

Considere ahora una muestra aleatoria simple de tamano 5: {z1 = 2,3,z0 = 3,1,23 = 1,24 =
3,7,x5 = 5} de una v.a. X tal que Prob(X € [2,4]) =6 con 0 € (0,1). Considere que la v.a.
Y se define de modo que Y =1 si z € [2,4], 0 si no.



(e)

(f)

Suponga que 8 = 0,4. Aplicando las partes anteriores obtenga el estimador del método
de los momentos y el estimador bayesiano puntual de pérdida cuadratica para 6. ;Cual
estimador presenta en este caso menor error cuadratico medio?

Estime a partir de lo obtenido en (c¢) la probabilidad de que 6 € [0,35,0,65]. ;Es éste el
anico intervalo en que se estima que 6 pertenece con dicha probabilidad? (Note que para
h entero I'(h) = (h — 1)!).

7. Sea una muestra aleatoria simple X1, Xo, ..., X}, de una distribucién exponencial de parametro
0 con densidad f(z) =} exp (—%) Vo >0.

Encuentre el estimador de Maxima Verosimilitud 6 de 6.
Deduzca el estimador de Maxima Verosimilitud 3 de e=*? donde A > 0

Calcule la esperanza y la varianza de [ (se recomienda usar la funciéon generatriz de los
momentos de X).

. . . ., . . . k,—X
Se considera una distribucion de Poisson de pardmetro A, ie, Prob(X =k) = ’\%, en

particular E(X) = Var(X) = A, y una distribucién a priori para A correspondiente a

Gamma(2,5), ie, g(A\) = ’\rs%e(;;/é

distribucién tenemos E(\) = rs y Var(\) = rs?. Encuentre el estimador de Bayes de A
para una funcién de perdida cuadratica. ; Es asintoticamente insesgado?; Es consistente?

A>0conr =2ys =05, recuerde que con esta

8. El voltaje X de un determinado circuito se distribuye uniformemente en un intervalo [0, 0+ 1],
donde 6 se desconoce. Se obtiene una muestra aleatoria simple del voltaje {1, x2, ..., zn}.

(a)

(b)
()

Muestre que z es un estimador sesgado de 6. Calcule su sesgo. >Es asintéticamente
insesgado?.

Obtenga a partir de Z un estimador 6 insesgado de 8. Compare las varianzas de T y 6.

Deduzca los Errores Cuadraticos Medio de Z y 4. Compare y concluya.

9. La duracién de una bombilla sigue una distribucién X ~ A(u,0?) donde p = 1200[hrs] y
o? = 100[hrs?].

(a)

(b)

Calcule el tamano minimo de una muestra aleatoria simple para que la media empirica &
no difiera del verdadero valor u en mas de 0,7[hrs| con una probabilidad de 95 %. (Hint:
Use la distribucion de  y P(|z —p| < 0,7) = 0,95y P(]z] < 1,96) = 0,95 si z ~ N (0, 1)).

Se tomo una muestra de 20 bombillas cuyas duraciones son:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1188 | 1178 | 1210 | 1195 | 1203 | 1202 | 1200 | 1190 | 1191 | 1196
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1188 | 1189 | 1215 | 1201 | 1188 | 1200 | 1189 | 1187 | 1197 | 1210

Construya y dé un grafico de la funcién de distribucion empirica de los valores muestrales.

Para estudiar la dispersién de la distribucién tedrica, se define los siguientes estadisticos
(cuartiles):

e (01 el valor de X tal que P(X < Q1) =1/4

e ()2 el valor de X tal que P(X < @Q2) =1/2

e (O3 el valor de X tal que P(X < Q3) =3/4

Encuentre estos valores en la muestra. Interprete en particular a Q».



10. En el estudio de los defectos de una impresora a color, para cada de hoja impresa, se observa
tres alternativas:
e opcion 0 si la hoja no tiene defecto
e opci6n 1 si la hoja salié con algin defecto

e opcién 2 si la hoja no salié.

Llamamos p; = P(que una hoja tome la opcion i) (i =0, 1,2).

Se observa una muestra aleatoria simple de n hojas a imprimir. Se llama y; al nimero de veces
que sali6é la opcién 7 en la muestra.

La funcién de probabilidad conjunta de (yo,y1,y2) es:
|

n:
PV = (90,91, 92)Inspo, 1, p2) = - pt "oy o D yi=n ;Y pi=1
% %

(a) Justifique la funcién de probabilidad utilizando la combinatoria.

(b) Una muestra de 190 hojas dio los siguientes resultados:

opcién 0 1 2
1; observados | 10 | 68 | 112

Obtenga el estimador de Maxima Verosimilitud de los parametros pg, p1 y p2. (OJO:
Observe que pg + p1 + p2 = 1).

(c) Supongamos ahora que los defectos aumentan con el tiempo de uso de la impresora.
Esto se traduce en una variable Z que sigue una distribuciéon exponencial (f(2) = Ae™*?,
z > 0) tal que

po=P(Z<1), pp=P(1<Z<2), pp=P(Z>2)

Introduciendo estos nuevos elementos en la funcién de probabilidad estime el pardmetro
A. Determine la estimacion de A\ en base a los datos observados. Interprete.

11. Se desea encontrar un intervalo con 95 % de confianza para el parametro p de la distribucion
de Y. Para ello se ha tomado una muestra aleatoria simple en que se mide la cantidad de
intentos de 200 usuarios que logran conectarse a Internet. Se obtiene que Y = 3,5.

» Con ayuda del Teorema del limite central aproxime un intervalo de confianza de 95 % del

: _ _ VoY -1
tipo [—a,a] para Z = AT

» Deduzca la aproximacion de un intervalo de confianza al 95 % para p.

Indicaciones

» Desigualdad de Chebyshev: Si E(X) < coy 02 = Var(X) < oo entonces prob(|X — u| >
ko) < 7z Vk>0.

= (X)y S? son independientes si X ~ N(u,0?).

Var(X)

= Teorema del limite central: Si X ~ F' y n — oo entonces X ~ N(E(X), ) cuando

E(X) <oy Var(X) < .



» Si X ~ Geom(p) entonces prob(X = k) = (1 —p)*1p, B(X) = % y Var(X) = 1;—21”.
12. Para cada pregunta responda Verdadero o Falso, justificando su respuesta en cada caso:

= Fn un intervalo de confianza de largo minimo para la media p de una distribucién Normal,
si aumento el nivel de confianza, entonces aumenta el largo del intervalo.

» En una encuesta a nivel nacional sobre una muestra de 1200 personas, el 65 % consider6
que la cumbre APEC no fue beneficiosa para el pais. Con un nivel de confianza del 95 %
estos resultados permiten concluir que la diferencia absoluta entre la proporcién estimada
y la proporcion poblacional es menor al 3%. Hint Utilice el Teorema Central del Limite
definiendo una V.A apropiada.

13. La fabrica LUPINA S.A. produce ampolletas de uso residencial. El jefe de la secciéon de
produciéon lo ha contratado a Ud. para que lo ayude a estimar la tasa de vida 1til de su
producto estrella, la ampolleta LOBO. De acuerdo a sus conocimientos y experiencia, Usted
sabe que la vida tutil de una ampolleta X (en anos) se puede modelar segin la distribucion
exponencial siguiente:

f(@N) = Xe ™ con x>0

El jefe ha tomado previamente una muestra de 30 ampolletas y encuentra que la duracion
promedio de ellas es de 5 anos. Se define la variable

30
Y = ZXi
=1

» Proponga un intervalo de confianza al 95 % para la tasa de vida util A (HINT:Use
el Teorema central del Limite para la variable Y, resolviendo la ecuacién cuadratica
asociada).

s Muestre que la variable T" = 2\Y sigue una distribucién Chi-cuadrado con 2n grados de
libertad.(HINT: Utilice la funciéon generatriz de los momentos).

» Encuentre L y U tales que Prob(U < T < L) = 0,95 y luego deduzca un intervalo de
confianza al 95 % para A usando la informacion del punto anterior.



