
� ANALISIS DE DATOSMULTIDIMENSION�

ALES

��� INTRODUCCION

Vimos que es pr�actico asociar gr�a�cos a la interpretaci�on de los coe�cientes
de asociaci�on empiricos� permiten visualizar la existencia de ligazon entre
dos variables y de posibles tipologias de las observaciones� mientras que los
coe�cientes permiten medir el grado de relaci�on� Pero la mayoria de los prob�
lemas envolucran m�as de dos variables� En el capitulo anterior� el mo�
delo lineal permitio estudiar la relaci�on de una variable a partir de un con�
junto de variables explicativas� Veremos en este capitulo una forma de visu�
alizar observaciones y variables para interpretar la estructura que contienen�

��� PLANTEAMIENTO GENERAL

En general un fenomeno se observa en varias dimensiones� lo que hace m�as
complejo el estudio� Se busca entonces sintetizar los multiples aspectos del
fenomeno en pocos valores� Es as�� que el objeto de un ��ndice es reducir una
realidad compleja a una sola dimensi�on� de manera a permitir comparaciones�
Esta reducci�on es imposible sin deformar aspectos del fenomeno�
Sea la tabla de datos 	Tabla 
��� que contiene 
 variables socioeconomicas
tomadas sobre � pa��ses de America Latina� Si queremos comparar los pa��ses
tomando una o dos variables� se puede ordenar los pa��ses o gra�carlos� Pero
para las 
 variables� es m�as di�cil hacerlo� El an�alisis en componentes prin�
cipales permite hacerlo� en este metodo se propone un cambio de base� que
permite una mejor descripci�on de los pa��ses y de los coe�cientes de correlaci�on
entre las variables�
Si tuvieramos dos variables solamente � Esperanza de vida y tasa de mor�
talidad infantil � con el gr�a�co ��� tendriamos una buena herramienta para
interpretar estos datos� Se observa� por ejemplo� que Bolivia tiene una alta
mortalidad infantil y una baja esperanza de vida� mientras que en Costa Rica
se da lo contrario� adem�as se nota una relaci�on lineal de pendiente negativa
entre las dos variables 	vimos en la tabla 
� del capitulo 
� que el coe�ciente
de correlaci�on lineal es igual a ��������
Con tres o m�as variables� no se puede hacer tal representaci�on gr�a�ca� que se�
ria en IR� o mayor dimensi�on� La idea del metodo es entonces hacer un cambio
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de variables y� mediante aproximaciones� llevar a un conjunto de representa�
ciones gr�a�cas� Las nuevas variables �llamadas componentes principales� son
��ndices que permiten interpretar mejor los datos�
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��� EL ANALISIS EN COMPONENTESPRINCIPALES

Sea X la tabla de datos 
��� Hay dos maneras de mirarla�

� Mirar las �las� que de�nen el conjunto de las observaciones

M � fxi �

�
BBB�

xi�
xi�
���
xi�

�
CCCA � IR�g

� Mirar las columnas� que de�nen el conjunto de las variables





N � fxj �

�
BBB�

x�j
x�j
���
x��j

�
CCCA � IR��g

Se observara que si X es de rango igual a �� entonces existe c � IR�� y
u � IR� tal que X � cut� En este caso� existe una recta en IR� que pasa por
el origen� con u de vector director� a la cual pertenecen los puntos de M� si
u es unitario� las componentes ci de c son las coordenadas de los pa��ses sobre
esta recta� Sea kck� � l� Sim�etricamente� existe una recta en IR��� que pasa
por el origen� con c de vector director� a la cual pertenecen los puntos de
N � Si kck� � l� uj�

p
l son las coordenadas de las variables sobre esta recta�

Si X es de rango igual a � entonces existe c� y c� � IR�� y u� y u� � IR�

tal que X � c�u
t
�

� c�u
t
�
� En este caso� los soportes de M en IR� y de N

en IR�� son planos� M�as generalmente si X es de rango igual a r� entonces
existe c�� ���� cr � IR�� y u�� ���� ur � IR� tal que X � c�u

t
�

� ���� cru
t
r� En este

caso� los soportes de M en IR� y de N en IR�� son de dimensi�on r con estos
vectores como vectores directores� El problemas es encontrar los vectores de
tal descomposici�on�
Se distinguen las representaciones en IR� y en IR���

����� Representaci�on en R�

En este espacio los puntos son los � pa��ses� Para comparar dos pa��ses i e i��
se considera la distancia entre las �las xi y xi� correspondientes�

d	i� i�� �

vuuut
jX

j��

	xij � xi�j��

El calculo de esta distancia puede tener ciertos inconvenientes� la unidad de
medici�on de las variables tiene un efecto� en el sentido que si multiplico por
�� una variable� por cambio de unidad� la distancia sera multiplicaado por ��
tambi�en� Se puede evitar este problema normalizando todas las variables� es
decir tomandolas de varianza iguales a �� si ��j es la varianza de la variable
j 	��j � 	����

P
i	xij � �xj���� se tomara�

xij��j
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Para simplicar la notaci�on� se supone que en la matriz X las variables son
normalizadas�
Se busca entonces el vector u � IR� y el vector c � IR�� tales que

X � cut � E

de manera que 	����
P

��

i kxi� ciuk� sea m��nimo con la restricci�on kuk � ��
Si el rango de X es igual a �� se obtendran los dos vectores buscados c y u�
La restricci�on kujk � � se impone para tener unicidad de la soluci�on y un
vector director de la recta unitario� El criterio de optimizaci�on usado es un
criterio de m��nimos cuadrados que consiste a buscar la recta pasando por el
origen tal que los puntos del conjunto M sean en promedio m�as cercanos a
esta recta 	Gr�a�co ����
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GRAFICO ��� Representaci�on de las �las en IR�

Ahora bien es un inconveniente de considerar una recta que pasa por el origen�
En efecto se observa en el gr�a�co ��� que la recta H� es mejor que la recta H�
Si no se impone que la recta pasa por el origen� es facil mostrar que la recta

soluci�on pasa por el punto medio g � IR�g de calM � g �

�
BBB�

�x�

�x�

���
�x�

�
CCCA� en que �xj es
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la media de la variable j� En efecto� si � es una recta pasando por el origen y �
�

la recta paralela a � pasando por g y si hi y h
�

i son las proyecciones ortogonales

respectivas de xi sobre � y �
�

� entonces
P kxi � h

�

ik� �
P kxi � hik��

De aqu�� se toma el origen del sistema de referencia en el punto medio� es
decir g � �� Se supone entonces que en la matriz X� las columnas suman ��P

i xij � � 	las medias son todas nulas��
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GRAFICO ���� Representaci�on de las �las en IR�

En este caso� el criterio de minimos cuadrados es equivalente a maximizar
	����

P
i kciuk� con ci � xtiu � utxi� El criterio con la restricci�on de norma

nos da entonces�

Q � 	����
X
i

kciuk� � l	kuk� � ��

Q � 	����
X
i

c�i � l	
X
j

u�j � ��

Q � 	����ut	
X
i

xix
t
i�u� l	

X
j

u�j � ��

Q � 	����utX tXu � l	
X
j

u�j � ��
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Sea V � 	����X tX � 	vjk�� Q �
P

jk ujukvjk � l	
P
u�j � ��

�Q

�uj
� 

X
k

vjkuk � luj � �

Se deduce que V u � lu� es decir que el vector u es vector propio de la
matriz V � 	����X tX� Se observara que la matriz V es igual a la matriz de
correlaciones asociada a la matriz X 	Tabla ���� o a la matriz de covarianza
cuando las variables no son normalizadas� Esta matriz es sim�etrica semi�
de�nida positiva� tiene sus valores propios reales no negativos 	m�as a�un la
suma de los valores propios es igual al n�umero de variables� 
 aqu���� Pero
no se sabe cual de los vectores propios tomar� Observando que se busca
maximizar y que l �

P
i c
�

i � se concluye que hay que tomar un vector propio
normalizado asociado al mayor valor propio de V � Llamamos l� el mayor
valor propio de V � u� el vector propio asociado y c� � Xu�� Si X es de rango
igual a �� l� es el �unico valor propio no nulo de V y los puntos xi son alineados
en IR�� Si X es de rango mayor que �� podemos repetir la descomposici�on a
la matriz Y � X � c�u

t
�
� La matriz Y tY tiene los mismos valores propios no

nulos que X tX salvo l�� Luego la descomposici�on soluci�on esta dada por el
vector propio normalizado u� asociado a l� el segundo mayor valor propio de
V � y c� � Xu��

X � c�u� � c�u
t
�

� E

Generalizando� si l� � l� � ��� � lr 	 �� u�� u�� ���� ur los vectores propios
normalizados asociados y ck � Xuk k � �� ���� r� se puede descomponer�

X � c�u
t
�

� c�u
t
�

� ���� cru
t
r

en donde las matrices cku
t
k son de rango � y de importancia decreciente en

la reconstituci�on de la matriz X 	Tabla ����
La matriz de correlaci�on V siendo sim�etrica semide�nida positiva� existe
una base ortonormal de IR� formada de vectores propios de V � Luego�
fu�� u�� ���� urg es una base ortonormal del espacio que contiene al conjunto
M�
Adem�as se observa que los vectores ck son vectores propios de la matriz
	����XX t� que tiene los mismos valores propios no nulos que X tX� En
efecto� ck � Xuk� luego

	����X tXuk � lkuk






	����X tck � lkuk

	����XX tck � lkck

Adem�as kckk� � lk 	Se deja mostrarlo como ejercicio��

����� Representaci�on en IR��

En IR��� se quiere comparar las columnas de X� que representan las variables�
lo que equivale a tomar la matriz X t en vez de X� El criterio de minimos
cuadrados consiste ahora en buscar un vector d � IR�� normalizado tal que�

	����
�X
j

kxj � vjdk�

sea m��nimo�
Se tiene vj � dtxj con kdk � ��
Se obtiene que d es el vector propio normalizado de XX t asociado al mayor
valor propio l�� Luego d es colineal al vector c� obtenido en el estudio en IR��
c� �

p
l�d� Los vectores u� y v son colineales tambi�en� v �

p
l�u��

Interpretaremos el criterio en el caso de la representaci�on e IR��� El criterio
de m��nimos cuadrados es equivalente a maximizar � � 	����

P
j kvjdk� �

	����
P

j v
�

j � Como vj � dtxj se obtiene que � �
P

j	d
txj��� Como las vari�

ables son centradas y normalizadas dtxj � Cor	d� xj�� luego el criterio usado
aqu�� consiste en buscar una variable d de varianza igual a �� combinaci�on
lineal de las variables xj de tal forma que

X
j

cor�	d� xj�

sea m�axima� De hecho vimos en el cap��tulo 
 que el coe�ciente de correlaci�on
permite comparar dos variables� Muestre como ejercicio que si dos variables
son centradas y normalizadas entonces el coe�ciente de correlaci�on es igual
al coseno del angulo que forman en IR�� 	Gr�a�co �����
Adem�as como los vectores dk forman una base ortonormal� se deduce que las
nuevas variables� que son las componentes principales no son correlacionadas
entre si�
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GRAFICO ���� Representaci�on de las variables en IR��

����� Interpretaci�on

Veamos como usar estos resultados para interpretar el contenido de la tabla

�� 	Se centra y normaliza los datos��
fu�� u�� ���� urg forma una base ortonormal de espacio que contiene al con�
junto M de los pa��ses� Los ejes de�nidos por estos vectores se llaman ejes

principales� Las coordenadas de los pa��ses sobre estos ejes son dadas por
los vectores ck� llamados componentes principales� se habla tambi�en de
factores� Si nos limitamos a tomar el primer eje principal de�nido por u�
	tabla ���� se obtiene una representaci�on unidimensional de los pa��ses� es la
mejor representaci�on unidimensional� en el sentido que deforma menos las
distancias mutuales entre los pa��ses� A�un si es una representaci�on aprox�
imada� tiene la ventaja de permitir una interpretaci�on mucho m�as simple
que la representaci�on original� Las coordenadas de los pa��ses sobre este eje
constituyen la primera componente principal c� 	Tabla ����� El valor m�as
elevado lo tiene CUBA y el m�as bajo HAITI� Observando que

c� � �������x�������
��x������
��x���������x����������x����������x�

se ve que la primera componente principal es una combinaci�on lineal de
las variables iniciales con algunos coe�cientes mayores que otros y algunos
positivos y otros negativos� EL PORCENTAJE DE POBLACION URBANA
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y LA ESPERANZA DE VIDA tienen un coe�ciente positivo� mientras que
los otros son negativos� Lo que permite de interpretar la primera componente
principal como un ��ndice demogra�co� que crece con la calidad� Este ��ndice es
m�as manipulable que las seis variables originales� Ahora bien que cantidad de
la informaci�on contenida en la tabla X perdimos o conservamos en el ��ndice�
En la decomposici�on� xi � ciu� � ei� ei representa el error de representaci�on
de xi sobre el primer eje principal� El valor propio l� �

P
i c

�

i mide la
varianza de la componente principal c� y TrazaV � l� �

Pr
k�� lk � 
 � �

mide el error global de la representaci�on sobre el primer eje principal� Como
TrazaV � 	����

P
i kxik� representa la varianza total en IR�� se usa un

��ndice de calidad de la representaci�on de c� con el porcentaje de varianza
reproducida por c��

���
l�

TrazaV

que aqu�� vale 
����� Se puede considerar � � o m�as ejes principales para
tener una mejor representaci�on� Por ejemplo� con los dos primeros ejes prin�
cipales se puede vizualisar los pa��ses 	Gr�a�co ���� en un sistema cartesiano�
En este gr�a�co cada pa��s i tiene por coordenadas 	c�i� c�i� y como los ejes son
ortogonales� la varianza reproducida por el plano es igual a

���
l� � l�
TrazaV

que aqu�� vale �������
Se nota en la tabla ��� que la representaci�on con � ejes principales contiene
casi integralmente los pa��ses 	������� En el gr�a�co de los dos primeros
ejes principales 	Gr�a�co ���� se proyectaron adem�as los ejes iniciales� lo que
permite explicar las diferencias y semejanzas entre los pa��ses� Es as�� que
ARGENTINA y GUATEMALA di�eren m�as por las variables � POBLA�
CION URBANA� TASA NATALIDAD y FECUNDIDAD� que las variables
de MORTALIDAD y ESPERANZA DE VIDA� Mientras que PANAMA y
HAITI di�eren m�as por la MORTALIDAD�
De la misma manera que se hizo una representaci�on plana aproximada de la
representaci�on en IR�� se hace una representaci�on aproximada de las variables
en IR��� considerando las proyecciones de las variables xj sobre los vectores d�
y d� 	Gr�a�co ��
�� Dado que las variables xj y d� y d� son de varianza igual a
�� la proyecci�on de xj sobre d� 	d�� es igual al coe�ciente de correlaci�on entre
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xj y c� 	c�� 	Tabla ����� Este gr�a�co permite entonces interpretar las com�
ponentes principales� Se observa que la primera componente principal tiene
una correlaci�on igual a ����� con la ESPERANZA DE VIDA� pero solamente
������ con la TASA DE MORTALIDAD� mientras que la segunda compo�
nente principal tiene una correlaci�on igual a ���
� con la ESPERANZA DE
VIDA y ����� con la TASA DE MORTALIDAD�
Como las variables xj tienen una varianza igual a �� sus proyecciones en el
plano caen al interior de un circulo de centro � y de radio �� Si la proyecci�on de
la variable xj es sobre la circunferencia del circulo� signi�ca que xj pertenece
a este plano� es decir que xj puede ser reproducida a partir de c� y c��
La distancia de la proyecci�on de una variable al origen mide la calidad de
representaci�on de la variable en el plano principal� M�as a�un es igual al
coe�ciente de correlaci�on m�ultiple entre la variable con respecto a c�� c� 	Se
deja como ejercicio la demostraci�on�� Aqu��� las seis variables son bastante
bien representada en el plano principal�
Como los cosenos de los angulos son iguales al los coe�cientes de correlaci�on�
se tiene tambi�en una vizualisaci�on� aproximada� de la matriz de correlaciones
	Tabla ����� FECUNDIDAD y TASA DE NATALIDAD hacen un angulo
peque�no� son altamente correlacionados 	������ ESPERANZA DE VIDA y
MORTALIDAD INFANTIL� que forman un angulo vecino de 
� son alta�
mente correlacionados negativamente 	������� y TASA DE MORTALIDAD
y TASA DE NATALIDAD� que son casi ortogonal� son muy poco correla�
cionados 	�������
Se puede completar el estudio haciendo representaciones planas con otros
pares de ejes principales y las componentes principales correspondientes�

VARIABLES �  � � � 

� � POB� URBANA ��� ����� ����� ���� ����� ����
 TASA �NATALIDAD ����� ��� ���� ���� ��� �
�
� TASA MORTALIDAD ����� ���� ��� ��
�� �
 ����
� ESPERANZA VIDA ���� ���� ��
�� ��� ���
� �����
� FECUNDIDAD ����� ��� �
 ���
� ��� ����

 MORTAL� INFANTIL ���� �
� ���� ����� ���� ���

TABLA ���� Matriz de correlaciones

��



MEDIA D� TIPICA u� u� u� u�
VALORES PROPIOS ���� ���
 ���� ���
� POB� URBANA 
��� ���
 ������ ����� ���
�� ������
TASA NATALIDA ���
 
�
� �����
� ������ ����� �����
TASA MORTALIDAD ���� ���� ����
� ����
� ������� ����
�
ESPERANZA VIDA 
���� ��� ������ ������ ������ ���
FECUNDIDAD ��
� ���
 ������� ������ ������ �����
MORTAL�INFANTIL ����� �� ������� ����� ������ �����
TABLA ��� Tres primeros vectores propios normalizados de la matriz de

correlaci�on

u� u� u� u�
VALORES PROPIOS ���� ���
 ���� ���
ARGENTINA ����� ������ ����� ����
�
BOLIVIA ������� ������ ���
 ������
BRASIL ��

 ����� �
��� �����
COLOMBIA ����� ����
� ���� ������
COSTA RICA ������ ������� ��
��� ���
�
CHILE ���� ���� ��� ��
�

ECUADOR ����� ������ ���� ��
��
EL SALVADOR ������� ������ ������ ������
GUATEMALA ����
 ����� ������ �����
HAITI ������� ��
�
� ������� �����

HONDURAS ���
� ������ ������ ����
MEXICO ������ ������ ����� ������
NICARAGUA ������� ������ �
��� ���


PANAMA ���
�� �����

 �����
 ������
PARAGUAY ����� ������ ����
� �����
PERU ���
� ����� ���
 ��
���
REP�DOMINICANA ����� ����
� ���
 ������
URUGUAY ����� ���� ������ �
���
VENEZUELA ����� ������ ����� ���
CUBA ���
�� ����� ������ �����

TABLA ���� Tres primeras componentes principales
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MEDIA D� TIPICA FACTOR � FACTOR � FACTOR � FACTOR �

VALORES PROPIOS ��� ��� �� ����

� ACUMULADO DE

LA VARIABILIDAD ����� 

��� ����� �����

� POB� URBANA ���
	 �	��� ��		� ����� ����� ��
�

TASA NATALIDA �
�
� ���� ���

� ������ ���� ����

TASA MORTALIDAD 	� ��
� ����
 ��
� ������ ����

ESPERANZA VIDA �	� ���� ����� �����	 ����� ��

FECUNDIDAD ��� ���� ������ �����
 ����� �����

MORTAL�INFANTIL ����� ����
 ���
�� ����� ����� ������

TABLA ���� Coordenadas de las variables sobre los � primeros factores 	rjk�
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GRAFICO ���� Primer plano principal
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GRAFICO ���� C��rculo de correlaciones

����� Puntos suplementarios

Es interesante de representar a posteriori algunas observaciones o variables que no
fueron inclu��das en la matriz X originalmente� Sea un pa��s xo� su proyecci�on sobre
el eje principal k es igual a xtouk� Para una nueva variable z� su proyeci�on sobre la
componente principal k es igual a Cor�z� ck� �
Consideramos� por ejemplo� dos pa��ses africanos �TUNEZ y EGIPTO� �Tabla �����
la coordenada de TUNEZ en el plano son �F�� F�� con
F� � ��	���� ������������	������������	��� �������
������ ��������

�����	�� ���� 
����	�� ����� � ���		�
F� � ��	��	� �����������	���������
������� �������������� ��������

�������� ���� 
 ������� ����� � �����
Para EGIPTO� se obtiene de la tabla ���� F� � ����� y F� � ���� Si se ubican es�
tos dos pa��ses en el gr�a�co ���� encontramos TUNEZ cercano de R� DOMINICANA
y EGIPTO cercano de BOLIVIA�

��



Consideramos ahora cuatro nuevas variables cuyos coe�cientes de correlaci�on con
las dos primeras componentes principales son dados en la tabla ���� Las variables
GASTO MILITAR y GASTO EN EDUCACION son muy poco correlacionados
con estas componentes principales� se podria prever que un modelo lineal de estas
variables sobre las seis variables originales no seria bueno� No es el caso de las dos
otras variables suplementarias�

TUNEZ EGIPTO
x �x� �x��� x �x� �x��� �x �

� POB� URBANA �� ������ �� ���� ����� �����
TASA NATALIDA � ����� 		 ���� ����� ����
TASA MORTALIDAD � ����� �� ���� ���� ����
ESPERANZA VIDA ���� ������ ���	 ����	 ����� ����
FECUNDIDAD 	�� ���� ��	 ���� 	��� ���
MORTAL�INFANTIL ���� ����� ���� ���� ����� �����

TABLA ���� Valores de las variables para TUNEZ y EGIPTO

FACTOR � FACTOR �

PNB ����� ���	�
GASTO EN EDUCACION ������ ����	
GASTO MILITAR ���	�� ������
ALFABETISMO ���	 �����

TABLA ���� Coe�cientes de correlaci�on

��� EJERCICOS

�� Sea X la tabla siguiente�

�
���������

� � ��
� � ��
�� � �
� �� �
�� � �
� �� �

�
��������	

Consideremos los seis vectores M � fx�� ���� x�g de IR� dotado de la m�etrica
euclidiana usual cuyas componentes est�an dadas por las �las de la matriz X�
a� Muestre que la nube de los 
 puntos en IR� est�a centrada en el origen�
Calcule V � 	��
�

P
i xix

t
i�

��



b� Calcule I�� el momento de inercia de N con respecto al origen� Compare
con TrazaV �
c� Determine los diferentes valores propios de V �
d� D�e el vector propio asociado al valor propio nulo de V �
e� Determine dos vectores propios ortonormales de V asociado con los valores
propios no nulos de V �
� Se consideran V�� V�� V� y V�� cuatro variables obtenidas sobre � obser�
vaciones repartidas en � clases 	A� B y C� 	Tabla �����
a� Los resultados del an�alisis en componentes principales efectuado sobre las
variables V�� V� y V� con la matriz de correlaciones 	tabla ���� est�an dados
en el gr�a�co � y la tabla ���� Justi�que la calidad de la representaci�on en el
plano y comente el gr�a�co ����
b� A partir de la tabla ���� dibuje y comente el c��rculo de correlaciones�
c� En la tabla ����� se dan las correlaciones entre las dos componentes prin�
cipales y la variable V�� Represente gr�a�camente V� en el c��rculo de correla�
ciones�
d� Se quiere efectuar la regresi�on m�ultiple de V� sobre V�� V� y V�� �Qu�e
problema num�erico se va a presentar�
e� Deduzca de la tabla � el coe�ciente de correlaci�on m�ultiple de la regresi�on
de V� sobre V�� V� y V��
f� Deduzca de la tabla ���� los coe�cientes de la regresi�on de V� sobre las
dos componentes principales 	la media de V� es ��� y la desviaci�on tipica
es �������

CLASE V� V� V� V� CLASE V� V� V� V�
C �� �� 	� ��� C �� �� �	 	��
C �� 	� 	� ��� B 	� 	� �� ���
C 	� 	� 	� ��� B 	� 	� �� ���
C 	� �� 	� ��� B �� 	� �� ���
C �� 		 �� ��� A �� 		 � ��
B �� �� � 	�� B �� 	 �� ���
B �� 	� � 	�� A �� �� �� 	��
C �� �� �� 	�� A �� 	� �� ���
B �� 	� �� ��� A �� 		 �� ���
B �� 	� �� 	�� C 	� �� �� ���

TABLA ���� Tabla de datos

�




MEDIA DESVIACION FACTOR � FACTOR �
TIPICA

VALORES PROPIOS ���� �����
� ACUMULADOS DE

LOS VALORES PROPIOS ����� ������

V� 	���� ���� ��� �����
V� 		��� ���� ����� �����
V� ����� ����� ����� ����	

TABLA ���� Correlaciones de las variables con las Componentes Principales
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�C

�B
�B

�B

�A

�B

�A

�A

�A

�C

xV�

xV�

xV�

PRIMER
FACTOR
�� �

cEGUNDO
FACTOR
�� �

GRAFICO ���

V� V� V	 C�P� � C�P� � V�
V� ���� ���� ��� C�P� � ���� ���� ��
V� ���� ���� ��� C�P� � ���� ���� ���
V� ��� ��� ���� V� �� ��� ����

TABLA ��� Matriz de correlaciones TABLA ����� Matriz de cor�
relaciones

�� Sea M � fx�� ���� xng un conjunto de n puntos de IRp� Cada punto xi tiene
un peso pi� con pi 	 ��

P
pi � �� Se supone que el centro de gravedad de M

��



es g � � y que la matriz de varianzas�covarianzas asociadas es V � X tDpX
de rango p con Dp � diag	pi�� Sea IRp � W�

L
W� y sean P� y P� los

proyectores ortogonales sobre W� y W� respectivamente�
a� D�e las matrices de varianzas�covarianzas V� y V� de los conjuntos M� �
fP�x�� ���� P�xng y M� � fP�x�� ���� P�xng�
b� Muestre que V � V� � V� �� W��V��W�

c� Pruebe que� �W��V��W� �� �V u � lu� u � W�

S
W� 

�� Sean E y F dos espacios vectoriales de dimensiones respectivas p y n� Se
tiene en E y F las m�etricas euclidianas usuales� Sea S una aplicaci�on lineal
de E en F tal que si y

�
� S	x�� e y

�
� S	x��� entonces ky

�
�y

�
k� � kx��x�k�

para todo x�� x� � E�
a� Dar la relaci�on que cumple S�
b� Sea E � E� 	E� con E� suplemento ortogonal de E�� Sea A el proyector
ortogonal sobre E� y S la aplicaci�on de simetr��a respecto de E�� y � S	x� �
�x� � x��
Dar la expresi�on de S en funci�on de A y mostrar que S es un isomor�smo�
c� Mostrar que S es sim�etrica y ortogonal�
d� En el caso de que E� tiene dimensi�on �� se considera una nube M de
n puntos en E y V la matriz de covarianza asociada� Se supone que hay
simetr��a con respecto a E� entre los puntos de calM 	si x � M� entonces
S	x� � M��
Muestre que E� es un eje principal de la nube M en E�
�� Consideremos el espacio euclidiano IRp dotado de una m�etrica euclidiana
M � y un conjunto de puntos M � fxi � i � �� � ���� ng de IRp�
Cada punto xi est�a dotado de una masa mi 	 �� con

P
mi � � y suponemos

que el centro de gravedad de M est�a en el origen 	g �
P

imixi � �� y se
de�ne V �

P
imixix

t
i� IRp est�a descompuesto en una suma directa de dos

s�e�v� M �ortogonales� !u� generado por un vector u de IRp pasando por el
origen� y el hiperplano H � !�

u M �ortogonal a !u pasando por el origen�
IRp � !u

L
H�

a� Exprese el momento de inercia I� del conjunto M con respecto al origen
en funci�on de M �
b� Deduzca que I� � tr	VM��
c� Muestre que IH � utMVMu donde IH es el momento de inercia de M
con respecto a H�

��



�� EXAMEN DE PRIMAVERA �����

PARTE �

Se considera 
 mediciones hechas sobre � peces� Se presenta los resultados
de un an�alisis en componentes principales sobre estos datos�
a� Interprete los porcentajes de los valores propios 	Tabla ������
b� Interprete el gr�a�co ���� �� Que tama�no y forma tienen los peces �� �� �
y ���
c� Gr�a�que el circulo de correlaci�on a partir de la tabla ���� y comente�
d� Usando la tabla ���� d�e las expresiones de las primeras componentes prin�
cipales C� y C� en funci�on de las 
 mediciones� Interpr�etelas�
e� Usando la matriz de correlaciones 	tabla ����� ubique las variables suple�
mentarias PESO y RADIOACTIVIDAD en el c��rculo de de correlaciones�
f� Se quiere hacer el modelo lineal� PESO � �o � ��c� � ��c�� en donde
c� y c� son las dos primeras componentes principales� D�e el coe�ciente de
correlaci�on m�ultiple R��
PARTE �

a� Se quiere hacer el modelo lineal� RADIOACTIV IDAD Y � �o ���c� �
��c�� Sea X la matriz 	�x�� asociado a este modelo lineal� Calcule la matriz
	X tX����
b� Calcule X tY � en donde Y es el vector a explicar del modelo lineal�
c� D�e los estimadores de m��nimos cuadrados de �o� �� y ���
d� D�e el coe�ciente de correlaci�on m�ultiple R�� Deduzca el estimador inses�
gado de la varianza �� de los errores y la estimaci�on de la varianza de los
estimadores�
e� Muestre que los estimadores de �� y �� son no correlacionados� Haciendo
el supuesto de normalidad� encuentre intervalos de con�anza de nivel ���
para �� y ���
f� Efect�ue los tests de hip�otesis Ho � �� � � contra H� � �� 
� ��
PARTE �

a� Los � peces estan divididos en tres acuarios� Se busca si el acuario tiene
un efecto sobre la RADIOACTIVIDAD� usando el modelo� Yi � �o��j��i si
el pez i esta en el ACUARIO j� el par�ametro �j mide el efecto del ACUARIO
j 	j�������� sobre la RADIOACTIVIDAD� Escribe el criterio de los m��nimos
cuadrados en tres sumas que dependen de los tres acuarios� Usando la tabla
���� y tomando la media muestral �y como estimador de �o� deduzca el esti�
mador de los m��nimos cuadrados de los tres par�ametros restantes�
b� Efect�ue el test Ho � �� � �� �� Precise los supuestos que tuvo que hacer�

��



c� Sea un nuevo pez que toma los valores� LARGO� ���� LARGO SIN
CABEZA� ��� ANCHO CABEZA� ��� ANCHO� ��� ANCHO HOCICO�
��� DIAMETRO OJOS� �� Calcule C� y C� para este pez� Prediga su RA�
DIOACTIVIDAD y d�e un intervalo de con�anza�
d� Si se supone que la variable RADIOACTIVIDAD Y � Exp	� y una dis�
tribuci�on a priori Exp	�� para  	
	� � �exp	��� para  positivo�� d�e la
distribuci�on a posteriori de  dada la muestra de los � peces�
e� Tomando la funci�on de perdida cuadratica� d�e el estimador de Bayes�

MEDIA DESV� FACTOR � FACTOR � FACTOR � FACTOR �

TIPICA

VALORES PROPIOS ��

� ���� ��

 ��


� ACUMULADOS DE

LOS VALORES PROPIOS 
��� 
���� ���� �
���

LARGO ����	 �	��� ����	 ����� ����� ����

LARGO ����	 �	��� ����	 ����� ����� ����

LARGO cIN CABEZA �	��	� ����� ����� ����� ���
 ������

ANCHO CABEZA ���	
 ��
� ����� ���� ��� �����

ANCHO ����� ���	 ����� ����� ���� ����
�

ANCHO HOCICO ����	 ���� ��
� ���	 ����	� ������

DIAMETRO OJOS ��	� ���� ��
	 ������ ���� ����

TABLA ����� Correlaciones de las variables sobre las � primeras
componentes principales

RADIOACTIVIDAD PESO

VARIABLES �� � C� C� ACUARIO � � � TOTAL PESO

PESO �	�� 
	�� 	�� 	�� EFECTIVO � �  �� ��

RADIOACTIVIDAD 
	�� �	�� 
	�� 	�� MEDIA ��	�� ��	�� ��	� �	�� ��	��

C� 	�� 
	�� �	�� 	�� DESVIACION

C� 	�� 	�� 	�� �	�� TIPICA 	�� ��	�� ��	�� ��	� ��	�

TABLA ���� Matriz de correlaciones TABLA ����� Radiactividad
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