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P1.- Sea p € R, o > 0. Recuerde que Z ~ N (u, o) si tiene densidad fz que verifica:
1 (z=w)?
fz(z) = e ot , z€eR.
2o

Sea X ~N(0,1) y defina Y = p+ o X.
(a) Pruebe que Y ~ N (p,0).

Solucién
Para deducir que Y ~ N (p, o) usaremos la funcion distribucién de la variable Y. Se
tiene

Fy(t):P(Y<t)=P(u+aX<t)=P(X< t;)

Como X tiene densidad se tiene que

IE”(X < t;“) = / Fx(2)dz.

Y como X ~ N(0,1) se tiene

Luego, juntando todo se tiene que

t—p
(o4

1 1
Fy(t) = / e 1 4.

—00

Realizando el cambio de variables y = pu + oz, el cual verifica dy = odx y x = £=£

. [ea
se tiene

t—p

(y—m)?

t
1 1.2 1 1
e 2% dx = / e 27 o7 dy.
/ V2T 2ro Y
)2

— 0o

1 1 (y—p

Definiendo fy (y) = e 27 <2  se tiene que

V2o
R@=/h@@

Y esto ultimo es valido para cualquier ¢t € R. Luego se deduce que fy (y) es la funcion
densidad de la variable aleatoria Y, lo cual dice que Y ~ N (p, o).

t2

(b) Pruebe que la funcién By (t) := E(e!X) con t € R, verifica Bx(t) = e~ .
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Solucién

Se tiene por definicion
o0 o0

E(etX) = /et””fx(x)dx: /em\/;e#dx
T

Esta ultima igualdad es porque X ~ N (0,1).
Se tiene

oo

70 o 1 22 d t22 7;2 / 1 2t1~2 22 7 1 2 2t.1;x du é 70 1 —(t2722m+12) d
e e r=€ez2e e e =€ e

V2 V27 \/ﬂ V2r
00 —00

—00

Ahora, se sabe que

oo oo o0
1 —¢?-2t24a?) / 1 o2 1 / -2
e 2 dxr = e~ 2 dr=-— e 2 d
/ V2 V2T V2T 4
—00 —00 —0o0
Por otro lado se sabe que
oo
—y2
/ eTydy =27
—00

Donde en la ultima igualdad se uso el cambio de variables © —t =y

Con lo cual -

2 2
—y- 2
e 2 dy=ez.

o2t2

(c) Pruebe que la funcién By (t) := E(etY) con t € R, verifica By (t) = et %2

Solucion

Se tiene
E(etY) _ E(et(p+oX)) _ E(etuetaX) _ et,uE(e(ta)X)

Donde se uso que la esperanza de una constante es la constante (en nuestro caso la
constante es e'*.
Ahora, identificando ¢ = to tenemos que

1252

E(e) = eE(e™) = efteT = ettt
7,

Donde se uso que E( X) = ez, resultado que fue demostrado en la parte b.

(d) Pruebe que E(Y?) = 3-(0) = 0% + p.

Solucién
Se tiene
, L 6y(t+ h) o /3y(t) L E<€(t+h)Y) 7E(etY) L e(t+h)Y o etY B ) e(t+h)Y o
By (1) = Jim h = i h = o B h = B fim h
Luego

Del mismo modo 5% (¢

T

etY >
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Evaluando en ¢ = 0 resulta 4 (0) = E(Y?). Por otro lado, de la parte ¢ sabemos
2172
que By (t) = e+~ luego

d?

/"
t) = —
Y( ) di2

t2 t252

;2) _ (M+t02)26t;¢+# +0_2etu+ 5

(e
Evaluando en t = 0 resulta
B(Y2) = B(0) = 4 + o

1

P2.- Sea X ~ Binomial(n,p) conn > 1, 0 < p < 1. Considere Y := 5.

a) Demostrar que
(a) q

1 n+1
E(Y) = oy, (1 0 =0™)
Solucién
Se tiene
E(Y) — i 1<7’L> k(l_ )n*k — i n! k(l_ )nfk _ zn: n! k(l_ )nfk
2Tk \k)T T 2 b+ DR -k P 2 b+ Dlfn— k)" P

Ahora multiplicando y dividiendo por (n + 1) tenemos que
1 ¢ (n+1)! k —k
E(Y) = 1—p)"
(Y) > ( Pk (1-p)

I(n —
n+1& E+ 1)l(n

Y luego
L & (n+1 n—k 1 (1 n—k
E(Y) = 1— - 1—
¥) n+1z<k+1)p( p) (n—l—l)pkz_()(k—f—l)p (1=p)

k=0
Donde en la ultima igualdad se multiplico y dividio por p para crear en la sumatoria
una especie de binomio de Newton.
Haciendo el cambio de variable i = k + 1 tenemos que

n+1
E(Y) = m > (n :r 1)191'(1 —p)t

=1

Ahora, la sumatoria es un binomio de Newton sin el primer termino (el con i = 0)
asi que sumemoslo y restemoslo para obtener

1 = n+]‘ 7 n+1—1 n 1 n
200 = Gy (1 )P ) = - e

(b) Calcule la distribucién de Y, mds precisamente, identifique el conjunto numerable
{a; e R: i€ I} tal que:

P(Y=a;) >0 paraiel y ZP(Y:ai):L
i€l

Solucion

Se tiene que para i € {1,...,n}, P(X =4) >0, > P(X =14)=1 pues
i=0
X ~ Binomial(n,p)
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Ahora P(X = i) = P($ — 1 =i) = P(Y = t35) > 0 y ademas

1_iP(X_i)_§P<Y_ 171%)

Luego el conjunto buscado es {a; = l%ﬂ,z e{l1,..,n}}

P3.- Sea X ~ Exponencial()) con A > 0, es decir, su densidad esta dada por fx(z) = Ae™**
con z > 0.

(a) Calcular Var(X).
Solucién

Lo haremos segun el metodo de la funcion generadora de momentos, como fue visto
en clase auxiliar.

Se tiene - -
Bx(t) = /em/\efmd:c = //\ef(Aft)zdx
0 0

Supongamos t < A, con lo cual —(A —t) < 0. Luego

A A
= — { _()\_t)T — = —
Ox(t) = =5 (lim e V=3=
Donde se uso que lim e~*A=9" = 0 pues A > t.

Luego se tiene

/ A 1" _ 2
ﬂx(f):mv (t)*m

Evaluando ambas expresiones en cero y usando que Var(X) = %(0) — [3}((0)2

tenemos que
2 1 1

)= e TR
(b) Sea Y :=eX. Probar que Y tiene densidad dada por :

Var(X

Ay~ Dy >

Solucion

Supongamos t > 1. Se tiene
Fy(t) =P(Y <t) =P(e® <t)=P(X <In(t)) = Fx(In(t))
Ahora, siy >1

i () = Py () = 5 (PxIn0)) = Fx(in(y)5 = Ae™ 0% = 3=
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Siy < 1, se tiene In(y) < 0 y luego P(X < In(y)) =0, pues X ~ Exponencial(\)
Luego
)\yf(k+1) y > 1

rin={ 5 vz



