Universidad de Chile
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

Escuela de Ingenieria
Clase Auxiliar 28 de Abril

MA2601 - Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Profesor: Felipe Alvarez
Auxiliares: Roberto Castillo, Benjamin Palacios

P1.-

Utilizar el teorema de existencia y unicidad para probar que y = C} sen(z)+ C5 cos(z) es la solucién
general de la ecuacién y” + y = 0 en el intervalo (—oo, 00).

Indicacion: Si u(x) es una solucién cualquiera en (—oo, 00), mostrar que pueden escogerse C; y Cy
tales que y(0) = u(0), ¥'(0) = /(0).

Solucién:

Sea u(x) solucién de y” +y = 0 en (—o0, 00) tal que u(0) = a, v/(0) = b, con a,b € R. Considerando
y(0) = Cysen(0) 4+ Cocos(0) = Cy, y'(0) = C cos(0) — Cysen(0) = €. Tomando Cy = a, C; = b se
tiene que y(0) = u(0) = a, ¥'(0) = «/(0) = b.

Sea v(x) = y(z) — u(z) = bsen(x) + acos(x) — u(z), se tiene que v” + v = —bsen(z) — acos(z) —
u’(x) + bsen(x) + acos(z) —u(z) = —(uv”" +u) = 0.

Y como v(0) = y(0) — u(0) = 0, v'(0) = ¢/(0) — «/(0) = 0, por la unicidad de la solucién para el
problema y” +y = 0, y(0) = 0, '(0) = 0, se tiene que v es la funcién nula. Por lo tanto

u(z) = bsen(z) + acos(z)

P2.-

Definicion: Dada una funcion v : I € R — R, derivable en su dominio. Se dice que x( es un cero
simple de u si u(zg) = 0 A u'(zg) # 0.

Probar que toda solucién no trivial u(z) (es decir, la solucién no es la funcién nula) de la ecuacién
as(x)y" + a1 (x)y’ + ag(x)y = 0, con as, ay, ap funciones continuas, tiene sélo ceros simples.

Solucién:
Por el teorema de existencia y unicidad, el problema

az(x)y" + a1 (x)y + ag(x)y =0
(P) S y(xo) =0
Y(xg=a€eR

tiene solucion unica que depende del zy que se escoja como punto de valor inicial y . Luego al
mover xg, se puede obtener cualquier solucion de la ecuacion que tenga algtin cero. Se vera que xg
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es simple, es decir, que necesariamente o # 0.

Sea u(z) solucién no trivial tal que u(zg) = 0y u'(zg) = a. Si a = 0, por existencia y unicidad
u(x) = 0 ya que la funcién nula satisface el problema de condiciones iniciales. Lo que es una
contradiccién (pues se exige que u(x) sea una solucién no trivial).

P3.-
Probar que soluciones distintas de la EDO lineal de segundo orden y” + ay(z)y" + ao(x)y = In(z),
con ai, ag funciones continuas, no tienen ningin punto de tangencia mutua.

Soluciodn:
Sean u(z), v(z) soluciones distintas de la EDO y supongamos que tienen un punto de tangencia
mutuo, es decir que

Jxg € R tal que { Z,((J;)O))::Z(f(c;l)

Definamos h(z) := u(z) — v(z), h(zx) satisface el problema de Cauchy:

Y+ a(x)y + ag(z)y =0
(P)§ y(xo) =0
Y (2o =0
En efecto: b + ay(z)h' + ag(x)h = v — 0" + a1 (z)u' — a1 (x)v" + ap(x)u — ag(x)v = v’ + a1 (z)u’ +
ag(x)u — (V" + a1 (x)v" + ap(z)v) = In(x) — In(z) =0
Ademas:

h(zo) = wu(zg) —v(xg) =0
h'(xg) = u'(xg) — V' (zg) =0

Luego, por el teorema de existencia y unicidad (particularmente la unicidad) aplicado a (P), se tiene
que h = 0, luego se tiene que u = v, lo que es una contradiccién (pues las supusimos soluciones
distintas).

P4.-
Sea a > 0, f € C'(—a,a) una funcién impar con f/(0) =0

(i) Demuestre que W(f(z),|f(x)]) =0 Vx € (—a,a).

(ii) Demuestre que f(x) y |f(x)| son linealmente independientes en (—a, a) a menos que f(z) sea
idénticamente nula.

(iii) Lo anterior le parece una contradiccion? Comente.

Solucion:



(i)

(iii)

Se tiene que si f(z) > 0, |f(z)| = f(z) ysi f(z) <0, |f(z)] = =f(x) = f(—z) (pues f es

impar). Con esto se tiene que si f(z) > 2):
W@ = | 1) 1) =0
vsi f(z) < 0
wirlme = [0 1G]
% — —f(a

)f
% = f=0)f'(z) = f(=2)['(2)
% = 0

lo que prueba que W(f,|f|)(z) =0 Vz € (—a,a)

(1)

Sea f una funcién no idénticamente nula y sean a,b € R tal que af(x) + b|f(x)| = 0 Vz €

(—a,a). Se tiene que:
Si f(z) >0, (a+b)f(z) =0.
Si f(x) <0, (a—10b)f(x) =0.

Como f no es idénticamente nula, existe xo tal que f(xg) # 0 (2o € (—a,a)), sin pérdida de
generalidad supéngase que f(zg) > 0, luego f(—x¢) = —f(xy) < 0, de lo cual se obtiene que

(a+b=0)A(a—0b=0),lo que implica que a = b = 0.

Lo anterior no representa una contradiccion con los resultados vistos pues se sabe que el hecho
de que el Wronskiano sea igual a cero no implica la dependencia lineal, esto es sélo cierto si

las funciones son soluciones de una misma ecuacién diferencial.

Problemas Propuestos

P5.-

(i)

(i)

(iii) Un operador lineal L se dice equidimensional o de Euler si se puede escribir de la forma:

Probar la regla de Leibnitz

n

D(algte)] = Y- () 0" @D )

Demostrar que (z™D™)[z*] = ﬁxk con k€ R, Vm € N.

L= Z apxt D
k=0

con ay, .., G, constantes.



1. Calcular Lz*, k € R, con L operador equidimensional.

2. Probar que (z™D™)(z"D") = (z"D™)(xz™D™) Vm,n € N y deducir que el producto de
operadores equidimensionales es conmutativo.

P6.-

La ecuacién diferencial
az®y" +bxy +cy=0, x>0,

donde a, b y ¢ son constantes reales, es llamada ecuacion de Euler. Tiene al menos una solucion del

tipo y(z) = 2.

(i) Deduzca que A debe de satisfacer la ecuacién
aAXA=1)+bA+c = 0 (2)

Sean A\; y A2 las raices de (1). En cada uno de los casos siguientes encuentre una base del
espacio solucién demostrando expicitamente la independencia lineal.

(ii) A1y A son reales y distintas.

(iii) Ay = a+1iBy Ao = Ay, con 3 # 0.

<1V) )\1 = )\2 = a2_—ab'
P7.-
Consideremos un resorte elastico que cuelga de un extremo fijo y cuyo otro extremo es libre de

oscilar en la direccién vertical. La ecuacion que modela el movimiento de una masa m sujeta al
extremo libre del resorte esta dada por

d?y

donde y(t) es la posicién de la masa en el instante ¢ con respecto a la posicién de equilibrio, & > 0
es la constante del resorte y h(t) es una fuerza externa arbitraria. En lo que sigue, supondremos
que inicialmente el sistema masa-resorte estaba en equilibrio de modo tal que y(0) = 0 e 3/(0) = 0.

(i) Pruebe que y(t) admite la siguiente expresién integral
1 t
t) = — | sen(w(t—&))h(&)dE,
(1) = = [ sentutt = O)h(e)ae

donde w = \/% es la frecuencia natural del sistema masa-resorte.

(ii) Encuentre la solucién explicita cuando



(a) h(t) = ho (constante).
(b) h(t) = Asen(wt). Recuerde que sen(z)sen(y) = 3[cos(z — y) — cos(z + y)].
(iii) Ahora queremos determinar la respuesta del sistema cuando la masa es ” golpeada” sorpresivamente

en un instante t = a > 0 luego de haber permanecido en reposo. Esta situacion puede mode-
larse considerando una fuerza externa de la forma

0 0<t<a
h(t) 2 a<t<a+o
0 a+o<t

donde o > 0 es "pequeno”. Fisicamnete, h(t) representa una fuerza de magnitud 1/o que
actia sobre el sistema durante un tiempo o a partir del instante ¢ = a. Determine la solucién
en este caso.



