Pauta P3

Para f :R — R continua, considere la ecuacion
2 y'+y=f£(@)

(a)(2pt) Encuentre la solucién general de la ecuacién (2) cuando f () = sent
Solucién: Debemos encontrar la solucién homogénea y particular de (2).

Solucién Homogénea: Y,
" _ O
Yot Y =
Polinomio caracteristico: A2+A=0= A =i

Porlo tanto Y, =C, cost+c,sent (0.8 pts)
Solucién Particular: Yy,

12 Forma: Coeficientes Indeterminados

Por el método de coeficientes indeterminados una solucidn tentativa seria
Yy, = Acost + Bsent

Sin embargo la solucién Y, tiene multiplicidad algebraica 1 para la ecuacion (2), por lo que la

solucién particular correcta seria Y, = At cost + Btsent. (0.3 pts)

Luego:
Y, = Acost — Atsent + Bsent + Bt cost

y' = —=2Asent — At cost + 2B cost — Btsent

P
Llevando lo anterior a (2) se tiene:

—2Asent — At cost + 2B cost — Btsent + Acost — Atsent + Bsent + Bt cost = sent

=B=0, A=—1
2

1
Porlotanto y, = —Etcost. (0.6 pts)

. 1
Finalmente y =y, + Y, =C, COst +C,sent _Et cost (0.3 pts)



22 Forma: Variacidon de Parametros

y=u )y, +u,(t)y,

cos(t) sen(t) ,
—sen(t) cos(t)| = Yo ¥e
=) O %”(t):—senZ(t)
sen(t) cos(t)
_ | cos(t) 0 |_
=) sen(p) = SO0

T e

4 4

t

Ci ° . (0.3 pts)
cos(2t 1 cos(2t

J'cos(t)sen(t)dt——J'sen(Zt)dt [ S )} _1_cos(2)

0 4 o 4 4

Por lo tanto, por reducciones e identidades trigonométricas se concluye:

y, :(_E SmA(,Zt)jCOS(t) (1 c05(2t)j sen(t) = - cos(t)+ ;sen(t) (0.6 pts)

Finalmente

y = yh + yp
= ¢, cos(t) +c,sen(t) —%cos(t) + % sen(t)

=, cos(t) +€,sen(t) —lzcos(t) (0.3 pts)

(b)(2pt) Utilizando la formula de variacion de parametros, pruebe que la solucion de (2) con

y(0) = y,, Y (0) =v,esta dada por:

t
y(t) = j sen(t —s) f (s)ds+y, cost + v, sent.

0

Solucién: Segun el método de variacion de pardmetros suponemos que la solucién particular
corresponde a Y, = (1) y; (t) +U,(t) y,(t), donde:

y,(t) =cost, y,(t) = sent conjunto fundamental de (2).

p W p W,
ut)y=—2, u, (t)=—2
 (t) W , (1) W

A su vez:



t t
W = y% y? =| 9% - ot 4sent =1
Y, Y, |—sent cost
0 v 0 sent
= = = —sen(t) f (t)
f(t) vy, |[f(t) cost
0 t 0
= =™ = cos(t) (1)
y, () |-sent f(t)
t W t
u (t) = | —2ds= | —sen(s) f (s)ds
(1) j W j (s)f(s)
t t
u, (t) = j Wit = j cos(s) f (s)ds
OW 0
(0.5 pts)
Por lo tanto:

Y, = costj' —sen(s) f (s)ds+ sentj' cos(s) f (s)ds

= j’(— cos(t)sen(s) + sen(t) cos(s)) f (s)ds

t

= j sen(t - s) f (s)ds

En consecuencia la solucién general de (2) corresponde a:

t
Y=Y, +Y, =ccost+csent+ [sen(t=9)f(s)ds (1.0 pts)
0

Imponemos la condiciones iniciales de (2):
YO) =y, =¢c =Y,

y' =—c sent +c, cost +0 = —y sent +c, cost
Y(0)=v,=¢c, =V,

Finalmente

t
y(t) = j sen(t —s) f (s)ds+y, cost + v,sent. (0.5 pts)
0



(c) (2pt) Demuestre que si existe M >0 tal que | f (t)| < M para todo t, entonces si Y es
y(t)

V1+t?

Solucién: Sea Y(t) sol. de (2) por lo que se tiene que:

es acotadaen R.

cualquier solucién de (2) se tiene que

t
y(t) = J' sen(t —s) f (s)ds+y, cost +v,sent.
0

Suponemos que la solucién tiene condiciones iniciales dadas por y(0) = y,, Y'(0) =V,.

Acotando lo anterior se concluye que:

ly()|=

t
J' sen(t —s) f (s)ds+ y, cost + v,sent
0

<

t
j sen(t-s) f (s)ds{ +|y, cost| +|v,sent|
0
t
sﬂsen(t—s)f(s)|ds+|yo|+|vo|
0
t
< [[sen(t = 9)[| f ()| ds+|yo| +|v|
0

t
< I Mds+|y|+|v,|
0

=tM +[yo|+ || (%)
Hasta aqui (1.0 pts)
y(t)

V1+t?

De aqui en adelante encontrar una cota en R para puede seguir muchos caminos:

12 Forma

Continuando con (*) se tiene:

()] <k(@+1) con k =max{M,|y,| +[v,[}
= kyJ(1+1)°
Notar que (t —1)2 >0=>1+t°22t = (t +1)2 < 2(1+t2), por lo tanto:

ly@®)|<k 2(1+t2) :% < k/2 (1.0 pts)

1+t

Nota: Pueden existir otros caminos para obtener una cota en R, por lo que para efectos de
evaluacion se considera (1.0 pts) por acotar en funcién de t, y (1.0 pts) por encontrar una cota

en R.
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