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Pregunta 1

Considere el sistema:

T =y
1
{y (@) W
donde f € C! (R;R). Se define F (s) = 2/S f(r)dr.
0

1. Demuestre que para toda solucion (z (t),y (t)) de (1), existe C € R tal
que:
z()’ +y(t) =C+F(z(t) VE>0 (2)

En lo que sigue, supondremos que f (0) =0y que Ip > 0 tal que:
IF(s) < 4s? Vs € [—p,p) (3)

2. Verifique que (0,0) es punto critico y concluya respecto de su estabilidad.
Para esto ultimo, considere € tal que 0 < /e < p, (x (t),y (t)) solucion
de (1) tal que = (O)2 +y (0)2 < § y siga los siguientes pasos:

(a) Demuestre que la constante C' en (2) satisface que: C' < 2.
(b) Demuestre que  (t)*> +y (t)* < &, V¢ > 0. Proceda por contradiccion.
3. Pruebe que ninguna solucion (z (t),y (t)) de (1) (excepto (z (t),y(t)) =
(0,0)) satisface que (z(t),y (t)) — (0,0) cuando ¢ — oo. Notar que,
en particular, esto dice que (0,0) no es asintéticamente estable. Hint:

primero demuestre que necesariamente se tiene en (2) que C =0, y llegue
a una contradiccion utilizando (3).

4. Considere la ecuacién de segundo orden:

I+x—2"=0



con n > 1. Muestre que no existen soluciones z (¢) no nulas que tiendan a
0 cuando t — oo.

5. (Qué se podria decir de la funcion V (z,y) = 22 +y? — F (2)?

Pregunta 2

Considere un péndulo invertido (varilla rigida de largo L > 0) donde compiten
en la dinamica del desplazamiento angular 6, por un lado, la fuerza de restitucion
de un resorte de rigidez k£ > 0, y por otro, su peso mg. Un modelo propuesto
es:

mb = —kLO + mg (6 — 6°)

1. Escriba la EDO como un sistema de ecuaciones de primer orden.

2. En lo que sigue, supondremos a = fn—L < 1. Demuestre que el sistema

g
tiene tres puntos criticos: (0,0), (\/1 — q, 0) , (f\/l - q, 0).

3. Verifique que los puntos criticos son aislados y clasifiquelos segiun tipo y
estabilidad. Si son espirales o centros, indique la direccién de giro. Si son
nodos o puntos silla, indique las direcciones propias. Elabore un diagrama
de fases.



