PAUTA CONTROL II MA 2A1, 2008/1

(1) (a) (3pt) Considere la funcién
fz,y) =323 +y* — 9z — 6y + 1.

Encuentre sus puntos criticos y clasifiquelos. Determine si esta funcién
posee un minimo global.

Solucién. Calculamos
folz,y) = 92" =9, fy(z,y) =2y —6
lo que nos da los puntos criticos (1,3) y (—1, 3). Por otra parte
fmc(xay) = 18z, fyy(xay) =2, fzy(xvy):()
De modo que

18 0 -8 0

ras=[5 5] res=| L

Como los valores propios de f”(1,3) son positivos, (1,3) es un minimo local.
Del mismo modo, (—1,3) es un punto silla. Finalmente observemos que la
funcién no es acotada inferiormente, pues

f(=n,0) = =3n> +9n — —co sin — +oo.

Por lo tanto, f no posee un punto de minimo global.
(b) (3pt) Lo mismo que en la parte (a) para la funcién

flz,y) = (® +y* —1)°

Solucion.

fo(z,y) =4(2* +y* — Dz,  fy(z,y) = 4(2® +y* — 1)y,

por lo que (z,y) es un punto critico de f si y solo si es un punto del circulo
22 +y? =10 (x,9) = (0,0). Notemos que

1 _ 1222 + 4y — 4 Syx
f (Ivy) - |: 8y.'17 12y2 +4.T2 — 4>

y entonces
-4 0
" o
f (070)_|:0 _4:|7
que es definida negativa, por lo tanto este punto es un maximo local. Fi-
nalmente, notemos que todo punto (Z,%) con 72 + % = 1 satisface

flz,y) > 0=f(z,5) V(z,y) € R?

por ende estos puntos son minimos globales.
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(2) (a) (3pt) Sea f(z,y) = zye® T2 Encuentre (explicitamente) un polinomio
en dos variables, T'(x,y), con la propiedad que

f(x,y) — T(l‘,y)

=0
@y)—00  zt+y
Solucién. Notemos que si ¢(t) = e’ entonces, por el teorema de Taylor en

una variable
2

¢ = 0(0) + (0)t +0"(©) 5, € €0,
Reemplazando t = 22 + 32, usando que ¢(0) = ¢’(0) = 1 obtenemos
U 1 a2 4 2% + %eg(x2 +2y%)?  €€]0,2% + 247
Por lo tanto,

1
xy612+2y2 —ay(1+ 22+ 2y2) _ 5xyeﬁ(x2 + 2y2)2

y entonces, como £ — 0, cuando (z,y) — (0,0) encontramos que

f(m,y) — T(Z,y)

=0
@y)—00)  zt+yt
si tomamos T'(z,y) = zy(1 + 22 + 2?).

Nota: Se obtiene el mismo resultado, aunque con mds cdlculos si se hace
un desarrollo de Taylor de orden 4 de la funcidn f(x,y) en torno a (0,0).

(b) (3pt) Sean f: RY — Ry g:RY — R dos funciones de clase C?. Sea
2o € RY un punto tal que Vf(xg) = 0y f”(xo) es invertible. Demuestre
que para todo a € R suficientemente pequeno, la funcién

[ (@) = f(z) + ag(x)
posee al menos un punto critico.

Solucién. Como se sugiere en la indicacién, consideramos la funcién F' :
R x RY — R¥ definida por

F(a,z) :=Vf(x)+aVyg(x).

Como f y g son de clase C?, la funcién F resulta ser de clase C'. Por
hipétesis F(0,z9) = 0. Ademds

o (a,2) = £(2) + ag"(2),

por lo que

OF

—(0,20) = f"(x0),

ox ( O) f ( O)
y esta matriz es invertible, por hipétesis. El teorema de la funcién implicita
nos dice entonces que existe § > 0 y una funcén z :] — 4, 6[— RY, a — x(a),

de clase C1, con z(0) = z¢ y tal que
Fla,a(a)) = 0= Vf*(a(a)) Vae]—5,0]

esto es, z(a) € RN es punto critico de f2.
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(3) La ecuacidn de ondas en la recta es la ecuacién en derivadas parciales

2 f 92 f
22 @0~ g3

cuya incégnita es una funcién f : R? — R.

(z,t) =0 Y (x,t) € R?

(a) (3pt) Sea f(z,t) una solucién de esta ecuacién de clase C?. Demuestre
que existen dos funciones p: R — Ry ¢: R — R de clase C? tales que

flx,t)=plx+t)+qx—t)  V(x,t) € R

Solucién. Como se sugiere en la indicacion, consideramos la funcion

o) ::f(u;v7 u2v>.

Usando la regla de la cadena, obtenemos que

u+v u—wv)\1 u+v u—wv)\1
gu(“v”)fm( 9 9 9 >2+ft( 9 ) 9 )2

y derivando una vez maés,

gvu(U,U) = (f;vz - fwt)i + (ftz - ftt)i

por lo tanto,

gvu(U;U) = i(fxx _ftt) (ugv y U2U> =0.

Entonces 9
%gu (u,v) =0

implica que para cada u la funcién g, (u,v) es constante en v, entonces es
solo una funcién de u, digamos

gu(u,v) = a(u)

Para cada v fijo, esta relaciéon nos dice entonces que
glu0) = [ alw)du+ o) = plu) + )
donde el simbolo f denota primitiva. Sustituyendo u =x + ¢, v =2 —t se

sigue el resultado.

(b) (3pt) Utilice la parte (a) para encontrar una solucién f(x,t) de la
ecuacion de ondas que satisfaga las condiciones iniciales

f(ac,O):e_’”z7 %(w,O)zO VzeR.

Solucién. Busquemos una solucién de la forma

fla,t) = plz +1) + q(x — 1),
Cabe hacer notar que cualquier funcén de esta forma es automaticamente
solucién de la ecuacion de ondas. Entonces requerimos simplemente que

f(z,0) =p(x) + q(z) = o

fi(z,0)=p' () — ¢ () =0
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La segunda relacién se satisface si imponemos p(z) = ¢(z), de modo que

p(z) = %e‘”’z y el resultado es finalmente

1 2 1 2
- - —(z+t) - —(z—t)
flz,t) 5¢ + %€ .



