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1. Sean f:R? - Ry g:R? — R dos funciones diferenciables.
Se define z(u,v) = e9(w0)f*(w),

)
b)

Determine las derivadas parciales de z. Es z diferenciable?.

Si f(u,v) = y/uv y g(u,v) = L. Compruebe la férmula obtenida en la parte anterior.

Solucién

)

0x() _ o) 2000) (2080 120, ) 4 9g(u, ) f (1, ) 24500
0x() o) 200) (2080 120, ) 4 9g(u, ) f (1, ) 24000 )

Notemos que z(u,v) es composicién de funciones diferenciables, y por lo tanto sera difer-
enciable.

Notemos que f2(u,v) = uv y g(u,v) = % Por lo tanto:

8f(uvv) — u 8f(u,v) — v
ov 2 Y Ou T 2y/uw
do(ur) _ " Bau) _ _ 1
ou v v2
Con esto z(u,v) = e, con W =e'y W = 0. (esto sin utlizar la férmula)

Con la férmula:
P20t — v (00w + 2L w0 ) = e
W:e“(—%-uv”%'\/ﬁaﬁm) =0

Con esto comprobamos la férmula. [J

2. Sean f y g dos funciones reales de variable real, derivables en R. Se define la funcién:

oy) =yl () + ao(})

Encuentre el valor de £ dado por la siguiente ecuacion:

Solucion

P200) = 2y f(2) + 22y f'(2)1 + yPg(Y) + ayg (DT
83(1’7?; — f( ) +x yf’( )—Qx +2zyg(%) + xy%q'(%)%



Por lo tanto,
E=zx- (2xyf(§) +2?yf(9), +vP(d) +ayPg (D)) +y- (P F(5) + 2Py f(5) 55 +2zyg(2) +
xy 9% ) )
=2z yf(%) +a’ (2
= 32%yf(5) + 3yl
E = 3z(z, )

) +ay’g(4) —y°g (L) + 2Py f(§) — 22 f(5) + 22y°g(%) + 479 (%)
Yy
2)

Por lo tanto, F = x% + yg—; = 3z(z,y) . O

Sean g : R — R y h : R? — R funciones diferenciables. Se define la funcién:

2
fz,y) = 2%9(5) + 2yh(3%, ).
Demuestre que:

Solucién

of _ 2 dh
55 = 209(5) + 59/ () + yh( 30) + Gl i ) + 258
2 3 2

0 —a3 oh Oh
5 = 9§+ B - ehap e Gh ) - 25 GEE )

Evaluando la expresion, se obtiene el resultado pedido. [

Sea f(p,0) una funcién de R? en R diferenciable. Se define F : R? — R de la siguiente manera:

Fla.y) = f(p.0) = f(\/a? + 2, arctan (£))
con x # 0.

a) Demuestre que se cumple

(5) +(5) - (5) (%)

Indique donde estan evaluadas las derivadas parciales.

b) Compruebe la férmula anterior para f(p,6) = pf

Solucién

a) OF 8f8p+8f80 OF _ 0f 9p | 0f 00

Oz Op Ox 00 0z * Oy p Oy ' 06 Oy
Op __ 2z — x Op _ 2y — Y
oxr — 2\/x2+y2 \/12+y2 ’ Oy 24/x2 2 \/:r:2+y2
9 . 1 .y -y 90 _ 1 1

= 2 3 = 72342 = 2 2142
Ox 1+(%) x ity Jy 1+(%) x x2+y

Luego,

2
@2 = (o, = qor. —u V() e (0wt p0i0p
oxr) — \ Op /2242 00 = x24y2 — \9p x24y2 09 (z2+y?)? 9p 90 /2y 2w2+y



2
oF\" _ (of .y L Of = _ (of 2 4 f 2 +28f af
Oy op /12 y2 30 " 2442 op 12+y2 (x2+y Op 90 /212 m2+y

Sumando ambgs térmings: )
(22)% 4 (88)" = (9L .zt (01" it
Ox Oy — \0op 2442 00 (z2+4y2)?2

ar\2 |, (ar\2 _ (af\% | (af\> 1
G+ (3) = (&) + (3) =t

Pero, notemos que p? = 22 + 32, por lo tanto obtenemos:

OF\®  (OF\* [(9f\* 1 (9f\

- + [ — — =L + — [ =

Ox oy dp p? \ 00
Las derivadas parciales estan evaluadas como sigue:

% ¥ 3y en (z,y).

gﬁ y 8]; en (\/W, arctan (%))

b) Propuesto

Sean f:R? — Ry h:R? — R diferenciables. Se define la funcién g : R — R por:

g(x) = f(z, h(z, z))

a) Encuentre ¢'(z)
b) Compruebe la férmula anterior para f(z,y) =z + 2y y h(x,y) = 2zy

Solucién

a) ¢'(z) = gz, h(z,2)) + g (2 bz, 2)) (G (w,2) + Ge(,2))

b) g(x) =2+ 422 = ¢'(z) = 1 + 8.
Evaluando la férmula se tiene ¢'(z) = 1+ 2(2z 4+ 22) = 1+ 8z

Sean f:R3 - Ry h:R? — R dos funciones diferenciables.
Si h(x,y) = f(x,y,h(x,y)) , encuentre am y 8y

Solucion

ax = ai(fﬁ y}h( y)) + a£($ yvh(‘rvy))%
oh > (@,y,h(z,y))

= % = B ropie)

8y 25@ y,h(:z:,y))%—%(%y,h(x,y))%
of
oh _ oy @yh(@y))

_ Yy



Sean f:R — Ry h:R? — R dos funciones diferenciables tales que g(z,y) = a:yf(%’f’)
Demuestre que

g g
274 279

Encuentre explicitamente a G(x,y).
Solucién

) = yf () () - AR = o (55 - (5.
el = of(252) + oy (52) - 2glt oy (220 - (e,

ey 8

Luego,
2298 — 2% = g2y f(TEL) — gy f1(ZEL) — oy f(ZEL) 4y f1 (L
2?3 — PG = Py f(EE) — ay? f(HEY) = (2 — )fcyf(“y) Gz, y)g(z,y)

De donde podemos identificar G(z,y) = = — y.
Sea h : D ¢ R? — R una funcién definida por:

z(z,y) = zytan (%)

Determine, para (x,y) # (0,0) (en términos de z) el valor de la siguiente expresién:

Explique, ademads, que sucede en (0,0).

Solucion
g—; =ytan (¥) — ﬁsecz(ﬂ)
0z

5 = ztan (£) + ysec®(¥)
Evaluando la expresion se tiene:
:Ug—; + yg—; = 2rytan (%) = 2z(x,y)

En el origen, la funcién z(z,y) no estd definida, por lo tanto no tiene derivadas parciales.

Se define la funcién f(x,y,z) = (%)n

of _ of of

Determine el valor de

st (2,y,2) # (0,0,0)

Solucién

Of(z,y,2) O e T n—l Caty—z—(z—y+2) _ n (z=ytz n—l L 2y—2z
Ox z+y—=z (z+y—=2)2 - x+y—z (z+y—=2)2



10.

11.

R T

oy z+y—=z (z+y—=2)2 z+y—=z (z+y—=2)2
s _ ) (2=ytz\"" aty—stGoyta) _ o (eout\ T
0z - z+y—z (z+y—=2)2 - Tt+y—z (z4y—=2)2

Luego, obtenemos:

-1 n—1 n—1
of af of _ a—y+z\" | 2xy—2x2 T—y+z . —2xy z—y+z L 2x2
Loz +y6y +z 9z — 1 z+y—z (z+y—=2)2 n z+y—z —rtn

Por lo tanto,

of of of

]

Se define la funcién G : R®* — R por G(z,y,z) = zsin (£). Si hacemos el cambio de variable
r = 3r2 4+ 25,y = 4r — 283 y z = 2r2 — 352, entonces G se transforma en una funcién
G:R?2 >R

Encuentre % y % evaluadas en r y s, pero en funcién de z, v, z.

Solucion
Lo que se indica en el enunciado, es que mediante el cambio de variable se forma una funcién
G(r,s) = G(3r% + 2s,4r — 253, 2r? — 3s%).

Luego,
96 _ 0G 9z | 9GOy 4 0G 9z
or — Oz Or Oy Or 0z Or
96 _ 9G9x 4 9GOy , 9G 92
ds 8x83+ 6y85+

Recordemos que las derivadas parciales estan evaluadas de la siguiente forma:
%—f,%—g y %—f en (312 4 2s,4r — 253, 2r2 — 35?).

Oox Oy oz
Srae Y 5o en (r,s).

Calculemos las derivadas parciales que necesitamos:
G _ ¥).zy 9G _ ¥)y.1 9G _ oin (¥
oz — ~CO8 (x) 2 7 Oy = zCos (x) x ) 0z _Sln(x)
Oo —6r, W =462 =4

37 ’887" ’Ea
Jx __ Yy _ _pe2 0z _
88_2’85_ 65’63_ 6s

Con lo recién calculado, estamos listos con el problema. Ahora simplemente debemos reem-
plazar. La continuacién queda propuesta.

O

Pruebe que la funcién F : R? — R definida por F(u,v) = f(uwv, #) donde f:R? — R es
una funcién diferenciable, verifica la siguiente igualdad:

OF\? [(0F\®> o o ((0f\* [OF\?
(5) (&)~ ((G) + (50)
Indique donde estan evaluadas las derivadas parciales.

Solucién



12.

OF __ Of oz + of oy OF __ Of oz + of 0y
Ou — Ox Ou OyOu * Ov ~ Ox Ov Oy v

Notemos, ademas que:
ox __ 896

?—u,%a—v
oy _ _ y
v = Vs By u
Luego,

OF\2 _ 2 (8f af of of
(%) _( f+u f) =v (%) +u? (y) +2uv6w3y

oF of of of of of of
(&) = (“ax ”ay> =u <8z> +v? (y) — 2w 5y

Finalmente, sumando ambos términos obtenemos que:
OFN\? (0F\%* o [ [(0f\* [Of\?
(5e) (&)~ ((5) + (50)

Sea F : R3 — R3 definida por:

fi(u,v,w)
F(u,v,w) = | fo(u,v,w)
fa(u,v,w)
donde f; : R? =R i=1,2,3.
Se define la divergencia de F' como:
. ofi  Of2  Ofs
divF = — 4+ — 4+ —=
v Oz + oy + 0z
Por otro lado, sea G : R? — R3 definida por:
rcosf
G(r,0,z) = | rsinf
z

Se definen ademés los vectores unitarios 7,  y Z como sigue:

@ oG 9G

é\ W /Z\ 87;

son vectores que se obtienen derivando parcialmente a G componente a

,,’:

oG  0G oG
donde 3%, 55 v 52
componente.

Considere, por dltimo, H : R? — R? definida como:

H(r,0,2) = hy(r,0,2)7 + ha(r, 0, 2)0 + hs(r,0,2)z

a) Encuentre los vectores unitarios 7, 6 y Z.



b) Deduzca que H se puede escribir como:
H(r,0,2) = Ay(r,0,2)i + Ax(r,0,2)] + A3(r, 6, 2)Z

donde 7 , j y Z representan los vectores unitarios candnicos.
Encuentre explicitamente A1, As y As.

¢) Demuestre que

. 1 8(rh1) 8h2 8h3
divH = - — —-—
w 7‘( or +89 +8z
Solucién
cos 6 cos
a) %: sinf | y||55||=1=7=| sind
0 0
—rsind ~ —sinf
%: rcos 6 y||%§||—r:0: cos 0
0 0
0 0
6oy =1=2=0
1 1

b) Utilizando la parte anterior, tenemos que H se puede escribir como:
H(r,0,z) = (hycosf — hysinf)i+ (hysin€ + hycos8)j + h3z

De donde,

A; = hycos — hysinf
Ao = hysinf + hycosf
Az = hs

¢) Notemos que de la definicién de ”divergencia”tenemos que:
divH = %4 1 8A2 + 9a

Notemos ademés que r = /22 + 32 y que f = arctan ( ) entonces:
ar _ T __ rcosf or __ _ rsind

05T e o = cosf , 5y = 2+y o =sind

90 _ -y __ —rsinf _ —sinf 90 _ =z _ rcosf __ cosf

Oz — 2?+y2 T 2 T T r 089y T 2%+y? T rZ r

Calculemos las derivadas:

0A Oh1 O Oh1 00 : 00 Oha O Oha 06 : 00
G = (87} a;—i— S ax> cos@—hlslnea < G gr 4 ch )smﬁ—hgcosﬂ%

or Oz 00 Ox

8Ay _ (0hy dr | 8hy 80 99 | (0hg dr | Ohy 08 p im0
oy — (3,, oy T o0 ay> sinf + hy cos 05 +<ar oy T 6 8y) cos — hysin 057

0As __ Ohg
0z ~— 0z



13.

14.

Reemplacemos ahora, las derivadas parciales:

La“;l - (8]“ cost + & 8h1 s;n@) cos 0—hq sin f =02 Sme (‘%2 cos + S th S;na) sin §—hg cos =208 Sm@

735;2 — (8]“ sinf + 5 ahl 00:9) sin @+ hq cos G—Cofeqt (‘%2 sinf + 5 Ohy '307?9> cos @ — hy sin 9—'307?9

0A3 __ Ohg
0z — 0z

Finalmente sumando las 3 ecuaciones anteriores se obtiene:

. Oh1 h1 1 0hso 8h3
divH = or + r +r80 +

Lo cual nos conduce a:

divH =

1 (8(7”h1) + 8h2> 8h3
r

or a0 0z

O

Sean f,g: R — R tales que f” y ¢” existen. Sea F(x,y) = f(z + g(y)) Calcular gjé; y 3275
., Dénde estan evaluadas?.
Solucién

= f(z+9)d (y)
OL = "(a+ 9wl )2 + £z + 9(v))g" (v)
gjai, = f"(z+g()d'(y) O

Sea u : R? — R de clase C?(R?). Demuestre que la ecuaciéon

toma la forma

0%u  0%u 0
or?2  0s?

bajo el cambio de variables x = e" y = €*

Solucién

Ou _ Ouldz

or — Oz Or

Q(@)_@_g(@)ax+6u52

or 87"2 - 8r22 — Or \ozx 8r2 ox 8r2

0“u __ 0%u (Ox ou 0°x 2
— W‘aﬂa) +(9a:87'2_8x2x + L

Por sunetrla se tlene que:
0%u 2
952 — 3y2 7Y + y

Sumando ambas expresiones se obtiene el resultado pedido.



15.

Sea z : R? — R de clase C?(R?). Demuestre que la ecuacién

0%z 0%z 9%z 9z 0z

se transforma en

0%z n Oz
oudv ~ Oou
bajo el cambio de variablesu =2 +2y+2 v=x—y—1

0

Solucién

T

0z _ 328“4_@@_2@_@

dy ~ Oudy oy oy ov

9%z o) _ (932 92z

922 — Oz (7) + oz (av) - (8u2 + 61}8u) + (6u6v + 81}2)
Z —

— S5 =S5 +2Ls + 55

%z _ 90 (0 0 (0z) _
815;/ - 2% (ﬁ) 81 (812;) 2 <8u2 + 8v8u> (auav + )

— — 90% 22z
Bmay 2502 T 8u<% ~ o2
8%z _ o0 (0z) _ O 9%z 0%z 9%z
Oy? 2 (8u) Oy (av) =2 (2 8u2 8v8u) (2 Oudv 81}2>
— — 9%z

8y2 - 4 48u8v o?

Reemplazando en la expresién se obtiene el resultado pedido.



