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Sean f y g dos funciones de variable real, derivables en R. Se define la funcién:
2(z,y) = 2%y f (u) + zy*g(v)
conu=7yyuv= 4, Calcule:
0z 0z
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Solucién:
Calculamos las derivadas parciales:
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=32%y f(u) + 3xy°g(v) = 32(z,y).

Sea f(u,v) una funcién de clase C? dada y sea g(z,y) una funcién definida por g(x,y) = f(ax +

by, cx + dy) donde a, b, ¢, d son constantes.
a) Encuentre las derivadas parciales 8—5 giyg.

b) Supongamos que f satisface
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Encuentre a, b, ¢, d tales que
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(Las constantes a, b, ¢, d no son necesariamente tinicas).

Solucion:



a) Sean u = ax + by, v = cx + dy, luego g(z,y) = f(u,v).
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b) De la parte anterior
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Como f(u,v) es de clase C?, se tiene que 8‘16{; = daudfv’ y para que d—g + 273 = 1, basta escoger

a, b, c,d tales que
(a* +bc) =(bc + d?*) =1
(ac+ cd) = — (ba + db)

P3. Encuentre la expansién de Taylor de orden 2 para f(x,y) = 1+ xsiny en torno a (z,y) = (0,0).

P4.

Solucion:
Sea h = (h1, h2)t € R?, entonces
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calculando los términos
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evaluando en (z,y) = (0,0)
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por lo tanto .
T5(h) =14 hihs.

a) Sea f: RNV — R una funcién de clase C? tal que la matriz f”(x) es semidefinida positiva para
todo € RY. Demuestre que si 2y es un punto critico de f entonces x( es un punto de minimo
global de f.

b) Use la parte (a) para mostrar que para todo par de niimeros z, y, vale la desigualdad z* +3* +
2 + y? + 22%y? 72xyf:cfy+ >0

Solucion:



a) Sea d € RY y consideremos la funcién g(t) = f(xg + td), la cual es de clase C?, pues f es de
clase C? y ademas
§(t) = ['wo+td)d g"(t) = d' " (wo + td)d

Usando Taylor de orden 2, en torno a tg = 0, se obtiene

9(t) = 9(0) + ¢ ()t + 3¢"(OF €€ (0,1)

pero g(0) = f(xzg), ¢'(0) = f'(z¢)d = 0 (z¢ es punto critico) y como f”(x) es semidefinida
positiva para todo z, se tiene que
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por lo tanto g(t) > ¢(0) y evaluando en t =1
f(xo+d) > f(xo) VdeRYN
tomando d = y — xzy se obtiene
fy) > flxo) VyeRY

es decir z¢ es un minimo global de f.

b) Consideremos la funcién f(z,y) = z* + y* + 2 + y* + 22%y> — 20y —z — y + 3, la cual es de
clase C?. Ademas
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Por lo tanto, para (hy, he)® € R? se tiene
(h1,h2)' f"(z,y) (h1, he) = (122° + 2 + 4y?)hT + (12y° + 2+ 42°)°h3 > 0

es decir, f”(x) es semidefinida positiva para todo (z,y) € R?, asf que para usar la parte (a),
basta con encontrar un punto critico (zg,yo) de f y verificar que f(zo,yo) > 0. Debido a la
simetria de las derivadas parciales, podemos buscar un punto critico tal que xg = yo, lo que
se traduce en que 4af + 2z + 4z§ — 229 — 1 = 0, esto es xg = 1 y ademds f(3,1) =0, por lo
tanto

3
x4+y4+x2+y2+2x2y2—2xy—x—y+§20

P5. Pruebe que la funcién f(z,y) = (= + %y — %y3,y — %yz —x+ éx?’) admite una inversa local de
clase C! en torno a (0,0). Demuestre que en torno al punto (g, Yo, uo, vo) = (0,0,0,0),las variables
(u,v) pueden ser despejadas en funcién de (z,y).

Solucion
Calculamos el f/(z,y):

) — L
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luego

roo=( 4

y det f7(0,0) # 0 y asi f/(0,0) es invertible y utilizando el teorema de la funcién inversa se tiene
que f admite una inversa local de clase C! en torno a (0,0).
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