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Pregunta 1

1. Sean M un subespacio vectorial de
(
Rd, || · ||

)
y x0 ∈ Rd. Probar que

existe m0 ∈M que materializa la distancia de x0 a M , es decir

||x0 −m0|| = dist (x0, M) := inf {||x0 −m||m ∈M}

Para esto demuestre que todo subespacio vectorial M de Rd es cerrado y
que existe una sucesión acotada {mn}n∈N tal que ||x0−mn|| −→ dist (x0,M)
cuando n −→∞.

2. Sea M un subespacio propio de Rd. Probar que existe un vector x de la
esfera unitaria, tal que d(x, M) = 1

Pregunta 2

Sea C ⊆ Rn un conjunto cerrado y g : C → Rm de�nida por g(x) = f(x) + x
donde f : C → Rm es Lipschitz de constante K < 1, es decir:

||f(x)− f(y)|| ≤ K||x− y|| ∀x, y ∈ C

1. Muestre, usando la desigualdad triangular, que si {xn}n∈N es una sucesión
de puntos de C, entonces se tiene

||xp − xq|| ≤
1

1−K
||g (xp)− g (xq) || ∀p, q ∈ N

2. Suponiendo que {g (xn)}n∈N converge, pruebe que {xn}n∈N converge a un
punto x ∈ C

3. Suponiendo que f es continua muestre que la imagen de g es cerrada
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Pregunta 3

ConsidereD1 =
{
(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 ≤ 4

}
,D2 =

{
(x, y) ∈ R2 | 4 < x2 + y2 ≤ 9

}
.

Para λ ∈ R se de�ne:

f (x, y) =

{
x2 + y2 − λ si (x, y) ∈ D1

0 si (x, y) ∈ D2

1. Encuentre λ tal que f sea continua en D1 ∪D2

2. Pruebe que Gr (f) := {(x, y, f(x, y)) | (x, y) ∈ D1 ∪D2} es compacto (el
conjunto recién de�nido se conoce como grafo de f)

3. Pruebe que dado cualquier (x0, y0, z0)∈ R3 existe un punto en el grafo de
f que minimiza la distancia a (x0, y0, z0)

Pregunta 4

Para a ∈ R se de�ne fa(x) := (x2 − 1)2 + ax

1. Veri�que que lim
||x||−→∞

f(x) = +∞

2. Muestre que para cada a ∈ R, fa alcanza su mínimo

3. De�namos g(a) :=min fa
x∈R

(x). Pruebe que g es continua
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