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Considere las bolas By = B(z1,71) y Bs = B(x2,72), con x9 € Bs.
Pruebe que By C B(z1,71 + r2)

1) Dada una norma ||-|| en R"™ y una matriz no singular P (invertible) de n x n; demuestre que la
funcioén ||z|| p = ||Pz|| es una norma.

D=

2
2) Demuestre que en R?, la funcion ||z||, = (%1 + 493%) es una norma.

Solucién:
Recordemos la definicién de bola:
B(zo,r) = {z € R"/ ||lx — x¢|| < r}. Luego, © € By = ||z — z2|| < r2

Pero ||z — x| = ||z — x2 + 21 — 21| = (& — 21) = (w2 — 21)[| = [[# — 21| — [[w2 — 21|
= |z — x| = [[z2 — 21| <72 = |l — 21| < [lw2 — 21| + 72

Ademas, xo € By = ||lx2 — 21| < 71

= lz =z <||lxe —zi|| + 12 <141 = ||z — 21| <1+

= x € B(x1,m1 + 1r2)

Recordemos que una funcién de R™ en R se dird norma si:

(@) flz][ =0y |zl =0 2=0
(b) flaz|| = laf ||z
(©) llz+yll < ll=ll + llyll

1) Debemos demostrar que ||-||» satisface (a),(b) y (c):

(a) [|z||p = ||Pz|| > 0, ya que ||| al ser norma, cumple (a).
Més atn, si ||z|| p = || Pz| = 0 usando que ||-|| es norma, se tiene que ||Pz|| = 0 < Pz = 0.
Pero P es no singular (invertible); entonces, Px = 0 < = = 0, luego ||-|| p cumple (a)

(b) Sea a € R: |laz|p = |[Plaz)|| = |[aPz| = |o| [|Pz]| = |af ||z] p
(Aqui usamos que ||| es norma = cumple (b))

(c) Sean z,y € R"
[z +yllp = [1P(x+y)|l = [Pz + Pyl < [[Pz]| + [Pyl < [lz]p + llyllp
(Aqui usamos que ||| es norma = cumple (c))

Con esto, queda demostrado que ||-|| es norma.
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2) Notar que esta seccion es un caso particular de la parte 1), cuando:

10

En efecto,

1 1 1 1
_ (=1 2\2 _ ((z1)2 2z _ || 371 ||| _ || 3 _
Izl = (5 +423)° = ()% + (222)?)* = (2@ 3 0 = ||Px||
Si no notaron lo anterior, seguramente trataron de demostrar que ||-||, cumpl a)
pero probar la desigualdad triangular (c¢) puede ser complicado.
1
Intentemos primero demostrarla para ||z|| = (23 + 23)2 (norma usual)
[z +
_ 1+ Y1
T2+ Y2
( z1+ 1) + (22 + y2)2> :
1
= (21 + 20191 + yi + a3 + 22202 + 13) 2
1
= (2] + a3 + 2(z1y1 + 3323/2) + Ui +43)>
=@zt yty -y
Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz (z -y < ||z|| ||ly||) nos queda:
1
i 2 2\ 2
le+yll =@ z+z-y+y-9)2 < ()’ +2)2) lyl + y1*)* = ll=ll + ]
(Ejercicio: hacer esta demostracion para x € R™)
La desigualdad triangular de |||, se concluye de observar que:
1
21\ 2 2\2 _
Luego,
1z + yllo
_ 1+ Y1
T2 + Y2
1
5\ 2
= ((252)" + Cloa - 2)?)
(g
+
1 y1
— 3
< —
<\ 2, %0 1zllo + llyllo
Con esto y demostrando que ||-|| cumple (a) y (b) (propuesto) se concluye que ||-|| es norma



