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P3. a) Dado un conjunto simétrico A ⊆ R3( es decir, ~x ∈ A ⇔ −~x ∈ A ) y una función
f : R3 → R integrable, que verifica

f(−~x) = −f(~x) ∀~x ∈ R3 (1)

Demuestre que ∫∫∫
A

f = 0

Indicación: Para esto considere la transformación T : R3 → R3 dado por T (~u) = −~u
y haga el cambio de variables ~x = T (~u).

b) Calcular el área de la parte de la esfera de radio a con centro en el origen, que queda
al interior del cilindro de ecuación x2 − ax+ y2 = 0.

Solución:

a) Usando el cambio de variables T (~u) = −~u,el cual es claramente inyectivo y de clase
C1 [0.5 puntos]. se tiene que det JT (~u) = (−1)3, luego | det JT (~u)| = 1 [1 punto].
Por lo tanto ∫∫∫

A

f(~x)dxdydz =
∫∫∫
−A

f(−~u)|det JT (~u)|dudvdw

=
∫∫∫
A

−f(~u)dudvdw

= −
∫∫∫
A

f(~x)dxdydz

Donde −A = {−~x : ~x ∈ A} y la penúltima igualdad se tiene pues A es simétrico y
por (1)[1 punto].
de donde ∫∫∫

A

f(~x)dxdydz = 0

[0.5 puntos].

b) Debemos calcular
A = A+ +A−

donde

A± =
∫∫
R

√
1 +

(
∂z±
∂x

)2

+
(
∂z±
∂x

)2

dxdy

para z± = ±
√
a2 − x2 − y2

1



donde R = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + y2 ≤ 1} [0.5 puntos].
Por simetŕıa A = 2A+.

∂z

∂x
=

−x√
a2 − x2 − y2

∂z

∂x
=

−y√
a2 − x2 − y2

Aśı

A+ =
∫∫
R

√
1 +

x2 + y2

a2 − x2 − y2
dxdy =

∫∫
R

a√
a2 − x2 − y2

dxdy

[1.0 punto]
Parametrizamos R en coordenadas polares

x = r cos θ
y = r sin θ

por lo tanto
R = {(r cos θ, r sin θ) : θ ∈ [0, 2π], 0 ≤ r ≤ a cos θ}

[1.0 punto]
y finalmente

A+ =

2π∫
0

a cos θ∫
0

a√
a2 − r2

rdrdθ

= a

2π∫
0

a cos θ∫
0

d

dr

(
−
√
a2 − r2

)
drdθ

= a2(2π − 4)

[0.5 puntos]
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